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1 Introducéo

A Mecanica dos Meios Continuos tem por objectivo geral estudar a forma como evoluem, sob a accéo de
forcas ou de calor, os solidos, os liquidos e os gases. No ambito do programa da disciplina de Mecéanica
Aplicada 2, apenas nos concentraremos no estudo da Mecénica dos Sélidos sob ac¢do de forgas. Este
estudo incidird entdo no comportamento dos sélidos submetidos a ac¢bes exteriores, do que diga respeito
a:

- Estudo de Tensoes: distribuicéo e transferéncia de forgas no interior dos corpos

- Estudo das Deformacdes: caracterizar e medir as deformacgfes (ou deslocamentos relativos entre

partes do mesmo corpo)

Na Mecénica Aplicada 2, trataremos de materiais com propriedades “ideais”. Todos os métodos de anélise e
equacdes estabelecidas daqui em diante sdo validos apenas para estes materiais.

- Materiais deformaveis

- Materiais continuos

- Materiais homogéneos

- Materiais isotrépicos
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Material Isotrépico - Material com as mesmas caracteristicas em todas as direcgdes ou, expresso de outra maneira,

material com caracteristicas simétricas em relacdo a um plano de orientagdo arbitraria. O aco e o betdo constituem

exemplos de materiais que podem ser considerados isotrépicos.

Material _monotrépico - Material com caracteristicas simétricas relativamente a planos paralelos e a planos
perpendiculares a um eixo, que constitui a direccdo de monotropia do material. A madeira constitui um exemplo de
material monotrépico, sendo a direccdo de monotropia a direc¢do das fibras, pois apresenta propriedades simétricas
relativamente a planos paralelos as fibras e a planos perpendiculares as mesmas. Outros exemplos sdo materiais
constituidos por camadas alternadas de dois ou mais materiais desde que a sua espessura seja suficientemente
pequena para que se possa considerar o material continuo na direccéo perpendicular as camadas.

Material ortotrépico - Material com caracteristicas simétricas relativamente a trés planos ortogonais. Como por exemplo

pode citar-se um material isotropico reforcado por fibras dispostas ortogonalmente ou de maneira a terem-se trés

planos de simetria ortogonais.

No &ambito desta cadeira, considerar-se-a ainda:
- Comportamento linear material — a relagéo entre forcas e deslocamentos sofridos € constante

- Comportamento linear geométrico — as deformag8es dos corpos sao lineares.

2 Conceito de Meio Continuo

Ao nivel microscépico, a matéria é formada por particulas. Nas aplicacbes praticas, o engenheiro é
confrontado com volumes de matéria cujas dimensdes sdo muito superiores as das suas particulas

constituintes.

Diz-se que nos colocamos a escala macroscépica quando preferimos uma resposta global média em
detrimento duma analise da estrutura particular da matéria. A matéria perde entdo o seu caracter

descontinuo e admite-se uniformemente distribuida no dominio em estudo.

Meio Continuo - Material que ndo contem cavidades ou descontinuidades, isto €, enche completamente o espago que
ocupa sendo por outro lado as suas propriedades descritas através de fun¢des continuas.

O conceito de meio continuo deriva da matematica em que podemos dizer por exemplo que o corpo dos nimeros reais
€ continuo, ou seja, entre dois numeros reais distintos quaisquer existe sempre um numero infinito de nameros reais.
Podemos aqui generalizar o conceito para a matéria e suas particulas constituintes.

Esta abstraccdo matematica é no entanto aplicavel a mecanica dos solidos se os fenémenos em estudo se passam a
dimensdes superiores a estrutura elementar (moléculas) da matéria, caso contrario tratar-se-4 de um problema da
fisica das particulas.

Num meio continuo, as forcas, as tensdes, as deformacdes e a energia sao fun¢gbes continuas no dominio do corpo.

Consideremos, por exemplo, um volume V de matéria de massa m, em volta de um ponto P de um corpo
W. Diminuamos V, se o limite r =lim— for bem definido em todos os pontos P de W, a massa diz-se
V®O0

distribuida continuamente em V.
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Figura 2-1

Pode-se definir da mesma forma outras quantidades tais como forcas, tensfes, deformagdes, energias, etc.,
gue sao também funcdes continuas das coordenadas. A no¢cdo de meio continuo conduz a teorias que
fornecem resultados concordantes com as observagfes experimentais. Os corpos estudados devem ter

dimensbes largamente superiores as das suas particulas constituintes elementares.

3 Forcgas

As forgas interiores sdo forcas que actuam entre as partes do corpo, por exemplo, esfor¢os internos numa

viga.

Z, T3

:A g
« y, T2 dF = pgdV = bdV

Figura 3-1

Na mecéanica dos meios continuos, distinguem-se dois tipos de for¢as exteriores:
- Forcas de volume que actuam sobre os elementos de volume dV (ou de massa) de um corpo, tais
como as forcas graviticas, electromagnéticas ou de inércia. Definem-se por unidade de volume.
- Forcas de superficie que sao forcas que actuam sobre a superficie A que limita o corpo, tais como a

pressao da agua ou a succ¢do do vento. Definem-se por unidade de area.

E de notar que as forcas concentradas sdo, em principio, excluidas da mecanica dos meios continuos,
porque provocam singularidades no local de aplicagdo. No entanto, representam uma modelacao pratica de
certos fendbmenos, e por isso podem ser aceites se o seu efeito local for ignorado, mas devem ser ignoradas

num estudo localizado (por exemplo no equilibrio de um pequeno elemento).
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4  Principio da Objectividade

Ser objectivo, é ser invariante aquando de uma mudanca de referencial, ser independente do sistema de

eixos ou do observador. A massa, a energia e a lei de comportamento de um material devem ser objectivas.

5 Principio de Euler e Cauchy

Considere-se um corpo sélido sujeito a ac¢éo de forgas em equilibrio. Imagine-se esse corpo dividido em
duas partes através do corte indicado na figura. Na superficie do corte que pertence a parte esquerda estdo
instalados esforcos internos que traduzem a ac¢do da parte direita sobre a parte esquerda. Da mesma
maneira, e para que se verifique equilibrio, actuam na superficie de corte pertencente a parte direita, forcas

gue equilibram os referidos esforgos.

Figura 5-1

Na superficie de corte, designa-se por dA um elemento de area, chamado faceta, e por N a sua normal
exterior unitéria. A interaccdo entre a matéria da parte esquerda e a da parte direita manifesta-se pelo
aparecimento de forcas internas que se exercem através do conjunto das facetas dA que compdem a

superficie de corte.

A natureza das forgas internas, transmitidas através de uma superficie de corte por um fragmento do corpo

sobre o outro é definida pelo seguinte conceito, aceite como um postulado:

Principio das tensdes de Euler e Cauchy: em toda a sec¢éo de corte de um corpo existe um campo

de vectores tenséo S ™ semelhantes a forcas de superficie, de modo a que a associacéo das forcas

elementares dF =s ™" dA correspondentes a cada elemento de area OA asseguram a

transmisséo global das for¢cas que uma parte do corpo exerce sobre a outra.

A orientacdo da superficie infinitesimal (faceta) num sistema cartesiano de referéncia pode ser definida por
um vector N, de comprimento unitario, perpendicular ao plano da faceta e com o sentido que aponta para
fora da parte considerada. Este vector designa-se por versor da faceta e fica completamente definido pelos

cossenos directores dos angulos que faz com os sentidos positivos dos eixos de referéncia, os cossenos

directores da faceta, que séo as componentes do vector .
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n, = os(n, y) e como o vector tem comprimento unitério, tem-se N + ny2 +n?=1

As componentes de S ™ sopre N (versor normal a dA), e sobre um plano que lhe é perpendicular (plano
que contém dA), sdo chamadas tens&o normal S y € tensdo tangencial t .
- Tensdo normal S : componente do vector tensdo na direccdo da normal N a superficie da faceta
dA.

- Tens&o tangencial t : componente do vector tens&o no plano da faceta dA.

s M sdA
Figura 5-2

O vector tenséo S ™ yaria de ponto para ponto: o conjunto dos vectores tensdo caracteriza o estado de

tenséo ( da secgéo, do corpo...) e constitui um campo de tensodes.

Num determinado ponto o vector tensdo varia igualmente com a orientacdo da faceta dA, ou o que é

equivalente, com a orientagdo de N. Em consequéncia, o estado de tenséo num ponto de um corpo solido

ndo pode ser definido unicamente através do vector tensao S~("). O estado de tensdo num ponto é uma

grandeza vectorial mas a um nivel superior.

Mario Nuno Valente — Setembro 2004 5/16




INSTITUTO POLITECNICO DE BRAGANCA — Engenharia Civil
Mecénica Aplicada 2 — Teoria do Estado de Tensé&o

6 Tensao devida a um carregamento genérico. Componentes de Tensao

Considere-se um corpo sujeito a varias cargas P;, P,, etc. Para
compreender o estado de tensdo criado por estas cargas nhum ponto
genérico Q localizado no interior do corpo, seccione-se este através de
um plano paralelo ao plano yz e que inclua Q. A parte do corpo a
esquerda da secgdo € sujeita a algumas das cargas originais e a

esforcos normal e transverso aplicados na seccéo.

Figura 6-1

AF*

Denote-se por DF* e DV”* as forcas normal e

tangencial que actuam numa area elementar DA na

vizinhanca do ponto Q. Note-se que o sobrescrito x é

utilizado para indicar que as forcas DF* e DV”*

actuam numa superficie perpendicular ao eixo x. (@ ()
Figura 6-2

Enquanto que a forca normal DF* tem uma direccdo perfeitamente definida, a forca DV”* pode ter

qualquer direccdo no plano do seccionamento. Decomponha-se, entdo, DV ™ nas duas componentes, DVyX

e DVZX , has direccdes paralelas aos eixos y e z, respectivamente.

Dividindo agora o mddulo de cada forga pela area DA e fazendo DA tender para zero, definem-se as trés

componentes da tensdo mostradas na figura anexa:

y
DF* Ty
s, =1i
DA®0 DA \
X
w5 = lim ! of ™
pA®0 DA
. DV}
t,=lim—=
DAR 0 DA
X
Note-se que o primeiro indiceem s ,, t, et z
Figura 6-3
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indica que as tensdes consideradas actuam numa superficie perpendicular ao eixo x. O segundo indice em

t € t , identifica a direc¢do da componente da tensé&o.

Atensdo S, sera positiva se a direc¢do em que actua coincidir com a direcgdo positiva do eixo x, isto &, se
0 corpo estiver traccionado, e negativa se estiver comprimido. Do mesmo modo, as componentes da tenséo
tangencial t x € t ,seréo positivas se a direccdo em que actuam coincidir com as direc¢des positivas dos

eixos y e z, respectivamente.

v A mesma andlise pode ser feita tomando a parte do corpo localizada a direita
do plano vertical que passa em Q. As mesmas magnitudes, mas com
direccbes opostas, sdo obtidas para as forcas normal e transversais. Por
conseguinte, sdo obtidos valores idénticos para as correspondentes
componentes da tensdo, mas, dado que a sec¢éo estd agora voltada para o

lado negativo do eixo x, o sinal positivo de S, indicara que a direcgéo

positiva é segundo a direc¢éo oposta ao eixo x. De modo anélogo, t w € t,

serdo positivas se a direccdo em que actuam coincidir com as direcgfes

negativas dos eixos y e z, respectivamente, como se mostra na figura ao

lado.

Figura 6-4

Passando uma seccéo paralela ao plano xz através do ponto Q, poder-se-ao definir de modo semelhante as

componentes S  , t v € t " Finalmente ao seccionar o corpo com um plano paralelo a xy através do ponto

Q resultaréio as componentes datensdo S ,, t , et .

Y

e

Figura 6-5

A fim de facilitar a visualizacdo do estado de tensé@o no ponto Q, considere-se o cubo elementar de lado a,

com centro no ponto Q, solicitado pelas respectivas tensées em cada uma das seis faces do cubo. As
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componentes da tenséo indicadas na figura séo S, ,S y € S, que representam a tensao normal em faces

t, t, e

perpendiculares aos eixos X, y e z, e as seis componentes da tenséo tangencial t %y ! t,, vor Uy Ty

tzy. Recorde-se que de acordo com a definicdo de componente da tenséo tangencial, t , representa a

xy
componente segundo y da tensdo tangencial exercida sobre a face perpendicular ao eixo x, enquanto t W

representa a componente segundo x da tensdo exercida sobre a face perpendicular ao eixo y.

Note-se que apenas trés faces do cubo s&o visiveis na figura e que nas trés faces invisiveis actuam
componentes da tensdo iguais mas opostas. As tensfes que actuam nas faces do cubo séo ligeiramente
diferentes das tensGes que actuam no ponto Q, mas o erro envolvido € pequeno, anulando-se quando a

dimenséo do lado a do cubo tende para zero.

7 Tensdes numa faceta arbitrariamente orientada. Equacao de Cauchy

Vimos anteriormente que para descrever o estado de tensdo num ponto é necessario conhecer o vector
tensdo em trés facetas paralelas aos planos coordenados que passem pelo ponto. Recapitulando, a
descricdo do estado de tensdo num ponto faz-se através da identificacdo de nove componentes. Estas
componentes podem ser guardadas numa matriz onde cada linha corresponde a um vector tensdo numa
faceta.

@11 S 513@

s N _ _ u
85 ij qoxlxzx3] - SL[o><1><2><3] - % a1 Sx» S 23()

@ 31 S 32 S 33 H
Os termos S;; sdo as componentes dos trés vectores tensdo num ponto em trés facetas ortogonais duas a

duas. Esta matriz é designada por tensor das tensdes e identifica o estado de tensdo num ponto em estudo,

descrito no referencial $x,x,x,4.

|
[0 o2p T2

o —
’élig‘él )

11 '// o |

Figura 7-1

S ; - Tens&o actuante na faceta perpendicular ao eixo i segundo a direcc¢éo j
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Mas como determinar, num ponto Q de um solido, o vector tensdo que actua sobre uma faceta de

orientacdo qualquer relativamente aos eixos coordenados?

X Para o efeito consideremos um tetraedro infinitesimal, no qual trés faces

sdo paralelas aos planos coordenados e a quarta é inclinada

relativamente a estes.

Seja N a normal exterior unitaria a faceta obliqua [ABC] de area DA.

0 X, As suas componentes (nl; n, rb) sdo co-senos directores. Assim, a
area de uma faceta paralela a um plano coordenado pode ser obtida

Figura 7-2 através da relagdo: DA = DA sabendo que N =cos<t(n,x ).

Com efeito, o angulo formado entre dois planos é definido pelo angulo entre os respectivos vectores

normais.

Utilizando o conceito de corpo livre aplicado ao corpo é sempre possivel considerar apenas forcas
exteriores no equilibrio de qualquer das suas partes, pois as forcas interiores ndo alteram o estado de

movimento ou de repouso do corpo.

No estabelecimento das equag¢bes de equilibrio do tetraedro infinitesimal ndo sdo consideradas as acgdes
das forcas de massa, porque sdo da ordem do volume e, portanto, desprezaveis face as forcas de
superficie. Além disso supomos que as dimensdes do tetraedro séo tdo pequenas que o vector das tensfes

se pode considerar constante em todos os pontos da mesma face.

Nestas condi¢des, as densidades de for¢ca a considerar no equilibrio séo as representadas na figura: Forcas

superficiais.

X T g

_ §(n2)
S_'(n)

_>X2

/ _ S"(n3)

Figura 7-3
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O equilibrio obtém-se multiplicando as tensées em cada face pela respectiva area e constituindo a seguinte
equacao vectorial:

SMPA - SWPA - S™HDA - ™A =0
Atendendo a que:

DA =DAX
Substituindo na equacéo anterior:

s M - g ’bAmi - g Mmz ) 93‘%’“3 =0

Donde resulta finalmente:

§(n) =S_'(nl)m1 _ S(nz)xnz - S(n’a‘))q-]s

s ™ =s < (Férmula de Cauchy)

ou
i511 S Slsl)tf-‘”ll)
(n) — ue. u
S —(;%21 Sy Sz3l]én2l]
Ba Sx SiHesf

A formula de Cauchy é uma relacdo vectorial pela qual se conclui que o vector das tensdes relativo a uma
direccdo genérica se pode obter como uma combinagéo linear dos vectores das tensdes relativas a trés

facetas que passem pelo ponto de normais paralelas aos eixos.

Mais uma vez se conclui que a condi¢cdo necessaria e suficiente para definir completamente o estado de

tensdo num ponto qualquer é o conhecimento das nove componentes S i -

8 Tensbes em reservatérios de parede fina

Os reservatorios de parede fina sob pressdo constituem uma importante aplicagdo da analise de estados
planos de tenséo. Atendendo que as paredes tém uma rigidez de flexdo desprezavel, pode assumir-se que

as forgas internas exercidas sobre um elemento da parede séo tangentes a superficie do reservatorio.

/ /\
Figura 8-1
A presente andlise de tensdes em reservatorios de parede fina sob presséo sera limitada aos dois tipos de

reservatérios mais frequentemente encontrados: reservatérios cilindricos sob pressdo e reservatorios
esféricos sob presséo.
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8.1 Reservatorios cilindricos de parede fina sob presséo

i

(O8]

Figura 8-2

Considere-se 0 reservatorio cilindrico de raio interior r e
espessura da parede t contendo um fluido sob pressédo. O
objectivo da presente analise serd a determinacdo das tensdes
exercidas num pequeno elemento da parede com lados
paralelos e perpendiculares ao eixo do cilindro,

respectivamente.

Devido a axissimetria do reservatdrio e do seu conteldo, é evidente que ndo se exerce qualquer tensao

tangencial sobre o elemento. As tensGes normais S, e S, mostradas na figura acima séo por conseguinte

as tensdes principais. A tensdo S, € conhecida por tenséo circunferencial, e a tensdo S, € denominada

tensao longitudinal.

A fim de determinar a tenséo circunferencial S |, destague-se uma parte do reservatorio de parede fina e do

seu contetdo, delimitada pelo plano xy e por dois planos paralelos ao plano yz a uma distancia DX entre si.

Y

Ax

o dA 2

Py N |

—_—

’ Ve 77/\\\If

o) dA
t

Figura 8-3

£
X
)

As forcas paralelas ao eixo z actuantes no diagrama de

corpo livre definido desta forma consistem nas forcas

internas elementares S, XDA nas seccoes da parede e nas

forcas de pressdo elementares P>DA exercidas na por¢do
de fluido incluida no corpo livre. Note-se que P denota a

pressdo interna do fluido, isto é, o excesso da pressao no

interior relativamente a pressao atmosférica exterior.

A resultante das forgas internas S, XDA é igual ao produto de S, pela area da secgéo transversal 2tDx da

parede, enquanto que a resultante das forgas de pressdo PDA é igual ao produto de P pela area 2rDx.

[¢]
Escrevendo a equagédo de equilibrio g F, =0, tem-se

a F,=0:s,2tDx)- pX2rDx)=0

E resolvendo para a tenséo circunferencial S ,,

_pr

S, "
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Para determinar a tenséo longitudinal S ,, seccione-se o cilindro perpendicularmente ao eixo x e considere-

se o diagrama de corpo livre da parte do reservatério de parede fina e do seu contelddo localizada a

esquerda da seccéao.

Figura 8-4

As forcas que actuam sobre o corpo livre consistem nas forcas internas elementares S, XDA na parede e
nas forcas de presséo elementares PDA exercidas na porcdo de fluido incluida no corpo livre. Notando-se

que a area da seccao de fluido é p r’e gue a area de seccao de parede pode ser obtida multiplicando o

perimetro da circunferéncia do cilindro, 2pr , pela espessura da sua parede, t, escreve-se a equagdo de

equilibrio:

[o]

a F, =0:s,X2prt)- p>(pr2) =0
E resolvendo para a tenséo longitudinal S ,,

_pr

S, o

Conclui-se que a tensdo circunferencial S, é o dobro da tensdo longitudinal S ,, S, =25 ,.

7) D Desenhando a circunferéncia de Mohr que passa nos pontos A e
. e T
e l Y B, os quais correspondem, respectivamente, as tensdes principais
7 | D
/ Tosras — O Zo: ~ . Z
P m ﬁl w72 s es, esabendo que a maxima tensdo tangencial no plano é
/ N Vo=
I A I 202
I \ . . . A
I { igual ao raio desta circunferéncia, tem-se:
| a
O\\ B//I i jA
™ A i i _ 15 _ pr
\ s —- ' / ] TR 2T T
. : 2 / max (no plano) 2 4t
\\ | e //
TNt Esta tensdo corresponde aos pontos D e E e é exercida sobre um
o2 | a2 elemento obtido através de uma rotagdo do elemento original
B — igual a 45° contida no plano tangente a superficie do reservatério.
Figura 8-5
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A maxima tensdo tangencial na parede do reservatorio €, no entanto, superior a esta. E igual ao raio do
circulo OA e corresponde a uma rotacdo de 45° em torno de um eixo longitudinal e fora do plano da tensao.

Tem-se:

max

t :52=%

Deve ser observado que, enquanto a terceira tensao principal é nula na superficie exterior do reservatério, é

igual a —p na superficie interior, e é representada por um ponto C (-p,0) no diagrama do circulo de Mohr.

Assim, junto a superficie interior do reservatorio, a tenséo tangencial maxima € igual ao raio do circulo CA, e
tem-se:

t :l(sl+ D) _laepr rto_preg, to

2 26t trg 2A& rp

Para um reservatério de parede fina, no entanto, o termo % € pequeno, e pode ser negligenciada a

variacdo de t _ ao longo da espessura da seccdo de parede. Esta conclusdo também se aplica a

reservatorios esféricos sob pressao.

8.2 Reservatorios esféricos de parede fina sob presséo

Considere-se agora um reservatorio esférico de parede fina de raio interior r e
parede de espessura t, contendo um fluido submetido a uma diferenca de
presséo interna p. Por razbes de simetria, as tensdes exercidas sobre as
quatro faces de um pequeno elemento de parede tém de ser iguais. Por

conseguinte:

. S, =S,
Figura 8-6
o, dA
R —
Para determinar o valor dessas tensbes, seccione-se o t 4\\f
=
reservatério através de um plano que passe através do seu CQ
centro C, e considere-se o diagrama de corpo livre que consiste L';\ L. x
na parte do reservatério e do seu conteddo localizado a k‘z’—\
~ - pdA
esquerda da seccao.
Figura 8-7

A equacao de equilibrio deste corpo livre é a mesma que a equacgao respeitante a figura 8-4. Conclui-se
assim que para um reservatorio esférico,

pr

Sl=82=2t
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7 Atendendo a que as tensdes principais S, e S, s&o iguais, a
D circunferéncia de Mohr para a transformacgéo de tensdes no plano
///'\\\\ ) i ] tangente a superficie do reservatorio reduz-se a um ponto;
/ kY l B conclui-se que a tensdo normal no plano é constante e que
O B%A o maxima tensdo tangencial no plano é zero. A méxima tensao
\\\ // tangencial nas paredes do reservatdrio, no entanto, ndo é zero,; é
e igual ao raio do circulo de didametro OA e corresponde a uma
~— 0= 0p —> rotacé@o de 45° fora do plano da tensdo. Assim,
_1o_pr
t max ES 1= Tt
Figura 8-8

9 Estados planos particulares definidos em tensdes principais

Se S, e S, sdo tensbes de compressao, o circulo de Mohr situa-se inteiramente a esquerda do eixo dos

t , este caso é ideal para materiais que resistem mal a trac¢do (pedra, betdo, etc.).

b

ik

Se S, é uma trac¢do e S, uma compressdo, o circulo é atravessado pelo eixo dos t , existem duas

facetas para as quais S =0 (pontos E e F).

4

3
g1 <€— —> 01
< —
o2
k=T
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Tem-se um estado de traccdo purase S, >0 e s, =0.

~af—| —
O] - —> 01
< N

o1

Tem-se um estado de compress&o purase S, <0 e s, =0.

(v}

VY

Tem-se um estado de tensé&o esférico ou hidrostatico se S; =S, =S , o circulo reduz-se a um ponto, 0 seu

centro e todas as suas facetas encontram-se submetidas a uma Unica tenséo puramente normal S .

a

f11

- —
T - —> O
-] —
a
A—T
a
© >0
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Finalmente, se as tensdes principais séo iguais e de sinais contrarios S, =-S, =S , o circulo é centrado

na origem dos eixos e trata-se de um estado de corte puro. Nas facetas inclinadas a 45° a partir das

direcgbes principais (pontos E e F), as tensdes normais sdo nulas e as tensfes tangenciais valemt =S .

TN
iy N
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