_ 6- Geometria de massas 6.1

// Introducao

» A Terra exerce uma forca de atraccdo em todas as particulas que compdem um corpo. Estas forgas
podem ser substituidas por uma unica forca igual ao peso do corpo e aplicada no centro de gravidade
(ou centro de massa) do corpo.

* O centroide de uma area ¢ analogo ao centro de massa de um corpo, mas refere-se ao centro geomeétrico
do mesmo.

// Centro de massa e centroide de um corpo

Teorema de Varignon: “o momento em relagdo a um ponto O da resultante de varias forgas concorrentes € igual a
soma dos momentos das diversas for¢as em relacdo ao mesmo ponto O”.

€6 9% ¢e, 9

Os momentos de P relativamente aos eixos “y”, “x”, sdo iguais as somas dos momentos de cada forca infinitesimal,
relativamente aos respectivos eixos.

xW=yxaw W =lxd¥
= [xdW 76(7442‘)=jx(7t)d/1
W =3 yAW XA =[xdA =0, =momento estatico segundo y

= [ydW yA=[ydA=Q =momento estatico segundo x
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// Placas e areas compostas

2 2 » Placas compostas
XYW =>3W
YXW=>3yW

« Areas compostas
X> A=>x4
YY A=> yA
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// Exemplo

« Para a placa mostrada,

6- Geometria de massas

determine os

momentos de primeira ordem segundo x € y
¢ a localizagao do centroide.

120 mm

80mm | =

60 mm
k., -

6.3

80 mm '_ =

60 mm .
Component A, mm? X, mm ¥, mm XA, mm?® VA, mm?3
Rectangle (120)(80) = 9.6 x 10? 60 40 +576 X 10° +384 x 10°
Triang]e 1(120)(60) = 3.6 x 10® 40 —-20 +144 x 103 -72 x 10°
Semicircle 3m(60)%2 = 5.655 X 10° 60 105.46 +339.3 x 10° +596.4 x 103
Circle —m(40)®> = —5.027 X 10% | 60 80 —301.6 x 10° —402.2 x 10°

ESTiG-IPB SA = 13.828 x 10° S¥A = +757.7 X 10° 2yA = +506.2 X 103
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// Exemplo

0. =+506.2x10° mm?

* Os momentos estaticos sao dados por, 33
0, =+757.7x10" mm

* As coordenadas do centroide,

Yy
oo XA _ +757.7%10° mm’
> A 13.828x10° mm?

X =54.8mm

Y34 +506.2x10°mm’
iy Y = - 32
X = 54.8mm 2.4 13.828x10° mm

Y =36.6 mm
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// Exercicios

Determine as coordenadas do centroide das seguintes seccoes.

1

6- Geometria de massas

B mm

N

aﬁ mim 73 mam T
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_ 6- Geometria de massas

y
// Corpos compostos a 3D /L

* Determine o centro de gravidade 45
do elemento de aco. Cada furo
tem um diametro de lin.

0.5

0.5 in.

Vv, in® X, in. y, in. Z,in. xV, in* yV, in* ZV, in*
I (4 5)(2)(0.5) = 4.5 0.25 i | 295 1.125 —45 10.125
I1 1m(2)%(0.5) = 1.571 1.3488 —0.8488 | 0.25 2.119 —1.333 0.393
111 = 1r(0 5)%(0.5) = —0.3927 | 0.25 =] 35 —0.098 0.393 —1.374
IV | —#(0.5)%0.5) = —0.3927 | 0.25 -1 1.5 —0.098 0.393 —0.589
2V = 5.286 XV =3.048 | ZyV = —5.047 | ZzV = 8.555

X=Yxr/SrV=3.08in*)(5286in%) X=0577in.

2 in.

Y=Y 57 /V =(-5047in*)/(5.286in>) T=0577in.

111 v

ESTIGIPB Z=Szv)>v =(1.618in*)/(5.286in%) Z=0577in.



_ 6- Geometria de massas 6.7

/| Momentos de Inércia

 Caracteriza ou quantifica e capacidade resisténcia dos elementos estruturais (ex. flexdo de
vigas)
y

dA =dxdy_ Momentos de segunda ordem ou momentos de inércia

segundo os eixos X €'y.

A [ =[y'dd I =|xdA
dl, = y2dA dIy=x2d i

// Calculo do momento de inércia por integracao

b b
LoE o 2
= .}

I
dA = bdy

Para uma area rectangular,

] dA = bdy dA = hdx
| A
i 2 W ; b/2 )
-%— I = j yidA = j y°bdy [ = _[ xdA= I x"hdx
I rl h Area -h/2 Area -b/2
_|_1_ ) by3 h/2 _bh3 ) hx_3 b/2 _b3_h
ESTiG-IPB b dx 3 12 3 12
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6- Geometria de massas

// Momento polar de inércia
* O momento polar de inércia ¢ um parametro geometrico preponderante no dimensionamento de veios

cilindricos sujeitos a tor¢ao.

)

// Raio de giracao

Jo = [r?dA

O momento polar de inércia de uma sec¢do pode ser relacionado com os

momentos de inércia.

Jo =Ir2dA=I(x2 +y2)7’A:jx2dA+Iy2dA

=1,+1,

O raio de giragdo de uma area A, relativamente ao
eixo X, ¢ definido como a distancia k, na qual se
concentra uma faixa estreita paralela a x que produz o

mesmo momento de inércia.

ESTiG-1PB

Luis Mesquita

De igual modo,

1
y y y A

Y




// Teorema de Steiner ou eixos paralelos

* O teorema dos Eixos Paralelos determina que o momento de inércia I de uma area relativamente a um
eixo arbitrario AA’ ¢ igual ao momento de inércia I segundo o eixo que passa no centroide da area
(BB’) mais o produto da area pelo quadrado da distancia entre eixos.

H [=1+4d*

A A’

Demonstracao:
» Como o eixo BB’ passa pelo centroide,

* Considere o momento de in€rcia / da area A4
segundo o eixo A4 ’, fornecido pela equagao,

[=[y*dA=[(y'+d)*d4

I:jysz :jy’sz+2%4+d2jdA

7 2 Teorema dos eixos paralelos
STiG-IPB [=1+Ad b
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_ 6- Geometria de massas 6.10

// Exemplo

* Determine o0 momento de inércia
segundo o eixo X.

P BT e Rectangulo
PR —emm [ r=1bh' =1(240)(120) =138.2x10° mm’
120 mm
J_ G - Semi-circulo: Momento de inércia segundo A4,

a* =17(90)* =25.76 x10°mm*

o0 |—

y Iy =

Momento de inércia segundo x’,

| | : Iy =1, —Ada* =(25.76x10°)12.72x10°)
=7.20x10°mm*
a= 4r = (4)(90) =38.2 mm . .
3r. 3m Momento de inércia segundo x,
b=120-a=81.8 mm Le=1, +A4b =7.20x10° +(12.72x10')81.8)
2 2
A= =37(90) = 92.3%10°'mm’

~12.72%10° mm? 6 4
ESTiG-IPB ]xtOfCll = [xlf' —]xC =459%x10°"mm
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_ 6- Geometria de massas 6.11

/ Exercicios
Determine os momentos de inércia segundo X €' y.

6,35 mm 25,20 mm
_f__ TR el ok [ 0 -

c X

¥y
- 19,05 mm
——F 12,70 mm

2
0,80 mm L127x76x127 || | 127.00 mm

C'L—r——x

; 144,50 mm
i1

12,70 min GRS

e

Tl,:_ .76,00 mm_.i

poe 76,20 mm ——sf

y A y

—"‘1 "‘ 1 iy |+ 100 mm
T 200 —-l l—-8 mm

': +lﬁ|nm

S0

i B

S0

S0

i_

=10

—
|
:

300

F—— ) e
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_ 6- Geometria de massas 6.12

// Produto de inércia

* O produto de inércia de uma superficie A relativamente ao eixos de coordenadas OXY,
obtém-se multiplicando as coordenadas x e y pela superficie elementar dA e integrando ao
longo do seu dominio;

) P =[xydA y

dﬁ "
L | »
- ! N Quando um eixo, X ou y, ou ambos sao se . Il
\ & simetria, o produto de inércia € nulo. off 1t
\\.,,«/ | dar : -y
s 1)

Teorema dos eixos paralelos para produtos de
inércia

P =P +XyA

o

ESTiG-1PB

Luis Mesquita



_ 6- Geometria de massas 6.13

// Eixos principais e momentos principais de inércia

« Considere um novo eixo Ox’y’ que sofreu uma rotagao de 0 segundo z relativamente ao eixo Oxy.

Recorrendo as relacdes geométricas, podem-se definir os momentos de inércia € o produto de inércia
do novo sistema de eixo em relagdo ao primeiro.

» Para o novo sistema de eixos,

I, +1, [I,-1
I, = x2 Y+ x2 cos20-1,,sin26
I.+1, I,-1
— Y X Y :
NS 5 T 3 cos20+1,, sin26
I, -1
II/:

X y .
Xy Tsm29+1xy cos 260

. 2 _ 2
Sabendo: 1 _I y~dd Iy _J. x~dA * As equagOes para [. e [.. sdo as equagOes

Xy
Iy, = fxy dA paramétricas de um circulo,
ual o momento de inércia segundo x’ e y™? 2 2 _ p2
Q e e (Ix'_ med) +})x'y'_R
Nota: "= xcos@+ ysinf 7 A+ R I,—1, p?
’ . med ~ 7 - 9 + xy
y =ycos@—xsinf
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_ 6- Geometria de massas

// Eixos principais e momentos principais de inércia — Circulo de Mohr

6.14

O circulo referido ¢ designado de Circulo de Mohr para momentos ¢ produtos de in€rcia.
xy

I

* Nos pontos 4 ¢ B, I... =0

e [. ¢ maximo ¢
minimo, respectivamente.

1 max,min — 1L yed TR
L1,
21
tan20, =———>—
I,-1,
- -1y -
;]"ax;._..

A equagdo de 8, define dois angulos desfasados de
90°, correspondendo aos €ixos principais.

I el . sdo os momentos principais de inércia.
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_ 6- Geometria de massas 6.15

// Exemplo ’ -

» Considere a sec¢ao apresentada. Calcule os momentos principais de .
inércia e as direc¢oes principais. Calcule o momentos de inércia e o \ _

produto de inércia segundo x’y’. NS il
[x = 7.24x106 mm* fy = 2.61x106 mm?* Pxy = -2.54x106 mm. O '
Construcao do circulo de Mohr
Ixy(106 mm4)
Y(2.61, +2.54) 6 4
OC=1,,, =3I, +1,)=4.925x10°mm
CD=1(1,~1,)=2.315x10°mm*
o 4 2 2 6 .4
B I 1 _ _
b R=+(CDY +(DX) =3.437x10°mm
X(7.24, -2.54) Com base no circulo,
Y an26, =2X 1097 20, -476°  Om=238
CD
Lo =Lod* R Ipax =8.36x10°mm*
8,, = 23.8° max med max :
e x

- I.=1.,—R 1. =1.49x10°mm*
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_ 6- Geometria de massas 6.16

// Exemplo
y . * No circulo de Mohr a rotagdao ¢ 8= 2(60°) = 120°.

* O angulo que CX"’ faz com a horizontal ¢ ¢p= 120°-47.6° =

I 72 .40,
\ P

L152%x 102X 12.7 |

" [.=0F =0C+CX'cosp=1,,, +Rcos72.4°

[ =5.96x10°mm*

6
3-4\'1;15410 ]y, =0G=0C-CY cos@ = l,,,— Rcos 72.4°
= I,; =3.89x10°mm”

20, = 47.6°

Iy =FX' =CY'sing = Rsin72.4°
oCc=1I,=4925x10°mm"

R=3.437x10°mm?*
ESTiG-I1PB
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// Exercicios

6.17

Determine os momentos de in€rcia de in€rcia e as direc¢oes principais

y
f=—T1 20 i —= — 19,05 mm
6,35 mm 25,20 mm | | 12,70 m
’ <—.1 ‘1, .H' —‘F l: > m
e T T o L
i |

TR 1 30 mm
C X

= 40 mm L1
50,80 mm i 127,00 mm
L76x51x64 ! LI27X76X12,7C.? i
- | 44,50 mm
_4 6.35 RI0mmgETT =
e— 6,35 mm - e J 2
poe 76,20 mm ——sf { 30 i TL—76,UU mm_..l
e 100 mm
300 —-I 8 mm
3 ,
_— ’ 3 % >
Kl ~
gt 50 7 X
| SRTTHT
..'l#I i %
- ) 300
- e 10 i
F—— ) e
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