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Teoria do Sinal

Introducao

A seguir sdo apresentados alguns exemplos que se enquadram no estudo desta

disciplina e que mostram a importancia de se estudarem os sinais e sistemas.

Exemplo 1: Remocao de ruido de sinais audio

Consideremos o problema de um gravador de passagem de um disco de vinil
de 78 rpm para um formato mais moderno, Compact Disc (CD). Isto ¢ conseguido
através da obtencdo da tensdo do disco a 78 rpm, que depois de amplificado ¢
utilizado para gravar o CD. No entanto, o disco a 78 rpm apresenta um ruido de
fundo que se pretende eliminar na nova gravagao. Por isso, € necessario aplicar um

filtro como mostra a seguinte figura:

X Y
Cartridge Recording
iy equipment
Filter f Amplifier for new
| . J format

78 rpm record
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Teoria do Sinal

As tensOes dos sinais X e Y que transportam a informagdo vao variando
consoante a variagao da posi¢ao da agulha no disco. A posicao da agulha ¢ um sinal
assim como as tensOes dos sinais X e Y sendo a variavel envolvida mecanica.
Assim, a agulha transforma a variagdo de posicdo numa variagdo de tensdo X — esta

constitul um Sistema electromecanico.

Neste exemplo todos os sinais tém a propriedade de possuirem um valor em

cada instante de tempo; estes sinais sao designados de Sinais Continuos.

O sinal retirado do disco pode ser considerado como sendo constituido por
duas componentes: uma componente constitui o sinal com a informagao e outra
constitui o sinal de ruido, o qual se pretende eliminar com o filtro e cuja frequéncia

¢ normalmente superior ao sinal da informacao.

e MY

Information signal Noise signal Signal from cartridge

Exemplo 2: Previsao das cotacoes da bolsa

Este exemplo mostra as cotagdes da bolsa de mercados em cada dia. Sera que
as cotagdes futuras podem ser previstas? Se for suposto que um computador €

usado para prever os resultados, entdo teremos o seguinte:

2 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

Input

(Previous prices
of share

Output

Computer

)

(

Predicted future)
prices of share

Estes sinais tem uma caracteristica diferente dos sinais do exemplo anterior;

em vez de terem um valor para todos os instantes de tempo, s6 dispdem de valor

em instantes descontinuos (discretos); este sinais sdo conhecidos como Sinais

Discretos.

Input

Share
price

Output

Predicted
share price

Today
Time (days)

Tomorrow
Time (days)

Neste exemplo, o computador pega no sinal discreto do sinal de entrada e a

partir dele determina o valor discreto do sinal de saida — transforma um sinal de

entrada num sinal de saida. Isto ¢ a definicao de um Sistema.

Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

No exemplo anterior o sistema era implementado através de “hardware”, 1.¢€.,
através de dispositivos eléctrico e mecanicos. Neste exemplo a transformagao da

entrada na saida € conseguida através de “software”, 1.€., através de um algoritmo.

Exemplo 3: Revisao do exemplo 1

No exemplo 1 o filtro pode ser implementado através de componentes
electronicas e representa uma relacdo entre duas varidveis eléctricas (tensdo ou
corrente) nos terminais das componentes. No exemplo 2, ¢ usado um computador

para transformar o sinal de entrada.

Se os sinais no exemplo 1 forem discretos € possivel utilizar um computador
para executar a filtragem. Um filtro utilizado em sinais discretos ¢ designado de
filtro digital. No entanto, torna-se necessario converter os sinais continuos para
discretos sem grandes perdas de informagao. Depois, na saida, torna-se necessario

reconverter os sinais para sinais continuos.

Conversion Algorithm Conversion

continuous to give low - discrete to |——m——
Continuous to discrete | Discrete pass filter Discrete | continuous Continuous
signal signal signal signal

4 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

A conversdo de sinais continuos para sinais discretos pode ser explicada

através da seguinte figura:

A\l

Continuous signal Switch Pulse width 7
Discrete signat

O sinal continuo ¢ ligado a um switch que abre e fecha repetidamente, sendo o
intervalo de tempo em que se encontra fechado 7 inferior ao intervalo de tempo em
que se encontra fechado (7-7). Diminuido o intervalo de tempo 7, o sinal aproxima-

se de um sinal discreto. Esta ac¢dao ¢ conhecida por Amostragem; T ¢ o periodo de

amostragem, 1/T a taxa de amostragem e, neste contexto, o sinal discreto ¢

designado por sinal amostrado.

Para perceber como um sinal discreto pode representar bem ou nao um sinal

continuo vejamos os seguintes exemplos de amostragem do mesmo sinal:

AW A ]
/WSl

Orlando Ferreira Soares 5



Teoria do Sinal

Exemplo 4: Processamento de imagens

Hoje em dia ¢ muito frequente a transmissdo de imagens. Para além do
exemplo das transmissdes televisivas, sdo tiradas imagens por satélites da Terra e
que sdo transmitidos para serem usados na meteorologia e para fins militares.

Imagens de planetas e astros distantes também sdo frequentemente transmitidas.

Consideremos a seguinte imagem:

Para transmitir esta imagem o sinal tem de ser construido de forma a dar a sua
intensidade (e cor para imagens nao monocromaticas) em cada ponto da sua
superficie. Na pratica, todas as formas de imagens sdo de natureza discreta e a sua

representacao ¢ feita através de sinais discretos.

A imagem ¢ dividida num nimero finito de pequenas areas (pixels) e o sinal
representa a intensidade de cada pixel. Cada pixel ¢ identificado através de um
sistema de coordenadas n € m. Assim, a intensidade de um determinado pixel sera
representada por I(n,m). Este sinal, ao contrarios dos exemplos anteriores nao ¢

funcdo do tempo mas da distancia, ¢ um sinal espacial.

6 Orlando Ferreira Soares
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- W m

m 1 3 58 7

Exemplo 5: Sistema de controlo de posicao

O exemplo aqui considerado ¢ o de controlar a posi¢cdo de uma carga através
de um pequeno sinal eléctrico. Por exemplo, pode ser necessario controlar a
posi¢cdo de uma antena de radio telescopica com algumas toneladas de peso através

de um sinal eléctrico de amplitude maxima igual a um ou dois volts.

+10° Qutput
angle
Input Output 2V Input
signal Control signal 2 voltage
{voltage) sysiem {angle)
-2V
-10°
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Teoria do Sinal

O problema aqui representado ¢ diferente dos exemplos anteriores. Nos
exemplos anteriores, os sistemas envolvidos transformavam o sinal de entrada num
sinal de saida diferente. Neste exemplo, as formas dos sinais de entrada e saida sao
idénticas; no entanto elas representam diferentes variaveis (eléctricas e mecanicas),
e os niveis das grandezas eléctricas associadas ao sinais sdo muito diferentes
(miliwatts na entrada, kilowatts na saida). Uma representacdo possivel de um

sistema de controlo deste tipo pode ser a seguinte:

Disturbance

Voltage i Motor
amplifier amplifier Output
position

Input
voitage

Para resumir, os exemplo mostrados foram apresentador de forma qualitativa
para introduzir alguns dos conceitos bésicos para o estudo de sinais e sistemas.
Também foram usados para dar uma indicacao dos objectivos da disciplina. Outros

exemplos poderiam ser mostrados, como por exemplo:

1. O processamento de sinais para identificar a posi¢ao e velocidade de um

alvo num sistema de radar.

2. A andlise de sinais produzidos pela reflexdo de ondas de choque (através

de um controlador de explosdo) numa explosdo geofisica.

3. O processamento de uma grande variedade de sinais usados em aplicagdes

biomédicas.

8 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

De facto, qualquer area onde a informagao pode ser representada sob a forma

de um sinal pode ser considerada como um campo de aplicagdo desta disciplina.

Para podermos expandir o material aqui mostrado para formar uma base
cientifica de estudo, as ideias devem ser expressas e desenvolvidas numa forma
quantitativa. Isto ira ser realizado neste semestre sendo os principais objectivos os

seguintes:

1. Fazer uma descri¢do matematica dos sinais considerados. Também serao
mostradas varias descri¢gdes possiveis e as vantagens e desvantagens de

representacoes alternativas também serao investigadas.

2. Obter uma formulagao matematica para a transmissdo de sinais através de
um dado sistema e, a partir disso, formular uma descricdo ou modelo do
sistema. Assim como pode ser utilizada mais do que uma descrigdo
possivel dos sinais, também, mais do que um modelo de sistema € possivel

utilizar.

3. Combinar o objectivo 1 e 2 de modo que para um determinado modelo de

sistema e um sinal de entrada se possa calcular o sinal de saida.

4. Combinar os sistemas mais simples de modo a obter sistemas mais
complexos e investigar a propriedades gerais de tais combinagdes de

sistemas.

Orlando Ferreira Soares 9






Teoria do Sinal

Caracterizacao de Sinais

O conceito de sinal ja foi apresentado na aula anterior. Matematicamente um
sinal ¢ uma fun¢do com uma variavel dependente e uma ou mais variaveis
independentes. No entanto os sinais que iremos estudar nesta disciplina apenas tém

uma varidvel independente que sera restringida ao tempo.

Embora na aula anterior tenhamos visto a diferen¢a entre sinais continuos e
sinais discretos, agora vamos comecar por analisar essa divisdo com mais detalhe.

Estes sinais terdo uma evolug¢do paralela no estudo ao longo da disciplina.

Sinais Continuos e Sinais Discretos

Alguns exemplos de sinais temporais:

1. A variagdo da tensdo no colector de um transistor num amplificador de
audio.

2. A variagdo da temperatura num ponto de um forno durante o processo de
fundicao.

3. A variagdo de pressdao num cilindro de um motor combustio interna

durante o funcionamento.

Orlando Ferreira Soares 11



Teoria do Sinal

Pressure

(p)

Time (f)

4. A variagdo do nuimero de sapatos vendidos numa certa loja durante um

A

mes.

5. A variagdo da temperatura ao meio-dia numa sucessdo de dias num lugar

de veraneio.

6. A concentragdo de anticorpos no sangue apds uma injeccao de vacinagao.

As amostras de sangue sdo retiradas e analisadas todos os quinze minutos.

Concentration
{x)

0 T 2T 3T 4T Time (nT)
o 1 2 3 4 Sample (n)
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Teoria do Sinal

Apesar destes sinais terem o tempo como variavel independente, os sinais no
exemplo 1, 2 e 3 sdo basicamente diferentes dos exemplos 4, 5 ¢ 6. Nos primeiros,
0s sinais que representam as variaveis existem em todos os instantes de tempo; este

sao designados por Sinais Continugos. Nos ultimos, as varidveis sO estdo

disponiveis em alguns intervalos discretos de tempo; estes sdo designados por

Sinais_Discretos. A descontinuidade pode ocorrer quer por natureza do processo

(exemplo 4) quer pela natureza das medicdes (exemplo 5 e 6). Nestes, 0s processos
que produzem as varidveis sao processos continuos, embora as medigdes sejam

feitas em intervalos de tempo discretos.

Operacoes basicas sobre sinais

Estas operagdes consistem em transformar quer as variaveis dependentes quer

as variaveis independentes.

U Escalonamento da Amplitude

Esta operagdo ¢ sobre a varidvel dependente. Consideremos um sinal x(2)
ligado a um amplificador e que resulta numa saida y@). Assumindo que o
amplificador altera a amplitude do sinal de entrada, em cada instante, através de um

ganho como mostra a figura seguinte.

Orlando Ferreira Soares 13



Teoria do Sinal

Amplitude

x(t) Amplificador com y(t)
Ganho igual a 2

V c(e) Time

ylt)

A forma do sinal de saida y(#) ¢ idéntica a do sinal de entrada, mas com o
dobro da amplitude. E de notar que o sinal de entrada x(#) pode ser representado
pelo sinal de saida y(?) se a escala no eixo vertical for alterado — dai escalonamento

da amplitude.

Genericamente, a relacdo entre x(#) e y(t) pode ser expressa por:

y(t)=a.x(t)

onde a é uma constante.

U Escalonamento no tempo

Consideremos uma musica gravada numa cassete em que esta ¢ tocada a
velocidade errada. E obvia a diferenca no som, o sinal foi expandido ou

comprimido no tempo.

14 Orlando Ferreira Soares
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x(t) x(0.51) x(2¢)

Genericamente a relacdo entre y(?) e x(¢) pode ser expressa por:

y(t)=x(at)

em que @ ¢ um nimero constante positivo.

& Reflexdo e Deslocamento no tempo

Suponhamos um sinal que depois de gravado numa cassete ¢ tocado em modo
reverso num instante posterior.

Amplitude

Original Signal reversed
signal x{t} and delayed y(t)

t=0 Time

Orlando Ferreira Soares 15



Teoria do Sinal

O sinal y(?) pode ser obtido através de duas operacoes sobre o sinal x(2):
1. A escala de tempo de x(?) € invertida.
2. O sinal invertido sofre um atraso no tempo.

E conveniente considerar estas duas operagdes separadas. A inversdo da escala

de tempos ¢ designada por reflexdo do sinal.

Amplitude

x(—1) x(t)

Time

O sinal reflectido pode ser obtido através da colocagdo do valor dos sinal no

instante # igual no instante -z, ¢ entdo definido como sinal x(-z).

O atraso no tempo consiste em colocar o valor que originalmente estava no

instante ¢ no instante (z-7). O atraso ¢ representado por x(z-7).

Amplitude

Original signal Delayed signal
x(t) x(t—T)

_______________ x(8 - 5) = x(3)

QI fpmm——————

Time

16 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

Uma operagdo em avango no tempo sera representada pelo sinal x(#+7). As
operagdes de avanco no tempo e de reflexdo ndo sdo fisicamente possiveis em
sinais em tempo real (isto suporia a previsao do futuro). Mas, como veremos, estas
operagdes basicas serdo utilizadas para descrever algumas propriedades uteis dos
sinais.

As operacdes de reflexdo e de deslocamento no tempo também podem ser

efectuadas sobre sinais discretos.

x(n) x(~n)

] |

-2-1 0 1 2 3 4n —4 -3 -2 -1 0

2 n
x(n) x(n—N)
L
0 1 2 3 n 0 N N+1T N+2 n

Orlando Ferreira Soares 17



Teoria do Sinal

As operagdes de reflexdo e deslocamento no tempo também podem ser

combinadas para produzir o atraso de um sinal reflectido.

Amplitude
Delayed version
x(—1) x(t) of x{—1t)
t=0 Time
Amplitude
Advanced version of x(1) Reflection of
x(t+T) x{t) x(t+T)

Time

W Adicdo e Subtraccio de sinais

Se dois sinais continuos sao adicionados, os seus valores em cada instante sao
adicionados para formar a soma em cada instante. Para sinais discretos a defini¢do

¢ similar e so pode ser executada em numeros inteiros para cada sinal definido.

x(t) x{t) + yl(t) x(1) x{t) = yl(1)
x(n) + x{n) + yln) x(n) ¥ x(n) —y{n)
_l_ -
yit) yl(t)
y(n) yin)

18 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

A subtraccdo ¢ andloga a adigao.

As operagdes aqui apresentadas sao basicas para a Teoria do Sinal.

Exemplos

1. Considere os seguintes sinais € obtenha o sinal:
2(t)=2x(t-2)+3y(t-1)

x(t) - yle)

1 1

2. Considere os seguintes sinais e obtenha o sinal:

z2(n)=2x(n+2)+0,5y(—n)

x(n) yin)
1 ! 2 ®

Orlando Ferreira Soares 19



Teoria do Sinal

Duas propriedades dos sinais

& Sinais Pares e Impares

Estas propriedades sdo baseadas nas simetrias que os sinais possuem em torno
da abcissa =0 (n=0). Estas simetrias podem ser convenientemente expressas

através do uso de operagoes de reflexao.

x(t)

x(n)

III»III

Estes sinais possuem a propriedade de x(1)=x(-¢), x(n)=x(-n); estes sinais sao

designados por sinais pares.

x(t)

Mr | l

20 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

Os sinais que tém a propriedade de x(2)=-x(-t), x(n)=-x(-n) sao designados por

sinais impares.

Também ¢ facil demostrar que os sinais podem ser expressos em termos de

dois sinais: um par e um impar. Ou seja, um sinal arbitrario pode ser escrito por:

[x(t)+x(—t)]+ [x(t)—x(—t)]

x(1)= > >

O termo [x(?)+x(-1)] € par e o termo [x(?)-x(-¢)] ¢ impar.

Exemplo

Exprima os seguintes sinais como a soma de uma componente par € uma

impar.

x(t) x{n)

Orlando Ferreira Soares 21
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& Periodicidade

A seguinte figura mostra um sinal continuo e um sinal discreto periddicos.

x(t) x(n)

Al

-2T il 0 T 2Tt - 2N -N 0 2N n

A caracteristica que torna um sinal peridodico € a propriedade de o sinal se
repetir indefinidamente no futuro e que se tenha repetido no passado. Esta
propriedade pode ser convenientemente expressa através da operagao de

deslocamento no tempo.
Um sinal periddico x(2), x(n) tem a propriedade de:

x(t+T)=x(t) paratodoot
x(n+ N )=x(n) paratodoon

O tempo T (ou numero inteiro V) é designado de periodo da forma de onda. E
de notar que se o sinal € periddico para o periodo T, também ¢ periodico para

qualquer multiplo de T (identicamente para V).
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Alguns Sinais Basicos

& Sinal Exponencial

O sinal exponencial continuo ¢ da forma
x(t)= A.e”

onde A e a sao constantes.

A propriedade que torna este sinal frequentemente utilizado em sistemas esta

relacionada com a sua variagao ¢ o seu declive.

ax _ a.Ae” =a.x(t)
dt

O sinal tem a propriedade de que o seu declive, em qualquer instante, ser

proporcional ao valor nesse instante.

A forma discreta do sinal ¢ do tipo
x(n)=A.e""

onde 4 ¢ a sdo constantes.
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x(n) x(n)

a>0 a<o

-37-2T-T O T 2T 3T nT -37-2T -T O
=3 = = 0 1 2 3 n -3 -2 -1 ©0

| ] | 1]

Como o sinal ¢ um sinal temporal, a variavel independente ¢ o instante de

tempo nT.

O sinal também pode ser escrito como
x(n)=A.e" = Ale™ | = A.(z)"

onde z=e""
Nesta forma ¢ facil ver que
x(n+l)=A7"=A4.7"z2=x(n).z

Em cada instante, o sinal ¢ formado pela multiplicagdo do sinal no instante

anterior por uma constante z, i.€., os valores formam uma progressao geométrica.
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Nos sinais discretos ndo tem significado falar em inclinagdo. No entanto, uma

propriedade semelhante ¢ baseada na diferenga entre amostras sucessivas:

x(n+l)—x(n)=x(n)z—x(n)=(z-1).x(n)

Como (z-1) ¢ uma constante, a diferenca entre duas amostras sucessivas ¢ a

constante vezes a n-ésima amostra.

& Sinal Sinusoidal

Os sinais sinusoidais ja conhecidos sdo do tipo:

Asiné Acosf
+A +A
) 27r \ /
0 8 -2 0 278
—A -A

Mas, se os sinais temporais sao traduzidos por estes sinais, torna-se

conveniente converter a variavel independente de angulo para tempo, ou seja:

@ = Constante x ¢
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A constante pode ser determinada por observagao da fun¢ao que € periodica e

pela relagdo do periodo T com o angulo correspondente de 2xw. Isto d4 uma

constante igual a 277[ , que ¢ conhecida por Frequéncia angular e cujas unidade

sao rad./s.

1 J4 4 . . J4 .
No entanto, - ¢ o numero de ciclos por unidade de tempo e ¢ definida como a

Frequéncia f medida em Hertz (Hz). Assim, a relacdo entre e ¢ pode ser escrita

COmo.

27
O=wt=—-t=2nf.t
= 7if

€ 0s sinais seno e coseno podem ser representados por:
x(t)= A.sen2rnft e x(t)= A.cos2nft

Como o valor maximo das fun¢des seno e co-seno sao a unidade, a constante
A serve como um factor de escala dando as fungdes um valor méximo e minimo de

+A.

Usando a propriedade de deslocamento no tempo podemos notar que o co-
seno pode ser obtido através do deslocamento no tempo do seno de %(éngulo de
%). Na generalidade, um sinal deste tipo pode ser obtido por avanco no tempo de

um determinado angulo ¢.

x(t)= A.sen(wt + (0)
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A sin (wt + ¢}

+A

Aplicando a férmula trigonométrica para sen(A+B), este sinal pode ainda ser

eXpresso:
x(t)= A.senwt.cos p + A.cos wt.sen @
O sinal também pode ser obtido pela soma de uma onda sinusoidal € uma co-
sinusoidal com factores de escala A.cos@ e A.seng, respectivamente.

Uma propriedade que estes sinais t€ém ¢ que a soma de dois sinais sinusoidais

e de igual frequéncia produzem um sinal sinusoidal com a mesma frequéncia.

Se uma das sinusoides tiver uma frequéncia que ¢ um multiplo inteiro da

frequéncia do outro sinal, esse sinal ¢ designado por harmonico.

x(t) Fundamental +

Fundamental Second harmonic

Second
harmonic | T

Y
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Os sinais sinusoidais discretos podem ser descritos pela relacao:

x(n)= A.sen(an + (p)

x{n)

1s

Nos sinais discretos € preciso ter cuidado na escolha do periodo porque a
periodicidade de um sinal discreto ¢ definida como x(n)=x(n+ N )em que N ¢é

um numero inteiro.

Como o periodo de um sinal discreto ¢ um niimero inteiro ndo possui unidade

ao contrario dos sinais continuos em que o periodo tem unidade de tempo.

Os sinais sinusoidais discretos ainda podem ser expressos da forma:
x(n)= A.sen(n 9)

onde & = wT ¢ designado como Frequéncia normalizada ¢ ¢ igual a frequéncia

angular do sinal ndo amostrado a dividir pela frequéncia de amostragem.
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6 ¢ o numero de angulos, radianos, e pode ser interpretado como o nimero de

radianos/amostra. Como um ciclo completo ¢ 2w radianos entdo o numero de

. , 2r a i
amostras por ciclo ¢ dado por > O uso da frequéncia normalizada torna-se por

vezes mais conveniente e Util no projecto de filtros digitais.

& Exponencial Complexa

Usando numeros complexos, os sinais exponenciais e sinusoidais podem ser

expressos como casos especiais de um sinal generalizado — a exponencial
complexa.

A exponencial ja vista ¢
x(t)= A.e”
Se a for imaginario a = jw
x(t)=A.e™
x(t)= A.cos wt + jA.sen wt

Assim, o sinal x(#) representa um sinal real e que pode ser associado a um

processo real. Embora x(#) contenha uma parte imaginaria, a soma de um numero

complexo com o seu conjugado ¢ real.
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Assim, o sinal
x(t)=Ae™ + Ae”™ =2A.cos wt

¢ real e pode representar um sinal num sistema fisico.

A principal razdo do wuso das formas exponenciais ¢é porque ¢
matematicamente mais facil de trabalhar do que as formas trigonométricas e

também resulta em expressdes mais compactas.

Genericamente, os sinais para representar uma sinusoide com fase arbitraria

podem ser descritos por:

x(t)= A" = 4™ el

x(n)= A" = 47"

Uma grande diferenga entre sinais continuos e discretos estd relacionada com
os harmonicos de um sinal. A definicdo de harmodnico para os sinais continuos
também se aplica aos sinais discretos.

Assim, se o sinal discreto for dado por x(n)= A.senn6 o seu harmonico
de ordem k sera dado por Xx,(n)= A.sen nk@ . No caso continuo o nimero de
harmonicos de um sinal sinusoidal sdo infinitos o que nao se verifica com os sinais
discretos.

Consideremos o seguinte exemplo em que o sinal x(n) ¢ dado por

2r 7
xX(t)=senl n—+—
() ( 6 18}
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Os harménicos do sinal serdo dados por

2r
x,(t)=sen| nk—+ —
(1) [ : 18)

Os harmonicos de ordem A=1- 6 sao mostrados na seguinte figura.

xidn) l k=1
: l \

) i l n

Xk{”:' 1 k=2
? l 1 1

l l n

xk(n] k=3
1 1 1 4

i i ! n

k=4

x(n} ] I

1 h § 1

l n

X,q-{nl P k=5
t ) {

l l i n
1 | 1 4 | h § 4

n

Podemos verificar que para k=1,2,3 a frequéncia dos harmonicos € crescente e

a partir de k=4 a frequéncia diminui até que para k=6 o harmodnico ¢ constante.
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Este fenomeno ¢ facil de demostrar através da forma exponencial de uma
sinusoide

x(t)= A.e"09)

~ 2z
usando a relagdo N = i podemos escrever

.27
2

x(n)= Ae Nel?

O harmonico de ordem k ¢ dado por

27

jn .
x,(n)=Ae "Ne'’

¢ 0 harmonico (N-k),

n(N-k)2%
Xy (n)=Ae Ne’?

—jn 27 . .
Xy (n)=Ae NeTel

jn2 A . ;. ;e qA e N N .
Como e’"*" =1 a frequéncia do harmonico (N-k) ¢ idéntica a frequéncia do

harmonico k. No entanto, devido ao sinal ‘-* da expoente, a fase ndo sera idéntica.

Se o k for aumentado para (N+k) entdo por analogia o harménico de ordem

(N+k) sera idéntico ao harmonico de ordem k. Para o caso especial de k=N, vem

xy(n)=Ae’”

32 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

Assim, estd demostrado que os sinais discretos ndo possuem um numero
infinito de harmonicos, ao contrario dos sinais continuos. Esta propriedade sera

mais importante no estudo da Séries de Fourier de sinais discretos.

A exponencial complexa geralmente tem um expoente que ¢ complexo. Isto

resulta nos sinais

x(1)= A"

x(n) — A.en(0'+ja))T
Consideremos o sinal continuo que pode ser traduzido por
x(t)=A.e”e’”

Os sinais €’” e e”ja sdo conhecidos e o sinal x(¢) que resulta pode ser

considerado como uma sinuséide cuja a amplitude varia exponencialmente.

Re[x(t)]

N /?/\
v Y. ’

Im [x(t)]

g>0
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Im[x(t)) Re [ x{t)]

N /\ A
\/

v

Exemplo

Duas sinuséides x(t) e y(t) sdo expressas da seguinte forma
x(t)=Ae”"" + A" e/
/4
y(t)=>5 cos(lOOt + Z)

onde A=2+j3.
Se o sinal z(t)=x(t)+ y(t) for representado por
2(t) = R sen(100t + )

determine o valor de R ¢ o.
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& O Degrau Unitario e o Impulso Unitario

Estes dois sinais sao diferentes dos anteriores. Para introduzir estes sinais

vamos considerar o circuito eléctrico da figura seguinte

S~ i

k 4

O condensador estd inicialmente descarregado e o problema coloca-se em
determinar um sinal que represente a tensao v aos terminais do condensador ¢ a

corrente  no circuito apos a fecho do switch em =0.

0 <0
v:
V t>0
v
9] t
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A corrente pode ser obtida através da carga ¢ no condensador usando a relacao

q=0Cv

”

0 <0

4= CV t>0

Para obter a corrente usa-se a expressao da variagdo de carga

;99 _ v

dt dt

A corrente ¢ proporcional a inclinagdo da curva tensdo/tempo, de onde se

conclui que

0 <0
I=<0 =0
0 >0

0 t

Os sinais da tensdo e da corrente sdo exemplos das fun¢des Degrau e

Impulso, respectivamente.
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No entanto, estes sinais servem para descrever estas fungdes de uma forma
pouco rigorosa. Estes sinais servem como uma aproximagdo e devem ser vistos

como uma situagao limite das respectivas fungdes.

Na pratica, o switch ndo ¢ ideal e as formas de onda da tensdo e corrente
apresentadas nao seriam as obtidas. Supondo que a resisténcia do switch varia num

tempo finito, ou seja,

o t<0

rswitch — O {>¢

Assim, os sinais obtidos da tensao e da corrente serao os seguintes:

(R S ——

Como nao ¢ especificado como varia a resisténcia do switch, as formas
detalhadas das curvas sdo desconhecidas. No entanto, se assumirmos que a tensao

V e o condensador C tem um valor unitario, as relagdes

- d o
1=d—: . [ idt=1
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Supondo agora que ¢ varia e € muito pequeno, os resultados obtidos serdo os

seguintes:

Ed ecreasing

Cdl:creasing

No limite, para &0, sdo obtidas as fungdes Degrau e Impulso; no entanto,
uma propriedade adicional da fun¢do Impulso € a de que a sua éarea ¢ igual a um. Se
usarmos uma fun¢do simples, um pulso rectangular, para descrever a variacao da

corrente provocada pela reducdo de & obtemos as seguintes situagoes:

Amplitude

1/e

Amplitude

1/e
Amplitude

1/e

Se a amplitude do pulso for multiplicada por uma constante k, vai resultar

num impulso de area k.
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Podemos usar as seguintes defini¢des para descrever as funcdes Degrau

Unitario ¢ Impulso Unitario:

Degrau unitario continuo

t<0
u(t)=
t>0
A funcao nao estd definida para r=0.
Impulso unitario continuo
5) %= 0
=0

A area limitada pela funcao € unitaria.

E de salientar que estas formas ndo sao rigorosas e servem como casos limite

de outras fun¢des convencionais.

Na pratica, a fungcdo Degrau pode ser obtida com bastante aproximagao. A

fungao Impulso ndo pode ser obtida porque teria que ter uma amplitude infinita.

Como veremos, esta funcdo sera util no caso de aplicarmos pulsos de curta
duragdo a um sistema e este responder invariavelmente com a largura do pulso;
entdo podemos aproximar a entrada a um Impulso ideal. Além disso, esta funcao ¢é

um valor teérico muito utilizado na defini¢cao das respostas de sistemas.
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O Impulso também pode ser também deslocado no tempo, tal como as outras

fungdes.

alt) t—T) 4

6] T t

Uma das caracteristicas mais importantes do Impulso ¢ o seu comportamento
quando combinado com outro sinal numa operacao de integracdo. Genericamente

pode-se €SCrever:

jj:x( 1).5(t—t, )dt

Consideremos as fungdes x(2) ¢ -ty representadas na figura

8t — o) 1

—

0 to t

_// x(t)

A multiplicagdo e integragdo destes sinais t€m pouco significado.
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Para percebermos o integral, o Impulso deve ser traduzido por uma fung¢ao
mais convencional, ou seja, o Impulso deve ser substituido por um pulso curto de

x(t)

&

duracdo igual a ¢ e amplitude varidvel . O integral d4 a area deste pulso.

_—~ o

/‘ ”E

o

x(t,)

&

Quando &0, o pulso tende para uma amplitude constante ¢ a area

desta aproximacgao ¢

f:x(t ).O(t—t, )dt = x(t,)

O integral toma o valor do sinal x(#) no instante ¢, quando o pulso ocorre.

Os sinais Degrau e Impulso continuos também tém a versao no tempo discreto

como Degrau unitario discreto ¢ Impulso unitario discreto.
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Degrau unitario discreto

{o n<0
u(n)=

1 n>0

uin)

14

Impulso unitario discreto

0 nz0
o(n)=
(n) {1 n=0
&(n)
1
. i . 2 O . 2 - -—n
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Estas fung¢des tém propriedades analogas as dos sinais continuos. Em

particular,

o(n)=u(n)—u(n-1)

u(n):zn:é'(k)

+Z.ox(n).é'(n—no):x(no)

n=—0a0
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Caracterizacao de Sistemas

Neste Capitulo iremos fazer uma descricdo matematica dos sistemas. A maior
parte das descri¢cdes de sistemas relaciona a entrada e a saida através de equagdes
diferenciais. Dependendo da escolha das componentes, uma equagdo pode
descrever muitos sistemas fisicos, tais como sistemas continuos eléctricos,

mecanicos, electromecanicos e electronicos.

Os sistemas discretos também podem ser descritos por equagdes diferenciais e

sdo facilmente resolvidas através de um computador.

Modelo de Sistemas

Normalmente, os sistemas podem ser traduzidos por subsistemas mais
simples. Os subsistemas sdo descritos de forma a que o sinal de saida seja

relacionado com o sinal de entrada.

Um exemplo simples ¢ aquele que relaciona o sinal de saida y(#) com o sinal

de entrada x(#) de acordo com a relacao:

y(t)=2.x(t)

Isto implica que o sistema amplifica o sinal de entrada e d4 uma saida que ¢ o

dobro do sinal de entrada em todos os instantes.
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As equagdes que descrevem um sistema sao idealizagoes, 1. €., sio modelos

matematicos que se aproximam ao processo verdadeiro.

Neste Capitulo vamos considerar o sistema como uma “caixa negra” em que
apenas sO esta disponivel o modelo matematico que relaciona a entrada com a

saida.

Um exemplo de um sistema discreto ¢ o de um filtro digital:

x(n)+x(n—-1)+x(n-2)+x(n-3)
4

y(n)=

Esta equagdo traduz que a saida do sistema, em cada instante discreto, ¢ igual

a média da entrada nesse instante € nos trés instantes anteriores.

A versao continua de um sistema deste tipO poderia Ser:
y = Ly xX(7)d
t ' j 1 :
( ) T o ( )

x{t)
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Classificacao dos Sistemas

A classificagdo dos sistemas ¢ util porque depois de feita a classificacdo de um

sistema podemos utilizar as suas propriedades sem termos que as demostrar.

& Sistemas Continuos/Discretos

Os conceitos de continuo/discreto usado na classificacao de sinais também se

estende aos sistemas.

Os sistemas que tém sinais de entrada e de saida continuos sdo Sistemas

Continuos.

Os sistemas que tém sinais de entrada e de saida discretos sdo Sistemas

Discretos.

Também existem sistemas que t€ém um sinal de entrada de um tipo e o sinal de
saida de outro, estes sistemas sao Sistemas Hibridos ¢ normalmente ¢ possivel
representar estes sistemas por combinagdes de subsistemas que sdo continuos ou

discretos.
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& Sistemas Lineares/Nao-lineares

Um Sistema é Linear

se um sinal de entrada x;(?) produz uma saida y;(?)
e se um sinal de entrada x,(#) produz uma saida y,(z)
entdo se o sistema ¢ linear
[x:(t)+ x,(1)] produzird uma saida [y;(®)+ y(1)]
Esta propriedade ¢ a da Sobreposicao.
A propriedade da Homogeneidade pode ser definida da seguinte forma:
um sinal de entrada a.x(?) produz uma saida a.y(z)

Estas duas propriedades podem ainda ser combinadas para melhor definir a

linearidade de sistemas, ou seja, para um sistema linear
[a.x;(1)+ b.x,(t)] produzird uma saida [a.y;(?)+b.y:(?)]
em que a € b s3o constantes.

Na pratica, em todos os sistemas a propriedade da linearidade s6 se aplica para
uma gama limitada de valores de entrada e os sistemas deixam de ser lineares para

valores fora dessa gama.

Um Sistema Nao-linear ¢ um sistema que nao ¢ linear.
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& Sistemas Invariantes/Variantes no tempo

Vamos supor que uma cassete ¢ tocada as 10h da manha. Se for novamente
tocada as 2h da tarde ndo ¢ de esperar alguma diferenca da tocada de manha. A
propriedade de invariancia no tempo verifica-se se um atraso no tempo do sinal de
entrada provoca apenas um atraso no tempo do sinal de saida. Matematicamente

um Sistema é Invariante no tempo:

se um sinal de entrada x(#) provoca uma saida no sistema y(z) entdo,
x(t-T) provoca uma saida no sistema y(z-T)
para todos os valores de 7 e qualquer valor arbitrario de 7.

Se um sistema ¢ invariante no tempo e linear ¢ designado por Sistema Linear
Invariante no Tempo (LIT). Isto € importante pois muitas vezes um sinal complexo

pode ser representado pela combinagao linear de varios sinais deslocados no tempo.

U Sistemas Instantineos/Nao-instantineos

Um Sistema é Instantineos se o sinal de saida em cada instante depende

apenas do sinal de entrada nesse mesmo instante.

Consideremos um sistema LIT que origina o sinal de saida mostrado na figura

seguinte quando ¢ aplicado um pulso na entrada:
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x4t
yq(t)

Vamos agora considerar que ¢ aplicado um segundo pulso, e devido a
propriedade do sistema ser invariante no tempo, a resposta do segundo pulso serd
igual a do primeiro mas com um deslocamento no tempo. No entanto a resposta do
primeiro pulso ainda esta a decrescer e devido a propriedade da linearidade, o
sistema soma e d4a uma resposta que ¢ a combinacao das respostas aos dois pulsos.

X5(t)
VZ(t)

Este sistema ¢ obviamente nao-instantaneo sendo a resposta ao segundo pulso

seria igual a do primeiro, trata-se de um Sistema Néo-instantineo.

Outra forma de verificar que o sistema ¢ nao-instantdneo ¢ que ele “lembra-
se” do efeito da entrada anterior. Assim, pode dizer-se que um sistema ndo-

instantaneo tem “memoria” e um sistema instantaneo ‘“ndao tem memoria”.
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Matematicamente, esta propriedade de “memoria” pode ser expressa da

seguinte forma:

uma saida y(#) depende de uma entrada x(#-7) para pelo menos um valor de T.

& Sistemas Causais/Nao-causais

Se um sistema ¢ ndo-instantaneo, podemos aplicar a definicdo anterior e dizer
que uma saida y(#) pode depender de uma entrada x(z+7), o que, fisicamente, nao
parece fazer muito sentido visto tornar-se necessario prever o futuro. Assim, os
sistemas cujas saidas ndo dependem de valores de entradas futuras sdo designados

de Sistemas Causais.

Um Sistema Nao-causal ¢ um sistema que nao ¢ causal.

Em algumas aplicacdes, onde a variavel independente ¢ o tempo, os dados sao
guardados para serem processados “off-line”, como por exemplo, em analises
econémicas e dados sismicos. Os “futuros” dados podem ser usados para

determinar a saida.

& Sistemas Estdveis/Nao-estdveis
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Este conceito ¢ ilustrado através dos seguintes exemplos de sistemas discretos.
Os sistemas discretos tém a vantagem de ser possivel obter numericamente o valor

do sinal de saida para uma determinada entrada.

Consideremos dois sistemas discretos descrito pelas seguintes equagdes:
Sistemal  y,(n)=x(n)+0,5y,(n—-1)
Sistema 2  y,(n)=x(n)+2,0y,(n-1)

Supondo que ¢ aplicado o sinal de entrada impulso unitario x(n)=dn) aos dois

sistemas obteriamos os seguintes resultados:

n x(n) yi(n-1) yi(n) Ya(n-1) ya(n)
0 1 0,0000 1,0000 0 1

1 0 1,0000 0,5000 1 2

2 0 0,5000 0,2500 2 4

3 0 0,2500 0,1250 4 8

4 0 0,1250 0,0625 8 16

Pelos resultados podemos ver que apos desaparecer o sinal de entrada, a saida
do Sistema 1 persiste (o sistema tem memoria), mas cada saida ¢ igual a metade da

sua anterior € quando n—, y;(n) —0.

No Sistema 2 a saida também persiste apds o desaparecimento do sinal de

entrada, mas cada saida ¢ igual ao dobro da sua anterior € quando n—»c0, y,(n) —>0.

O primeiro sistema ¢ estavel e o segundo ¢ instavel.
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Um Sistema é Estavel se uma entrada limitada produzir uma saida limitada.

Um Sistema é Instivel se uma entrada limitada produzir uma saida nao-

limitada.
Stable \ Bounds on
system output
Bounds
on input
Unstable No bounds on
system output possible

& Sistema de Multiplas Entradas — Multiplas Saidas

Um sistema ainda pode ter varias entradas e varias saida, trata-se de um

Sistema de multiplas entradas — multiplas saidas.

X] ——— — )1
x;, —1{ Sistema [
X3 —— — )3

Normalmente este tipo de sistema ¢ mais complexo do que aqueles que apenas

tém uma entrada e uma saida.
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As equagdes que servem para representar os modelos destes sistemas sao

geralmente apresentadas sob a forma matricial.

Exemplos

1. Considere os trés sistemas a seguir apresentados:

a) Um circuito rectificador de onda completa cuja saida ¢ o médulo do sinal

de entrada:
y(t)=|x(1)

b) Um circuito modulador cuja frequéncia da portadora € w,, da a seguinte

saida:
y(t)=x(t).cosw_t

¢) Um sistema cuja saida ¢ a média do sinal de entrada durante o periodo de

tempo anterior 77;:
1 p
y(t)= TIL—T] x(t).dt

Determine se cada um destes trés sistemas ¢ ou nio:
1. Linear
1. Invariante no tempo

1. Instantaneo
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2. Quando o seguinte sinal x;(2),

Xd”

¢ aplicado a um Sistema LTI, a resposta ¢ a seguinte y;(t)

y,(£)
2

Determine as saidas quando os sinal x(#) e x;3(t) sdo aplicados a0 mesmo

sistema.

X;}(t:'

Xg{f:'
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Sistemas Lineares e Invariantes no tempo

No capitulo anterior foram introduzidas e analisadas varias propriedades
basicas dos sistemas. Duas delas, Linearidade e Invaridncia no tempo, assumem um
papel importante na andlise de sinais e sistemas por duas razdes: a primeira ¢ o
facto de muitos processos fisicos possuirem estas duas propriedades e poderem ser
modelados por sistemas Lineares e Invariantes no tempo. Além disso, os sistemas
Lineares e Invariantes no tempo (LIT) podem ser analisados em grande pormenor

fornecendo um conjunto de ferramentas para analise de sinais e sistemas.

Uma das principais razdes da analise de sistemas LIT ¢ devido a propriedade
da sobreposi¢cdo que estes sistema possuem. Uma consequéncia disto ¢ o facto de
podermos representar a entrada de um sistema LIT em termos de uma combinagao
linear de varios sinais que sdo bdsicos. Assim, podemos usar a propriedade da
sobreposi¢do para determinar a saida do sistema em funcdo das suas respostas a

esses sinais basicos.

Como veremos a seguir, uma caracteristica importante do Impulso unitério,
quer no tempo discreto quer no tempo continuo, ¢ o facto de qualquer sinal poder
ser representado pela combinagdo linear de varios impulsos deslocados no tempo.
Este facto, juntamente com a propriedade da sobreposi¢ao e invariancia no tempo,
permitirdo desenvolver uma caracterizagao de qualquer sistema LIT em fung¢do da

sua resposta ao Impulso unitario.
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Esta representacdo, designada por Somatério de Convolucdo no caso do
tempo discreto e Integral de Convoluc¢io no caso do tempo continuo, proporciona

uma consideravel utilidade analitica no tratamento de sistema LIT.

Sistema LIT Discretos — O Somatorio de Convolucao

A 1ideia chave de que um Impulso unitario discreto pode ser usado para
construir qualquer sinal discreto ¢ pensar num sinal discreto qualquer como uma

sequéncia de impulsos individuais.

Para ver como esta ideia pode ser representada matematicamente vamos

considerar o sinal x(n) representado na figura seguinte:

| |1

x[n}

L ,__3_

As figuras seguintes representam cinco impulsos que sdo deslocados no tempo
e cuja amplitude ¢ escalonada de modo a que cada impulso tenha o valor de x(n)

para o instante particular em que o impulso ocorre.
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] x[—2] 3[n + 2]
2

x[—1]3[n + 1]

. see —4-3-2 0123 4 eee n

x[0] 3n]

-4-3-2-1 01 2 3 4 n

x[1] 8[n—1]

LN LI ]

-4-3-2-1 01 2 3 4 n

x[2] 8[n—2]

e
~4-3-2-1 0 1 3 4 n
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Ou seja, por exemplo,

x(-1).8(n+1)= {x(_“’ n=-l
0, n+-—1
_|x(0), n=0
x(O).é’(n)—{O’ 020

x(1), n=1
0, n+l

x(l).&(n—l):{

Assim, a soma das cinco sequéncias da figura ¢ igual ao sinal x(m) para
-2<n<2. Genericamente, adicionando outros impulsos deslocado no tempo e

escalonados em amplitude, podemos escrever:

x(n)=---+x(-3)0(n+3)+x(-2)0(n+2)+x(-1).0(n+1)+x(0).0(n)+
+x(1).0(n—-1)+x(2)0(n-2)+x(3).0(n—-3)+---

Escrevendo este somatdrio numa forma mais compacta, obtemos:
+00
x(n)= Y x(k).6(n—k) 1)
k=—x

Isto corresponde a representacdo de uma sequéncia arbitraria como uma
combinagdo linear de impulsos deslocados no tempo o&mn-k), cuja peso nesta

combinagao linear ¢ x(k).
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Consideremos a resposta de um sistema linear (que poderd ser variante no
tempo) a uma entrada x(#) em que podemos representar a entrada pela expressao
(1). Vamos representar por hy(n) a resposta do sistema linear a um impulso unitério
deslocado no tempo O(n-k). Assim, a partir da propriedade da sobreposi¢do para

sistemas lineares, isto €,
x(n)= Zakxk(n) =a,x,(n)+a,x,(n)+a,x,(n)+..
k

U
y(n):Zakyk(n):alyl(n)+a2y2(n)+a3y3(n)+...

a resposta y(n) do sistema linear a entrada x(n) da equacgao (1) ¢ simplesmente a
combinacdo linear pesada destas respostas basicas. Isto €, com a entrada x(n) num
sistema linear expresso pela expressdo (1), a saida y(n) pode ser expressa pela

expressao:
y(n)= Y x(k)h,(n) 2)
k=—0

De acordo com a expressao (2), se soubermos a resposta de um sistema linear
a uma conjunto de impulsos unitarios deslocados no tempo, podemos construir a
resposta a uma entrada arbitraria. Uma interpretacao da expressao (2) € apresentada

a seguir.
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Consideremos o sinal x(n) que ¢ aplicado a um sistema linear

x[n]

cujas respostas aos sinais &n+l), on) e An-1) sio h_y(n), hy(n) ¢ hi(n),

respectivamente,

h_y [n} hg [n] hy [n]

Como o sinal x(n) pode ser representado como uma combinagao linear dos
sinais o(n+1), &(n) ¢ &n-1), a propriedade da sobreposicao permite-nos escrever a
resposta de x(n) como uma combinagdo linear das respostas individuais a cada
impulso deslocado no tempo. As respostas individuais as estes impulsos com a

amplitude escalonada sao
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x[0] 3[n]

x[1] 3[n—1]
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X[=1 h_4[n]

x[0] holn]

x[1] hy[n]
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O sinal x(n) ¢ a soma das componentes do lado esquerdo das figuras e a saida
y(n), pelo propriedade da sobreposi¢ao, ¢ a soma das componentes do lado direito

da figura, ou seja:

x[n]

Geralmente, as respostas hy(n) necessitam ser relacionadas umas com as
outras para diferentes valores de k. No entanto, se o sistema linear ¢ também
Invariante no tempo, entdo estas respostas podem ser obtidas umas das outras
através do deslocamento no tempo. Especificamente, como &n-k) ¢ uma versao

deslocada de &(n), a resposta hy(n) ¢ uma versao deslocada de hy(n); i.¢.,
h (n)=hy(n-k)

Uma notagdo mais conveniente ¢ representar hy(n) por h(n) a que designamos

por Resposta Impulsional Unitaria:

h(n)=hy(n)

Isto €, h(n) € a resposta de um sistema LIT quando o(n) ¢ a entrada. Assim,

para um sistema LIT, a equagao (2) torna-se
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y(n)=S x(k)h(n—k)

k=—c0

Somatorio de Convoluc¢ao

Esta expressdao ¢ conhecida como a Convolugdo da sequéncia x(n) ¢ h(n).

Simbolicamente, a operagdo de convolucao ¢ representada por:

y(n)=x(n)*h(n)

Sistema LIT Continuos — O Integral de Convoluc¢ao

Em analogia com o resultado obtido na seccdo anterior, o objectivo desta
sec¢ao ¢ obter uma caracterizacdo completa de um sistema continuo LIT em fung¢ao

da resposta impulsional unitaria.

No caso continuo ndo podemos exprimir um sinal em fun¢do de uma
sequéncias de impulsos pois ndo existem tempos discretos. No entanto podemos
pensar num impulso unitario como a idealizacdo de um pulso curto de modo que a

sua duracdo seja inconsequente para qualquer sistema real.

Para desenvolver a versao continua da propriedade de deslocamento expressa
na expressao (1), vamos considerar um pulso ou uma aproximacgao “escada”, x(t),

ao sinal continuo x(¢), como ¢ ilustrado na seguinte figura:
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De uma forma anéloga a utilizada no caso discreto, esta aproximagao pode ser

expressa como uma combinagdo linear de pulsos deslocados no tempo.

X(—24A)3,(t + 24)A

il

~2A -A t

x(—24)

X(—A)3,(t + A)A

x(~A4)

-AO t
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x(0)3,(HA

x(0)

X(A)8,(t—A)A

I X(A)

A2A , t

Se definirmos

1
—, 0<t<A
5A(t): A

0, outro valorde ¢

entdo, desde que AS, (¢) tenha uma amplitude unitaria, tiramos a expressao:

R(t)= 3 (kA ).S, (t—kA)A )

k=-x

A partir das figuras anteriores, tal como no caso discreto, para cada valor de ¢,

sO existe um termo no somatoério da expressao (3) que ¢ diferente de zero.
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Quando A — 0, a aproximacado de x(tz) torna-se cada vez melhor, e no limite

torna-se igual a x(z). Por isso,
x(t)=lim k;ox(kA )8, (t—kA)A (4

Também, quando A — 0, o somatério na expressao (4) aproxima-se de um

integral. Podemos verificar isto pela interpretagdo dos seguintes graficos:

X(7)

—

dalt— 1)

B
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X(1)8,(t— 1)

_T_—

x(mA) ¢ ]

A

mA l
XA
t-A t
=
Podemos observar os sinais x(z), §,(t—7) € o seu produto. Também ¢
ilustrada uma regido sombreada cuja area aproxima-se a areas de x(7).5,(t—17)
quando A — 0. E de notar que a zona sombreada tem uma 4rea igual a x(mA) onde
t-A<mA<t. Além disso, para este valor de ¢, s6 o termo com k=m toma valor

diferente de zero na expressdo (4) e a expressio toma o valor x(mA).

Consequentemente e a partir da definicao

o(t)=Ilimo, (1)
A—>0
tiramos a seguinte expressao

x(t)=[ x(z)8(t-)dr (5

Mais uma vez, devemos olhar para a expressao (5) como uma idealizacao no
sentido de, para valores “suficientemente pequenos” de A, a aproximacao de x(z)
na expressao (3) ¢ essencialmente exacta para qualquer aplicacao pratica. Assim, a
expressao (5) representa uma idealizagdo da expressdo (3) considerando A

infinitamente pequeno.
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Como no caso discreto, vamos verificar a seguir que qualquer sinal arbitrario
continuo pode ser visto como a sobreposicdo de pulsos deslocados no tempo e
escalonados em amplitude. Em particular, a aproximacao representada na expressao

(3) representa o sinal x(z) como a soma de varios versoes correspondentes ao
deslocamento no tempo e escalonamento de amplitude do pulso basico &,(¢).
Consequentemente, a resposta p(z)de um sistema linear a este sinal serd a
sobreposicao das respostas as versdes deslocadas e escalonadas de &,(¢).
Especificamente vamos definir 4,,(¢) como a resposta de um sistema LIT a
entrada &,(t—kA). Assim, a partir da expressio (3) e da propriedade da

sobreposicado, para sistemas lineares, temos
~+00 "
P(t)= Y x(kA )y, (1)A
k=—o0

A interpretagdo desta expressdao ¢ semelhante a da expressdo (2) do caso

discreto.

Em particular, vamos considerar o seguinte caso continuo. Consideremos o

sinal x(¢) e a sua aproximacao x(¢).
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A seguir sdo apresentadas as respostas do sistema a trés dos pulsos pesados na

expressao de x(z).

x(O)hg()A
—Ix(O) m—
04 t t
x(&)h, A
I_I " [::> [\

>
—*
-

A
x(kA)ha(t)A

x(kA) l:>

S

Assim, a saida y(z) correspondente a x(¢) € a sobreposicao de todas estas

respostas, como ¢ indicado a seguir
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X 9t

Resta agora considerar o que acontece se o valor de A se tornar infinitamente

pequeno, i. é., A — 0. Em particular x(¢) torna-se uma boa aproximacao de x(2).

Consequentemente, a resposta a x(¢), nomeadamente y(¢), torna-se uma boa

aproximacao de y(?), a resposta ao sinal de entrada x(z).

X(t) y(t)

D N

0 t 0 t

Quando A — 0, a duragdo do pulso §,(7—-kA) torna-se insignificante, logo
pode-se aproximar a um impulso unitario e a resposta a este pulso #,, (¢) torna-se a
resposta a um impulso no caso limite. Assim, se designarmos h_(t) pela resposta

no instante # a um impulso unitario §(¢z—r) localizada no instante z, temos

y(t)= lAli’g kZ;OX(kA).hkA (t)A
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Quando A — 0 o somatdrio torna-se integral como pode ser visto na figura,

x(m)h(t)

area = x(kA)h,,(HA

7
é
-~
%
\
kA (k+1)A
ou seja
y(t)=| x(z)h(t)dz (©)

Esta expressao representa a forma geral da resposta de um sistema linear no
tempo continuo. Se, além de ser linear, for um sistema invariante no tempo, entao

podemos considerar
h.(t)=h,(t—71)

1. é., a resposta de um sistema LIT a um impulso unitario §(¢-7), que ¢ deslocado

de 7 segundos da origem, ¢ uma versao deslocada da resposta ao impulso unitério

o(t).
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Novamente, para uma notagcdo conveniente, vamos definir como Resposta

Impulsional Unitaria Ai(1)

h(t)=hy(t)

Isto é, h(t) ¢ a resposta de um sistema LIT quando &%) ¢ a entrada. Assim,

para um sistema LIT, a equagao (6) torna-se

y(t)=[x(z)h(n-r7 Mz

Integral de Convolucao

Esta expressao ¢ conhecida como o Integral de Convolucdo do sinal x(z) e

h(1). Simbolicamente, a operacdo de convolucao ¢ representada por:

y(t)=x(t)*h(t)
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Propriedades de Sistemas LIT

Y Propriedade Comutativa

Uma propriedade basica da convolu¢ao em ambos os casos continuo e discreto

¢ o facto de tratar-se de uma operacdo comutativa.

Isto €, no caso discreto
x(n)*h(n)=h(n)*x(n)= > h(k).x(n-k)
k=—0
€ No caso continuo

x(t)*h(t)=h(t)*x(t)= f:h(r )x(t—1).dr

Esta propriedade ¢ facilmente demonstrada através de uma substituicao de

variavel r=n—-k=>k=n-r
x(n)*h(n)= ih(k).x(n—k): ix(n—r).h(r):h(n)*x(n)

A interpretacdo do caso continuo ¢ idéntica.
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& Propriedade Distributiva

Outra propriedade basica da convolucdo ¢ a propriedade distributiva.

Especificamente, a convolugao ¢ distributiva em relacao a adicao.

Assim, no caso discreto

x(n)x[h(n)+h(n)|=x(n)*h(n)+x(n)=h(n)

€ No caso continuo

x(t)x[h(t)+h(t)]=x(t)=h(t)+x(t)*h(t)

Consideremos o seguinte sistema constituido por dois sistemas LIT em

paralelo.
he(t) y1(t)
x(t) y(t)
-1 hy(1)
yat)
yi(t)=x(t)*h(t)
e

Y,(t)=x(t)*h,(t)

76 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

a saida do sistema vem
y(t)=x(t)*h(t)+x(t)*h,(t)
y(t)=x(t)*[h(t)+hy(1)]

X(1) ==————=] hy(t) + hy(t) [mew———= y(t)

& Propriedade Associativa

Outra propriedade muito importante e Util da convolugdo ¢ a propriedade

associativa.

Isto €, no caso discreto
x(n)x[h(n)*hy(n)|=|x(n)*h(n)|*n(n)
€ No caso continuo
x(t)*[h (1) hy(t))=|x(t)* h(t)]|* h(t)

A interpretagdo desta propriedade ¢ facil de perceber se recorrermos as

seguintes figuras

w(n]
X[n] ==——=p{ hy[n] = hy[n] [=—> yIn]

Orlando Ferreira Soares 77



Teoria do Sinal

Neste sistema temos

y(n)=w(n)*hy(n)
y(n)=[x(n)*h(n)|*h,(n)

Este sistema ¢ equivalente ao seguinte

X[N] e—e-

hin] = hy[ri] ~ hy[n]

—> y[n|

Neste caso temos

y(n)=x(n)*h(n)
y(n)=x(n)x[h(n)*h(n)|

78
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Série de Fourier em Tempo Continuo

Uma técnica de andlise comum em engenharia ¢ a particdo de um problema

complexo noutros mais simples. Estes sdo depois resolvidos e a solugdo final ¢ a

soma das solucdes simples encontradas. Um exemplo € o uso da expansao em Série

de Taylor de uma fungdo, onde a fungdo ¢ expressa por uma constante, mais uma

funcao rampa, mais uma fung¢do parabolica, etc.

f(t)= f(0)+f’(0).t+f”(0)%+...
onde

df (1)
dt

2
ooy 100

! 0 —
f(0) » 0

t=0

; etc.

O problema que envolve f{z) ¢ resolvido considerando apenas a constante,

depois considerando sé a fung¢do rampa, etc. A solucdo final

solugdes.

¢ a soma destas

E necessario satisfazer trés requisitos para que a solugcdo acima descrita seja

valida e util. Primeiro, deve ser possivel expressar o problema como um nimero de

problemas mais simples. Depois, o problema deve ser linear,

de modo que a

solucdo da soma das fungdes seja igual a soma das solu¢des considerando uma

funcao de cada vez.

Orlando Ferreira Soares
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O terceiro requisito ¢ o de a contribuicdo das solugdao simples para a solugao
final serem desprezaveis apoOs considerar alguns termos; de outro modo, a
vantagem desta técnica pode ser perdida se for necessario considerar uma grande

quantidade de solugdes.

Neste capitulo vamos considerar uma da mais importantes ferramentas de
analise de sinais e sistemas Lineares e Invariantes no tempo (LIT); esta ferramenta
¢ usada para expressar sinais periddicos complexos como a soma de sinais mais
simples. Os sinais mais simples sdo sinusoides, € a soma resultante ¢ designada de

Série de Fourier, ou Expansdo de Fourier.

Aproximacao de Funcoes Periodicas

No estudo da Série de Fourier consideramos a variavel independente das
fungdes envolvidas o tempo. No entanto, todas as ferramentas desenvolvidas neste

capitulo podem ser aplicadas a outras variaveis que nao sejam o tempo.
Uma funcao x(#) ¢ dita periddica, com periodo T, se a relacao
x(t)=x(t+T)
for satisfeita para todos os valores de .

Por exemplo, a funcao cos wt ¢ uma funcao periddica visto que

2
cosw(t+T):cos(wt+wT):cos(wt+w—n):cos(wt+27t):coswt
w
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Além disso, as funcdes periddicas tém as seguintes propriedades:

1. As fungdes periddicas existem indefinidamente no tempo; na equagdo

x(t)=x(t+T),ndo ¢ estabelecido um limite para o valor de ¢

2. Uma funcao periddica com periodo T também ¢ periddica com periodo nT,

onde n ¢ um niimero inteiro. Assim, para uma funcao periddica,

x(t)=x(t+T)=x(t+nT)

3. E definido como Periodo fundamental Ty como o minimo valor do periodo
T > 0 que satisfaca x(t)=x(t+T). A Frequéncia fundamental ¢ definida

por w, =2xnf, =2—n.
T,

Formas da Série de Fourier

Para introduzir a Série de Fourier, vamos considerar a seguinte fungdo como

exemplo
x(t)=10+3coswyt+5 cos(2w0t +30° )+ 4sen3wt

Loy - . . , cy q- , 27
E fécil verificar que este sinal ¢ periddico com periodo 7, =—.

Wo

Vamos agora traduzir esta equagdo noutra forma matemadtica aplicando as

relagdes de Euler:
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jo | —jo
cos 0 = e te
2
je _ ,-jo
senf = ¢ fz
2j
vem
x(t)=10 +%[ejwot i e—jwot]+%|:ej(2wot+30”) n e—j(2w0t+30"):|
+i[ej3wot _e—j3w0t]
2j
ou

T .
= . -J= | _n .
x(t)=|2e 2 |e " 1| 250 "6 |gT ISPl 1] 500

T

75 — 3wt
2eJW0

T
, = . -~
+10+1,5¢0 1| 2,5¢ 6 |e /2" | 2¢

Esta equacgdo ainda pode ser expressa na forma compacta
x(t)=C 3¢ "' 4 C e/ 4 C o™

. _i .
+ CO + Clejwot + Cze Jewol + C3e J3wot

3 .
x(t)= chelkwot
k=-3

82 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

Os coeficientes Cj, para esta série de fungdes exponenciais complexas sao:

k Ci Cax

0 10 -

1 1,5 1,5

2 2,5/30° 2,5£-30°
3 2/-90° 2./90°

E de notar que C,= C..*, onde * representa o complexo conjugado.

Podemos também verificar que a soma de fungdes sinusoidais pode ser

convertida para a soma de fungdes exponenciais complexas.

Para um sinal periodico x(z), a Forma Exponencial da Série de Fourier ¢

dada pela equagao:

X(t) — chejkWOt Ck = Cjk

k=—0

A frequéncia wy ¢ designada de Frequéncia fundamental ou do Primeiro
harmonico, e a frequéncia kwy ¢ designada como a frequéncia do harmonico de

ordem k. Os coeficientes Cy sdo designados por Coeficientes de Fourier.

Na generalidade o coeficiente C; € complexo, com C, igual ao conjugado de

C. O coeficiente C; pode ser expresso como, com — o < k <o,

Ck = ‘Ck ‘ejek
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Como C, =C7;, entdo 0_, =-0,. Para um determinado valor de k, a soma dos

dois termos com a mesma frequéncia kw, na forma exponencial da série de Fourier

veém:

C_ke—jkwot +Ckejkw0t _ ‘Ck ‘e—jeke—jkwot +‘Ck ‘ejekejkwot
:‘Ck‘[e—j(konek)+ej(kw0t+6k)]
= 2‘Ck‘c0s(kw0t +0,)

Assim, para uns determinados coeficientes de Fourier C;, podemos determinar

facilmente a Forma Trigonométrica Combinada da Série de Fourier:

x(t)=Cy+ iz\ck\cos(kwot +6,)
k=1

Uma terceira forma da Série de Fourier pode ser obtida aplicando a

identidade trigonométrica

cos(a+b)=cosa.cosb—sena.senb

O uso desta identidade leva-nos a

x(t)=Cy+ i[2‘Ck‘cos 0, .cos kwt —2‘Ck‘sen 0, .sen kwot]
k=1

A partir das relagdes de Euler, podemos definir os coeficientes 4, e B, como

2C, =2|C; e
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2C, :2‘Ck‘cos9k +2j‘Ck‘sen9k
2C; = Ay — By

onde A, e B, sdo reais. Substituido na formula anterior, obtemos a Forma

Trigonométrica da Série de Fourier.

x(t)=Ay+ ZAk.coskwot + ZBk.sen kwt
k=1 k=1

com Ay= C,.

Coeficientes de Fourier

A seguir vamos calcular os coeficientes de Fourier. Muitas aproximagdes
podem ser consideradas para determinar a equacao de C;. Vamos considerar uma
aproximagao que ¢ a de assumir que a forma exponencial da série de Fourier ¢

valida, isto €, que os coeficientes C; podem ser obtidos para satisfazer a equagdo
o8] ‘k
x(t)= chej Wt
k=—w0

onde x(#) ¢ uma funcgdo periddica com frequéncia fundamental igual a wy,. Em

—j}’lWOt

primeiro vamos multiplicar cada membro por e , COM n um numero inteiro, €

depois integrar de =0 a T=T,.
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TO —jnth _ TO - jkWOt —jnWOt
Io x(t)e dt—JO {ZC,‘e e dt
k=—OO
Alterando a ordem do somatorio e do integral
T, . - Ty  j(k—n)wyt
—jnwot 4. _ J(k=n)wq
jo x(t)e dt=3 C, [ jo e dt}

k=—x

Usando as relagdes de Euler, o termo geral do somatorio pode ser expresso

como,
Ty j(k—n)wot Ty .~ (To
C, Jo e dt =C, J;) cos(k —n)wytdt + jC, Io sen(k —n)wqyt.dt

O segundo termo ¢ nulo porque ¢ a integragdo da fun¢do seno num numero
inteiro de periodos. Isto também se verifica para o primeiro termo excepto para

k=n. Para este caso,

T T
C, jOO cos(k —n)wotdt], =C, jOOdt =C,T,

k=n

de onde concluimos que
T .
jOOx(t Je ™tar = C, T,
Resolvendo em ordem a C,

. 1 (T —jnwt
C, = T jo x(t)e dt
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obtemos a expressdo que relaciona o sinal periddico x(?) e o coeficiente de Fourier
C,. Como a fun¢do integrada ¢ periddica com periodo Ty, os limites do integral
podem ser generalizados para t, € t;+7,, onde #; ¢ um instante arbitrario. Podemos

expressar isto como a integra¢cdo num periodo, ou seja,
1 i
C, =— j x(t)e ol gy
TO TO

Podemos agora considerar o coeficiente Cy como
C : (t)dt

0= Jr X

T, °To

0

Assim, Cy € o valor médio do sinal x(z). Este valor médio também ¢ designado
por nivel ou valor dc (continuo) na andlise de circuitos. Para algumas formas de

onda ¢ facil determinar o valor médio apenas por inspecgao.

Para determinar os coeficientes da forma trigonométrica da série de Fourier

vamos aplicar novamente as relagdes de Euler a expressao de C;, ou seja,

1
Ci =—I x(t)(coskwot—jsen kwot)dt
TO TO

1 1
=—1| x(t)coskwntdt—j—| x(t)senkwt.dt
T, ITO (1) 0 J T, JTO (t) 0

Como
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entao
A, =2Re[C, ]
B, =-21Im|C} ]
ou seja
2
Ay, = —I x(t)cos kwt.dt
TO TO
2
B, = —I x(t)sen kwyt.dt
TO TO
Visto que
Ay =Cy
tiramos

1
Ay =—_ x(t)dt
0 TOJTO()

A forma exponencial e a forma combinada da série de Fourier sao
provavelmente as mais tuteis. Os coeficientes da forma exponencial sdo os mais
faceis de determinar, enquanto que as amplitudes dos varios harmoénicos sdo

directamente determinados na forma combinada trigonométrica.
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Normalmente determina-se o valor de Cj; se for necessario determinar as

amplitudes dos harmonicos, estas sdo iguais a 2|Ck|; no entanto, a amplitude dc ¢
igual a C.

Para representar graficamente os harmonicos de um sinal usa-se o Espectro de
frequéncias do sinal. Um espectro de frequéncias ¢ geralmente um grafico que

mostra, de alguma forma, as amplitudes (2|C,|) — espectro de amplitudes — e as

fases (arg Cy) — espectro de fases — dos harmonicos do sinal, em funcdo da

frequéncia.

Exemplo

Considere onda quadrada mostrada a seguir:

x() |

—i Vv

~Tol2 0 To/2 T, 3To/2 t

-V T

a) Escreva a forma exponencial da série de Fourier do sinal;
b) Escreva a forma combinada trigonométrica da série de Fourier do sinal;
c) Escreva a forma trigonométrica da série de Fourier do sinal;

d) Faca um esboco do espectro de amplitude e o espectro de fases do sinal.
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Efeitos de Simetria

O célculo da série de Fourier de um sinal x(#) pode tornar-se mais simples se

detectarmos a partida que o sinal possui uma determinada simetria.
Um sinal tem simetria par se x(t)=x(-t), simetria impar se x(t)=-x(-t), €

ainda pode ter simetria de meia onda se x(z)= x(t+ % ).

Vamos verificar as simplificagdes nos céalculos dos coeficientes de Fourier

para sinais com simetria par e impar.
& Simetria Par

Consideremos o sinal a seguir apresentado para o qual vamos determinar os

coeficientes da forma trigonométrica da série de Fourier.

A X(t)

v
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A fungao esta definida num periodo da seguinte forma:

2 T
T,
x(t)= 0
24, o<i<h
T, 2
O valor médio 4, do sinal é:
0 Ty
1 2A 1 (H(24
Ay =— T _ET it ldt+— | 2| e
TO -0 TO TO 0 TO
Ty
AO:Z.L z[ﬁd‘jdt:ﬁ
TO 0 TO

O coeficiente A4y,

T
0 fo
Ay 2 —%-t .coskwot.dt+lj2 %-t .cos kwt.dt
TO 0 TO

“1,)nl T
09 0
Ty 4A4
2 2A - I
Ay =2.— 2 (—-t}.cos kwotdt =< 2.2 k- impar
Todo (o 0 k par
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O coeficiente By,

T,
0 20
B, :i - (_%-tj.senkwot.dt+ij‘ 2 (2—A't).sen kwt.dt

Bk:O

Genericamente, para um sinal x(#) qualquer com simetria par:

AO = TiIT() X(t)dt
0%

A = Ti T, x(t)cos kwt.dt
O —

2
Bk:O
C():AO
A
=7
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& Simetria Impar

Consideremos o sinal a seguir apresentado para o qual vamos determinar os

coeficientes da forma trigonométrica da série de Fourier.

A x(t)
—+-A
_ I Ty t
2 2
-4

Vamos definir a fun¢ao num periodo.

T, T
x(t)=%-t, e
T, 2 2
O valor médio A4, do sinal é:
T,
1
Ay=—/| 2 24 |t
T,J-Do{ T,
2
Ay =0
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O coeficiente A4y,

Ty
2 L (24
Ay =— 2T —-t |.cos kwt.dt
T,J) ol T,
2
Ak = O
O coeficiente By,
2 - 24
B, =— 2 (—'t].senkwot.dt
T, T\ T,
2
7 Ty 24 24 k impar
B, =2.— ZT[—-tj.senkwot.dt: k2nA
To o2\ Ty —— k par
2
km

Genericamente, para um sinal x(z) qualquer com simetria impar:
AO = O

Ak:O

B, = TijTo x(t)sen kwt.dt
"2
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Propriedades da Série de Fourier

Iremos ver algumas propriedades da Série de Fourier. Qualquer fungdo
periddica x(#) que satisfaca as condicdes de Dirichet pode ser expandida em série

de Fourier. As condig¢des de Dirichlet sao:
1. x(?) tem um numero finito de descontinuidades num periodo;
2. x(t) tem um numero finito de maximos e minimos num periodo;
3. x(?) ¢ limitada.
A terceira condi¢do tem sido expandida para incluir fungdes singulares, e
pode ser descrita por

3a. [|x(t)]dt <o
Ty

Qualquer fun¢do do tempo que se pode encontrar em sistemas fisicos

satisfazem estas condicoes.
Uma fungdo x(?) que satisfaz as condi¢des de Dirichlet:

1. A série de Fourier converge para o valor de x(2) em todos os pontos de
continuidade onde x(?) tem derivada a direita e a esquerda, sendo essas
derivadas iguais ou ndo. A derivada a direita de x(z) em t=t, ¢ definida
como a derivada quando ¢ tende para ¢, pelo lado direito. A derivada a

esquerda ¢ a derivada quando ¢ tende para ¢, pelo lado esquerdo.
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2. Se x(t) tem uma descontinuidade num ponto, a série de Fourier converge
para a média dos limites de aproximacdo de x(¢) pelo lado direito e pelo

lado esquerdo; isto €, em qualquer ponto £,,

ic ejkWOta _ x(tt;)+x(t;)
k =

k=—0 2

onde x(z, ) ¢ o limite de x(#) quando ¢ tende para ¢, a partir da esquerda, e

x(t;) é o limite de x(#) quando ¢ tende para ¢, a partir da direita. E de

notar que esta expressdao também ¢ valida para um ponto de continuidade.

3. Quase nenhuma fung¢do continua x(z) com periodo Ty pode ser aproximada
uniformemente por uma série de Fourier truncada com algum grau de

exactidao, em que a série ¢ dada por

N _ N
Xy(t)= Y Cre?™" =Cy+ Y 2|C|cos(kwyt +0,)
k=—N k=1
Esta propriedade aplica-se a qualquer fun¢do continua periddica que possa
ser encontrada na pratica de engenharia. Pode-se definir o erro da

aproximacao da série truncada como
e(t)=x(t)-xy(1)

Esta propriedade determina que este erro pode ser limitado por um nimero
diferente de zero através da escolha de um valor de N suficientemente

elevado.
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4. Consideremos o erro de aproximacao com o coeficiente Cj atras definido.

Podemos minimizar o erro quadratico médio, definido por

) i 1 2
erro quadratico médio =— | e“ (t)dt
q T e’

Isto é, nenhuma outra escolha do coeficientes na série harmonica

produzira um erro quadratico médio menor.

5. O somatédrio de fungdes trigonométricas de wyf que € periddica € a sua

propria série de Fourier.

6. O coeficiente de Fourier do harménico de ordem k para x(z) decresce

sempre pelo menos como y , para um valor suficientemente elevado de k.

Se x(#) tem uma ou mais descontinuidades num periodo, o coeficiente nao
pode diminuir mais do que isto. Se a derivada de ordem n de x(?) ¢ a
primeira derivada que contém uma descontinuidade e se todas as derivadas

a partir da de ordem n satisfazem as condi¢des de Dirichlet, os coeficientes

de Fourier tendem para zero como %n 1> para um valor de k

suficientemente elevado.

7. A série de Fourier da soma de varias funcgdes periddicas ¢ igual a soma das
séries de Fourier de cada funcdo. E necessario que a soma das fungdes seja

uma funcao periddica; caso contrario a soma nao tem série de Fourier.
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Determinacao da Forma Exponencial por derivacao

Consideremos o desenvolvimento de um sinal na Forma Exponencial da Série

de Fourier

x(t)= Z Ckejkwot

k=—x

Vamos agora determinar as sucessivas derivadas de x(7):

x'(t) _dx _ ijkwoCkejkWOt = Z.O:C,'(ejkw(”
d k=—x k=—x
xn(t) _ i (_]kwo) jkWOt _ i C;(’ejkwot
k=—0 k=—0
xm(t) — i kao ]lnvot — i C;{'éﬂmot
k=—x k=—o0
e o o
(p) d(p) [ P Jhwt C (p) , jlkwgt
(t)= T :k;w(]kWO) Cie™ :kz,ck e
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Por comparacdo dos coeficientes Cy, Cj, C} ...e C ,ip ‘ podemos concluir

que
Clip) = (jkwo )p C,
ou ainda
C(P)
C — k
‘ (jkwo )p

Visto que a derivada da fungdo Degrau Unitério € o Impulso Unitério, isto €:

du
—=9(t
& (t)
u(t) , o(t)
>
1 1

4
v

Vamos agora desenvolver em Série de Fourier a func¢do trem-de-impulsos:
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o(t)

N I

-2T() -T() 0 TO 2T0

Para determinar a Série de Fourier vamos proceder ao calculo de C;. Pela

definicao

) . 1 )
Cr =~ | x(t)e ™ ar = 1 [ 5¢1)e f"’”O’dtz—[e f"‘”O’LO =—
0 JTo T, Jr, T, T

Logo a Série de Fourier pode ser escrita:

0

_L Jhwt
5(t)=— Ze

(U ——

A aplicag¢do deste método consiste em derivar consecutivamente os sinais até

obter Impulsos Unitarios. Depois e conhecida a expansdo em série do Impulso

Unitario é possivel determinar pela expressio de C; a partir de C ,ip / pela

equacao dada anteriormente.
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Exemplo

Determine, por derivagdo a Forma Exponencial da Série de Fourier do

seguinte sinal:

X(1)
A
A
| | =
L, Iy I, T, t
2 4 4 2
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Transformada de Fourier em Tempo Continuo

A transformada de Fourier ¢ um método de representar matematicamente

modelos de sinais e sistemas no dominio das frequéncias.

Os engenheiros usam a transformada de Fourier para simplificar a andlise
matematica de sinais e sistemas e para explicar fendmenos fisicos
matematicamente. E muito usada no campo da engenharia -electrotécnica,

especialmente no estudo de sinais e sistemas electronicos de comunicagoes.

Neste capitulo vamos introduzir a transformada de Fourier de forma a
perceber os conceitos matematicos basicos associados e as possiveis aplicagdes na

analise e projec¢do de sinais e sistemas lineares.

Definicao de Transformada de Fourier

Para explicar a definicdo da transformada de Fourier vamos comecar por
considerar, em primeiro lugar, a série de Fourier definida no capitulo anterior, sob a

forma exponencial:

f(t)= chejkwot

k=—0
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onde

C, _ L F(t)e ! gy
TO TO

No capitulo anterior vimos como um sinal pode ser representado pela série de
Fourier. Agora vamos considerar as consequéncias da expansao do periodo de um
sinal periddico. Para isso, vamos aumentar indefinidamente o periodo até este se

tornar infinito; assim, a onda nao volta a ser repetida, ou seja,

f@

@

T3 = 41—

Y
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Vamos considerar agora o expoente da fun¢do exponencial contida no integral
de C;. A quantidade kw, varia em quantidades de wy quando k aumenta. Por outras

palavras

AW:(k+1)WO —kWO :WO
271 . o . ., ,
Como w, =70 incremento da frequéncia diminui quando 7, o periodo da
0
onda, aumenta. Se o limite de 7, se aproxima de infinito, a variagdo da frequéncia

Aw torna-se a frequéncia infinitesimal dw:

Também a quantidade iw, =2Tik se aproxima de kdw quando T, tende para
0

infinito. Como k& ¢ um nimero inteiro infinitamente variavel, o produto kdw torna-

se a frequéncia continua variavel w. Agora podemos escrever

27
—Jk—t
C,, = lim L2_’TJ' f(t)e T at

TO—>OO TC 0

Cp, = i{ [}(t )ethdt}dw
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A fungdo entre paréntesis na equagao anterior ¢ definida como Transformada

de Fourier ¢ é escrita como

Flfol=Fw)=[" f(t)eat

Podemos escrever

C..=—F(w)dw
21

¢ assim,

f(t)= ZLF(W).dw.ejkw‘)’ 1 ZF(w)ejW’dw
2T 21

k=—x k=—o0

Nestas condigdes o somatério torna-se integral e a equacao de f{#) pode ser

rescrita como

1 (o ; |
f(t)= z—j_ F(w)e™dw=F"'{F(w))
Tc [0.0]

Esta equacao define a Transformada Inversa de Fourier.

Estas duas relagdes sdo designadas por par de transformadas e a sua relagdo ¢

normalmente representada em notacdo matematica como

f(t)<L>F(w)
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As condicdes suficientes para que exista transformada de Fourier sdo similares
as verificadas para a série de Fourier. Essas condi¢des sdo as condigdes de

Dirichlet:
1. Num intervalo finito:
a. f(1) ¢ limitada.
b. f(¥) tem um numero finito de maximos € minimos.
c. f(®) tem um nuimero finito de descontinuidades.

2. f(v) ¢ absolutamente integravel, isto &,

I |f(t))dt <o

E de notar que estas condi¢des sdo suficientes mas nao necessarias. O uso da
transformada de Fourier para andlise de muitos sinais teis seria impossivel se estas

condi¢des fossem necessarias.

Uma das condi¢des suficientes ¢ que a fungdo f{(#) seja absolutamente

integravel. Qualquer sinal real que satisfaca a condi¢ao

E:jw \f(t)\zdt<oo

¢ absolutamente integravel. Nesta equacdo E € a energia associada a um sinal, que
pode ser vista como se f{#) representasse a tensao aos terminais de uma resisténcia

unitaria. A poténcia fornecida seria
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o

_UA 2
p(t) =" £ (1)

e a integracdo da poténcia no tempo € energia.

Propriedades da Transformada de Fourier

A transformada de Fourier tem varias propriedades que podem simplificar
substancialmente o seu uso na analise de sinais e sistemas. Vamos ver as principais

propriedades usadas em engenharia.
& Linearidade

Como a transformada de Fourier ¢ a integracdo de f{#) ¢ a sua inversa ¢ a
integracdo de F(w), e como a integracdo ¢ uma operacao linear, podemos concluir

que a transformada de Fourier € uma operagao linear.

A propriedade da linearidade da transformada de Fourier define-se da seguinte

forma:

Se para um dado par de transformadas.

f1(U<L>F1(W) e fz(t)L)Fz(W)
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entao

af(1)+ b (1) «——>aFy(w )+ bF;(w)

onde a ¢ b sdo constantes. Por outras palavras, o principio da sobreposi¢ao aplica-

se a transformada de Fourier.

& Escalonamento no tempo

A propriedade de escalonamento no tempo ¢ verificada se

F()F>Few)

entao

f(at)L)ﬁF(ﬁj
a

Esta propriedade ¢ facilmente demonstrada através da definicdo da

transformada de Fourier

F{ftan}= j o}(at Je ™ dt

Fazendo uma substitui¢ao de variavel 1=a.t, vem dt=a.dt ¢ a equagao ¢ escrita

da seguinte forma:
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W
—j—

Fifm)= j f(t)e ¢ dt

Comparando com a defini¢ao

Fistan) = #[ 2

quando @>0. O mddulo no factor de escala, a, permite que esta propriedade seja

aplicada quando o a tem um valor positivo ou negativo.

Q{> Deslocamento no tempo

Esta propriedade tem a seguinte formula¢ao matematica

F .
f(t—ty)——>F(w)e /"
onde a variavel ¢, representa o deslocamento no tempo.

Utilizando novamente a defini¢cao
F{fit—1,)}= Jf(t —t, )e M dt

Fazendo uma substitui¢ao de variavel t=¢-fy, vem d1=dt ¢ a equagdo ¢ escrita

da seguinte forma:
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F {f(r)} = J‘OO f(T)e_jw(HtO)d‘c il J‘O}(T)e_jmdr

Comparando com a defini¢do

Fiftt—1,)}=F(w)e "

Y Transformacio no tempo

As propriedades de escalonamento e deslocamento no tempo podem ser

combinadas numa propriedade mais generalizada de transformag¢ao no tempo.

Fazendo
T=at — tO

onde a ¢ o factor de escala e f, o deslocamento no tempo. A Aplicagdao da

propriedade de escalonamento no tempo da-nos

f(at)é)iF(E)

a \a

Aplicando a propriedade de deslocamento no tempo a funcdo de

escalonamento no tempo obtemos a propriedade de transformagao no tempo

MW
f(at—to)LiF(mje a’
q (a
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& Dualidade

A simetria da transformada de Fourier e da sua inversa nas variaveis f € w

podem ser vista por comparacao das seguintes equagoes:

Fifgl=F(w)= j ety

F‘l{F(w)}zf(t):zif;(w)ef“”dw
TJd-o

A propriedade da dualidade, que também ¢ conhecida por propriedade da

simetria, € definida como

F(t)<L>27cf(—w)
quando

Fl) s F(w)

Esta propriedade define que se a fun¢do matematica f(#) tem a transformada de

Fourier F(w), entao

F(w)| _ =F(t )<L>2nf(—w )=2nf(t),__,
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& Convolucio

A propriedade da convolugdo designa que se:

f1(t)<L>F1(W) e fz(t)<L>F2(W)

entdo a convolu¢do dos sinais no dominio do tempo tem o efeito da multiplicagdo

das suas transformadas no dominio das frequéncias. Assim,

F
Si(t)* [r(t)«—— F(w).F)(w)
onde
Filt)% fo(t)= j_fl(r)fz(t )it = j_fl(t ) ()i

Também, por aplicagcdo da propriedade da dualidade, podemos verificar que a
multiplicagdo dos sinais no dominio do tempo produz o efeito da convolugao das
respectivas transformadas no dominio das frequéncias. Esta propriedade ¢ também

designada por propriedade da multiplicagdo.

ﬁ(f)-fz(t);)iFl(W)*Fz(W)

onde

Fl(w)*Fz(w):J.O;I(X)Fz(w—X)dl :jo;?l(w—l)Fz(l)dk
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& Deslocamento nas frequéncias

A propriedade de deslocamento nas frequéncias ¢ matematicamente expressa

por

f(t)e™! LN P W, )

Esta propriedade ¢ facilmente demonstrada através da definicdo da

transformada de Fourier

Flave = [ weteiar = [ fioe 0V
Comparando com a defini¢ado

F {f(t)efWO’ }: F(w—w,)

& Derivacdo no tempo

Se

f(t)<L>F(w)
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entao

arw], F

wF (w
& «——> jwF(w)

Recorrendo mais uma vez a defini¢ao da transformada inversa de Fourier

f(t) =2Ljo;’(w)ethdw

T J—0

Derivando a equacao em ordem ao tempo, obtemos

d[f(1)]

w.F(w)e™ dw
dt 215.‘-] (w)

Comparando com a defini¢ao tiramos

F{—d[g’)]} = jw.F(w)

A propriedade da derivagdo pode ser definida genericamente para a derivada

de ordem n como

d"[f(1)]

. <L>(jw)"F(w )
dt
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% Integracio no tempo

Se
F(t)——F(w)
entao
t
g(t):jf(r)dté).iF(w)+nF(0).8(w)=G(w)
—o0 Jw

onde

F(0)= F(w)\wzo = Jf(t)dt

Se f(t) tem um valor médio (valor dc) diferente de zero, entao F(0)=0.

Consideremos a convolugdo de um sinal genérico f(#) com a funcdo degrau

unitario:
F(t) u(t) = j F(Ou(t -

A fungdo degrau unitério u(#-1) estd definida como

I, ©<t
0, ©>t¢

u(t—t)z{

116 Orlando Ferreira Soares



Teoria do Sinal

e assim
t
F(t)su(t)= j F ()

Utilizando a transformada da funcao degrau

u(t)(anS(w)jL.L
Jjw

e recorrendo a propriedade da convolugao tiramos que

Jw

f(t)*u(t)(L)F(w).|:TE8(W)+.L:|

Combinando as duas equagdes tiramos

t
jf(r)dﬂ i > .1 F(w)+7nF(0)0(w)
—00 Jw

O factor F(0) deve-se a aplicacdo da propriedade do deslocamento a fungao

impulso.

U Derivacdo na frequéncia

A propriedade de derivagdo no tempo j4 demostrada tem o seu dual para o

caso da derivacdo no dominio das frequéncia.
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Se

F()F>F(w)
entao

d"F(w)
dt"

(- jeY fee)et

Isto pode ser facilmente visto através da derivacdo de ambos os membros da

equacgao que define a transformada de Fourier, em relagdo a w:

4E )i )
dw _oo

Esta equagao define entdo o par de transformas de Fourier

(C jO)f(t)T— dF‘;tw)

que pode ser expandido a derivada de ordem n.
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Calculo da Transformada a partir da Série de Fourier

Vamos construir a Transformada de Fourier a partir da Série de Fourier. Po

seja, vamos traduzir a Transformada como um trem-de-impulsos no dominio das

frequéncias.

Para isso, vamos considerar um sinal f(#) com transformada F(w) que ¢ um

impulso de area 27 na frequéncia w=w,, ou seja:
F(w)=2n3(w-w,)

Para determinar o sinal com esta transformada aplicamos a defini¢ao de

transformada inversa

1 0 Jjwt
f)=— j_wF(w e dw

f(t) = 2LJ‘°° 2756()1/’ -W, )ejmdw :eth — ejwot
T w=w,

1sto €,

Jwot

2nd(w—w, )«—e
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Mais genericamente, se F(w) ¢ formado pela combinagdo linear de varios

impulsos igualmente espagados no dominio das frequéncias, ou seja,
F(w)= ) 2nC3(w—kw,)
k=—0
Aplicando a defini¢ao de transformada inversa

f(t)= ZL [* > 2m€, 80w — ko, Je™aw
T k=—
f()=2C[ 8(w—lw,)e™ dw
k=—0

f(t): ickejkwot

k=—x0

Esta expressdao nao ¢ mais do que a Forma Exponencial da Série de Fourier, entao

o0 -1 0
> 2nC,8(w—kw, )<F—> > Ce™™

k=—x0 k=—0
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Transformada de Laplace

Nos capitulos anteriores, vimos as ferramentas de analise de Fourier que sao
muito uteis no estudo de muitos problemas importantes que envolvem Sinais e

Sistemas LIT.

A Transformada de Fourier em tempo continuo fornece-nos uma
representacdo de sinais como uma combinagdo linear de fungdes exponenciais
complexas da forma e” com s = Jw . No entanto, muitas fun¢des necessitam ser
aplicadas para qualquer valor de s € nao so para valores imaginarios puros. Esta

observagdo leva-nos a uma generalizagdo da Transformada de Fourier Continua,

conhecida por Transformada de Laplace, que iremos desenvolver neste capitulo.

Também veremos que a Transformada de Laplace e Transformada — z tém
muitas propriedades que tornam a andlise de Fourier muito util. Além disso, estas
transformadas nao s6 fornecem ferramentas adicionais para a andlise de sinais e
sistemas usando a Transformada de Fourier mas também podem ser aplicadas em

situagOes importantes nas quais a Transformada de Fourier ndo pode ser aplicada.

Por exemplo, a Transformada de Laplace e Transformada — z podem ser
aplicadas para analisar muitos sistemas instaveis € consequentemente t€m um papel

importante na investigacao da estabilidade e instabilidade de sistemas.
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Definicao de Transformada de Laplace

Para comecgar vejamos a resposta de um sistema LIT a uma exponencial
complexa. Assim, vamos considerar um sistema LIT com resposta impulsional /A(2).

Para uma entrada x(#), podemos determinar a saida através do uso do integral de

convolucdo. Entdo, para x(t) =e"

y(t)=+fh(r).x(t—r)dr

y(t)= _[h(r).es("”dr

s(t-7)

ST

. . t — t .
Exprimindo e como e”e ", e como e” pode ser tirada para fora do

integral, a equagdo torna-se
y(t)= e“.Jh(r).e‘”dr

. . t s
Assumindo que o integral converge, a resposta a e* ¢ dada pela forma

y(t)=H(s)e"

onde H(s) ¢ uma constante complexa cujos valores dependem de s e que esta

relacionada com a resposta impulsional do sistema através

H(s)= jzoh(r).e_”dr
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Para s imaginario (i.€., s=jw), o integral corresponde a Transformada de
Fourier de h(t). Para valores generalizados de variaveis complexas s, ¢ referida

como Transformada de Laplace da resposta impulsional A(z).

A Transformada de Laplace para um sinal qualquer x(?) ¢ definida como

X(s)= Tx(t).e_s’dt

Esta equacao ¢ definida muitas vezes por Transformada de Laplace Bilateral,
para distinguir da Transformada de Laplace Unilateral. A transformada bilateral
envolve uma integracdo de -oo e +oo, enquanto a transformada unilateral tem uma
forma semelhante a esta mas os limites de integragao sdao de 0 a +oo. A seguir,

apenas nos vamos concentrar na transformada bilateral.

Podemos verificar que a transformada ¢ uma fun¢ao da varidvel independente
s. A variavel complexa s pode ser escrita como § =0 + jw , sendo o e w as partes

real e imaginaria, respectivamente.

Por conveniéncia, vamos representar a Transformada de Laplace de um sinal

X(1) como

X(s)=L{xct)

e a relacdo entre x(?) e X(s) por

x(t)(L)X(s)
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Quando s=jw, a equagao anterior vem igual a
~+00 )
X(w)= j x(t).e ™ dt

que corresponde a Transformada de Fourier; isto €
X(s)|,_;, =Flx))

A Transformada de Laplace também possui uma ligacdo directa com a
Transformada de Fourier quando a varidvel complexa s ndo ¢ puramente

imaginaria. Para ver esta relacdo, consideremos X(s) e s expresso como

s =0 + jw , de modo que
X(o+jw)= Tx(t).e(‘”jw)’dt
ou
X(oc+jw)= T[x(t).e‘“]e‘j””dt

podemos verificar que o termo do lado direito ¢ a Transformada de Fourier de
x(t).e ™ ; isto é, a Transformada de Laplace de x(#) pode ser interpretada como a
Transformada de Fourier depois da multiplicagdo por um sinal exponencial real. A
exponencial real e ™ pode decrescer ou crescer no tempo, dependendo se o é

positivo ou negativo.
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Exemplo

Considere o seguinte sinal:

x(t)=e “u(t)

a) Determine a Transformada de Fourier e indique a condi¢do para que esta

convirja;

b) Determine a Transformada de Laplace e indique a condigdo para que esta

convirja.

A solugdo da Transformada de Laplace de um determinado sinal, requer, além
da expressao algébrica, a gama de valores de s para os quais a expressao algébrica

da transformada ¢ valida.

Geralmente, a gama de valores de s para os quais o integral converge ¢
denominada por Regido de Convergéncia (de forma abreviada como ROC). Isto ¢,

a ROC consiste nos valores de s =0 + jw para os quais a Transformada de

Fourier de x(t).e™™ converge.
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Exemplo

Determine a Transformada de Laplace e a ROC do seguinte sinal:

x(t)=e'u(t)+e ' cos3tu(t)

Para as Transformadas de Laplace Racionais, isto ¢, que sdo representadas

pela razdo de dois polindomios da variavel complexa s, do modo

_ N(s)
"~ D(s)

X(s)

onde N(s) e D(s) sao os polinomios do numerador ¢ denominador, respectivamente,
as solucoes do polindbmio do numerador sdo designadas por zeros de X(s), visto que
para esses valores de s, X(5)=0; e as solugdes do polinomio do denominador sao
designadas por pdlos, e para esses valores de s, X(s) € infinita. No plano-s os zeros

sdo assinalados por ‘O’ ¢ os polos por “X.

Os pdlos e zeros de X(s) no plano-s caracterizam completamente a expressao
algébrica da Transformada de Laplace a menos de um factor de escala. A
representacdo de X(s) através dos seus polos e zeros no plano-s ¢ designada por

diagrama de polos-zeros de X(s).
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Transformada Inversa de Laplace

Na seccao anterior, interpretamos da Transformada de Laplace de um sinal
como a Transformada de Fourier do sinal ponderado por exponenciais complexas,

isto é, com s expresso como § =0 + jw , a Transformada de Laplace do sinal x(z) é

+00
X(c+jw)= F{x(t).e_ct}: Jx(t).e_cte_thdt
para valores de s =0 + jw na ROC. Podemos inverter esta relagdo usando a

definicao da Transformada Inversa de Fourier, ou seja

x(t)e ° = F_]‘{X(cs+jw)}:2L jX(c+jw)eJWtdw
T

—0

ou, multiplicando ambos 0s membros por %, obtemos

x(t):L jX(G+jw)e(°+jw)tdw
2n

—o0
Isto ¢, podemos recuperar x(z) a partir do calculo da sua Transformada de
Laplace para um conjunto de valores de s =0 + jw na ROC, com o fixoe w a

variar de -0 até +oo. Podemos usar esta caracteristica para descrever que a

recuperacao do sinal x(#) a partir de X(s) pode ser feita se alterarmos a varidvel de
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integragdo na equacao anterior de w para s, visto que © ¢ constante e, assim,

ds = jdw . O resultado traduz a Transformada Inversa de Laplace:

G+ joo
1 st
x(t)=—-: jX(s)e ds
271y
G — joo
Esta equagdo traduz que x(#) pode ser representado por um integral ponderado

de exponenciais complexas. Os limites de integragdo sdo linhas rectas no plano-s

correspondendo a todos os pontos de s que satisfacao Re{s}= o . Esta linha ¢

paralela ao eixo-jw. Assim, podemos escolher uma linha qualquer na ROC, 1i.¢é.,

podemos escolher qualquer valor de ¢ de modo que X (G + jW) convirja.

Exemplo

Determine a Transformada Inversa de Laplace do seguinte sinal:

1

X(S)=m, Re{s}> -1
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Propriedades da Transformada de Laplace

Depois de termos estudado um conjunto de propriedades da Transformada de
Fourier vamos definir agora um conjunto de propriedades da Transformada de
Laplace. A dedu¢do de muitas propriedades ¢ feita de forma analoga as deducdes
das propriedades da Transformada de Fourier. Consequentemente, ndo vamos

apresentar com detalhe as presentes deducoes.
& Linearidade

Se
L , .
xy(t)<—> X (s ), comuma ROC que serd denominada por R,

L
X,(t)«——> X, (s),comumaROC que sera denominada por R,

entao

axl(t)+bxz(t)#)aXl(s)+bX2(s)
com a ROC a conter R " R,

onde a e b sdo constantes.
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Como ¢ indicado, a ROC de X(s) ¢ pelo menos a interseccao de Ry e R,, que
também pode ser um conjunto vazio, € neste caso X(s) ndo tem regido de

convergéncia, 1.€., x(¢) nao tem Transformada de Laplace.

U Deslocamento no tempo

Se

x(t)(L)X(s),comROCZR

entao

x(t—to)#)X(s)e_“O,com ROC =R

U Deslocamento no Dominio-s

Se

x(t)#)X(s),comROC=R

entao

x(t)esot;X(s—so),comROC :R+Re{s0}
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Isto ¢, a ROC associada a X(s—s5y) ¢é a de X(s) deslocada por Re{so},

Assim, para qualquer valor de s que esteja em R, o valor § + Re {So} estara em R;.

Im I9m

s-plane

ra

r: + Re (so)

— e — e ——

=
&

U Escalonamento no tempo

Se

L
x(t)«—> X(s),comROC=R

entao

x(at)(L)ﬁX(i), com ROC R, =aR
a| \a

s
Isto €, para qualquer valor de s que esteja em R, o valor — estard em R; como
a

podemos ver pelas figuras; para um valor de a positivo
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e para um valor de a negativo
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Im
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entao

x*(t);X*(s*), com ROC =R
onde

X(s)=X"(s"),sex(t) for real

% Convolucio

Se

L
x1(t)«—> X (s),comROC =R,

L
X,(t)«—> X,(s),com ROC =R,

entao

X1 (8)% X3 (1) > X (5).X(5),

com a ROC a conter R| " R,
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& Derivacdo no tempo

Se

L
x(t)«—> X(s),comROC=R
entao

dxd(tt) #) s.X(s),coma ROC a conter R

Esta propriedade pode ser verificada através da derivagdo de ambos os

membros da Transformada Inversa de Laplace. Especificamente, se

o+ joo

x(t)=L. jX(s)eStds
27y
G — joo
entao
G+ joo
de(t) _ 1 J‘SX(s)e”ds
dt 21y
o— joo

A ROC de s.X(s) inclui a ROC de X(s) e pode ser mais larga se X(s) tem um

polo de primeira ordem em s=0 que ¢ cancelado pela multiplicacao por s.
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& Derivacdo no Dominio-s

Derivando ambos os membros da defini¢ao da Transformada de Laplace, 1.€.,
X(s)= jx(t ).e”"dt

obtemos

aX(s) _ J-(—t).x(t).e_”dt
ds

Consequentemente, se

x(t)(L)X(s),comROCZR

entao

L dX(s)
S

—t.x(t)< ,coma ROC a conter R

U Integracdo no tempo

Se

x(t)(L)X(s),comROCZR
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entao

t

J-x(t)duL)lX(S),
s

com a ROC a conter R N {Re{s}> 0}

Esta propriedade ¢ a inversa da propriedade da derivagdo verificada atras.
Pode ser deduzida utilizando a propriedade da convolugdo ja apresentada.

Especificamente,

+00 t

Ix(r)u(t—r)drz Ix(r)dr:u(t)*x(t)

— 00 —Q0
sabendo que

u(t)e—=1, Re{s}>0
S

entdo, a partir da propriedade da convolucao

u(t)*x(t)(L)lX(s)
S

com uma ROC que contem a interseccido da ROC de X(s) e a ROC da
Transformada de Laplace de u(?).
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& Teorema do Valor Inicial

Dentro da condi¢dao que x(#)=0 para <0 e que x(¢) ndo contem algum impulso
ou singularidades de ordem superior na origem, podemos determinar, a partir da
Transformada de Laplace, o valor inicial x(0") — i.é., x(#) quando ¢ se aproxima de

zero a partir de valores positivos. O Teorema do Valor Inicial define-se por

x( +): lim s.X(s)

§—>0

& Teorema do Valor Final

Da mesma forma, se x(2)=0 para <0 e se x(z) tem limite finito quando s —» o,

entdo o Teorema do Valor Final define que

lim x(t)=1Ilims.X(s)
s—0

t—w
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Anexo A - Identidades Trigonométricas

cos(axb)=cosa.cosb¥ sena.senb

sen(axtb)=sena.cosb+cosa.senb

cosa.cosb = %[cos(a +b)+cos(a —b)]
sena.senb = %[cos(a —b)—cos(a +b)]

sena.cosb = %[sen(a +b)+sen(a —b)]

cos2a =cos’a—sen*a=2cos*a—1=1-2sen’a

sen2a =2sena.cosa

cos’ a = %(l +cos2a)

sen’ a = %(l —cos2a)
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Anexo B - Somatorios de Séries Geométricas

140
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Anexo C - Propriedades da Transformada Continua de Fourier

Propriedades Sinal Transformada
x(t) X(w)
y(t) Y(w)

Linearidade a.x(t)+b.y(t) a.X(w)+bY(w)
Deslocamento no xX(t-1,) e X(w)
tempo
Desl, t .

eslocamento nas M (1) X(w-w,)
frequéncias
Conjugagao x'(t) X' (-w)
Reflexdo no tempo x(—t) X(—w)
Escalonamento no x(at) iX[Kj
tempo |a| a
Convolucdo x(t)*y(t) X(w)Y(w)

1 +00
Multiplicacdo x(1).y(1) > [xc0)x(w-0)d0
T —
Derivagdo no d jw.X(w)
—x(1) '
tempo dt
- t
Integracgao Ix(r).df .LX(W)+7ZX(O)5(W)
2 W

Derivacé

erivacdo nas £.x(t) j%X(w)

frequéncias
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Anexo D - Propriedades da Transformada de Laplace

Propriedades Sinal Transformada ROC

x(t) X(s) R,

y(t) Y(s) R,
Linearidade a.x(t)+b.y(t) a.X(s)+bY(s) Pelo menos R, N R,
Deslocamento no :

x(t—t,) e . X(s) R,
tempo
Deslocamento nas e x(t) X(s—s,) R, deslocada
[frequéncias
Conjugacdo x"(t) X'(s") R,
Escalonamento x(at) i X( s ) R, escalonada
no tempo |a| a
Convolugdo x(t)*y(t) X(s)Y(s) Pelo menos R, " R,
Derivagao no d (1) s.X(s) Pelo menos R,
tempo dt
, 1 Pelo menos
Integracdo -X
grag Ix(z’).dr s (s) R N {Re{s} > 0}
Derivagdo no —t.x(1) diX(s) R,
s

Dominio-s
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