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1 Analise vectorial
1.1 Derivadas parciais

1.1.1 Derivada de uma funcéo

Seja a fung¢do f =y(x) uma fun¢do qualquer com uma varidvel independente. A
derivada de uma funcgao ¢é

Geometricamente, a derivada de uma fung¢do num ponto ¢ a tangente trigonométrica do
angulo que a recta tangente a curva nesse ponto faz com o eixo das abcissas.

As derivadas calculam-se de acordo com a definigao.

Exemplo:

y=v

dy A Y-y oNAx-Jx o X -Ix JX —x
ae M0 A = I T T IR (A M VX )
1 1

BN NN

E possivel, assim, com mais ou menos trabalho, estabelecer regras praticas de derivacdo e
tabelas de derivadas.

1.1.2 Derivadas parciais

Uma fun¢do a uma variavel representa uma linha; uma fung¢ao a duas variaveis representa
uma superficie; uma funcdo a n variaveis representara uma hipersuperficie no espaco n+1
dimensional.

Define-se derivada parcial da fun¢do z(x,y) no ponto P do espaco em ordem a x, %, a
X
derivada da funcdo z(x) que se obtém “congelando” y, isto ¢, supondo y constante. Da

. 0z
mesma forma se pode definir —.

Calculemos as derivadas parciais da fungio z = xy”.
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> =y (f funciona como uma constante)

X

0z .

™ =2xy (x funciona como uma constante)
v

1.1.3 Derivadas de fun¢des compostas

As seguintes regras da derivacdo de fungdes compostas sdo fundamentais:

1. z=z(y(x))
dz _dz dy
dx dy dx

il. z=z(yl(x), y2(x) )

dz _dz dy  dz dy,
dx dy, dx dy, dx

iil. z=z(yl(x t), y2(x,t) )
dz _dz dy,  dz dy,
dx dy, dx dy, dx

z_dz dy  dz &y,

dt dy, dt dy, dt

1.2 Integrais maltiplos
1.2.1 Integracéo de uma fungao

Considere-se a seguinte fungao:

f(x)

v
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Divida-se o intervalo entre o ¢ B em intervalos parcelares arbitrarios Ax;; de seguida
tome-se em cada um desses intervalos um ponto arbitrario p; e determine-se ai o valor da
funcao f(p;).

Define-se, entdo

B
[r@dc=1im ¥ f(p)Ax,

max(Ax; )—>0

que ¢ independente da forma da divisdo em intervalos e dos pontos p; escolhidos. Este
integral definido (um valor definido, um niimero) ¢ a 4rea entre a curva f(x) e o eixo das
abcissas.

Conclui-se, de imediato, que se m for um minimo de f(x) no intervalo {a, B} ¢ M um
maximo da fun¢do nesse mesmo intervalo, entdo

B
m(f-a)< [ f(x)dx <M(f~a)

que ¢ conhecido como o teorema do valor médio para integrais definidos.

Partindo deste teorema, € possivel chegar a defini¢ao de primitiva ou integral indefinido
de f(x); de facto, a primitiva de f(x), F(x), ¢ toda a funcdo que satisfaca a seguinte
condic¢ao:

dF (x)
dx

=/ (x)

1.2.2 Integrais duplos

Quando se introduziu o integral definido, dividiu-se a &rea sob a curva f(x) em pequenos
rectangulos.

f(py)

v

AX{
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Primeiro calculou-se a area desses pequenos rectangulos
Zf (p)Ax,

e sO depois € que se passou ao limite de modo a obter o integral definido

B
[rede=1im 3 r(p)Ax,

max(Ax; )—>0

B
O integral definido pode ser interpretado como o limite dessa soma. O sinal I pode ser
entendido como um sinal limite do sinal 2 e o integrando f(x)dx pode ser visto como
uma area infinitesimal rectangular.

O processo de calculo dessa area reduz-se, assim, ao de definir uma 4rea infinitesimal a
integrar.

Poder-se-ia ter escolhido um elemento de area ainda mais pequeno. O mais pequeno
elemento de area que se pode definir ¢ o chamado elemento de 4rea em coordenadas
cartesianas

ds =dx dy

A

dy

Agora para calcular a area total sob a curva, calcula-se primeiro a area correspondente ao
rectangulo do primeiro processo. Nesse calculo, x ¢ tomado constante.

S(x)
[dvdx = f(x)dx
0

Depois segue-se 0 primeiro processo
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B
j F(x)dx

Este procedimento pode ser resumido da seguinte forma:

f(x)
Idydx

(
0

S =

R

0 que constitui um integral duplo.

O seu calculo segue o processo inverso do da derivagdo parcial. Primeiro, integra-se em
ordem a dy, considerando x como uma constante; depois, integra-se em ordem a dx,
considerando y como uma constante.

Neste exemplo, a utilidade do integral duplo nao ¢ muito aparente, uma vez que se pode
calcular a area muito mais facilmente utilizando o integral simples. Contudo, imagine-se
que se pretende calcular, por exemplo, o volume sob uma superficie — entre o plano xy ¢ a
superficie z (x,y).

Pode tomar-se como elemento de area ds = dx-dy no plano xy e depois associar a esse

elemento de area uma altura z = z (x,y), definido um volume infinitesimal prismatico.
O volume total sera dado por

” z(x, y)dxdy

Imagine-se, por exemplo, que se quer o volume sob a superficie z=x-y” entre os limites
x=1 e x=2 para a coordenada x e y=0 e y=2 para a coordenada y. O volume ¢, entdo

22
Ijxyzdydx
10

Primeiro integra-se em ordem a y, considerando x constante e depois integra-se em
ordem a x. Assim sendo, vem

L[y 28 1 8 [x]
V=jx- RN Ix-—dx=j—xdx:—~ —| =4
3 3 3 312

1 0 1 1 1

A ordem de integracdo, neste exemplo, ¢ arbitraria, porque os limites sdo constantes
puras.
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1.2.3 Integrais triplos

No exemplo anterior, poder-se-ia ter calculado o mesmo volume usando um elemento de
volume ainda menor: o elemento de volume em coordenadas cartesianas

dV =dx dydz
O volume seria, entdo, dado por
xy2

jjdz dy dx:jjxyzdy dx
0 10

0

—_——— o

Aqui, a ordem ja ndo ¢ arbitraria, pois o limite superior de integracdo em z depende de x e
.

Mais uma vez, parece desnecessario recorrer ao integral triplo. Mas imagine-se outro
problema: pretende-se determinar a massa de um prisma, sabendo que a sua massa
especifica ¢ uma fun¢do do ponto dada por

p=e’-yz
O prisma tem por limites

1 <x<2
0<y<?2
0<z<4

O problema pode ser resolvido por

422 42 w72 42 A . R
70 S P S P | AT P S
001 00 Y 4 00 2

0 0

4 ) 4
jz-18,55 dz :18,55-[%} — 148,41

0 0

1.2.4 Integral de linha

Considere-se um objecto com massa m colocado num campo gravitico. Como a forga
gravitica ¢ um vector, o campo gravitico ¢ um exemplo de um campo vectorial. A forga
gravitica na massa ¢ dada por mg, em que g ¢ um vector constante chamado aceleragao
gravitica. Supondo que se larga a massa e ela cai a partir do ponto 4. O deslocamento
vertical medido na direccdo descendente a partir de 4 é r. O trabalho feito pela forga
gravitica causa o deslocamento da massa. Pretende-se calcular o trabalho feito para
mover a massa de 4 até B, como na figura.
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®
m &M l
or
oN T
Be@

O trabalho feito para deslocar a massa do ponto M para o ponto N, correspondente a uma
distancia elementar Jr. A fisica diz que o trabalho feito ¢ igual ao produto da amplitude
da forca pela distancia percorrida. Neste caso, a amplitude da forca presente ¢ dado por
mg ¢ a quantidade elementar W, quando a massa se desloca de M para N ¢ dada por

oW =m-gor

donde se tira i—W =m-g . Fazendo or — 0, obtém-se
r

. oW dw
Iim —= =

[ mu
5r-0 S dr g

Para se obter o trabalho total feito quando a massa se desloca de A para B, calcula-se o
integral para o intervalo de interesse, isto ¢

B
trabalho total feito =W = Im -gdr.
A

Este ¢ exemplo elementar de um integral de linha. Esta denominacido vem do facto de se
estar a integrar ao longo da linha de 4 até B.

No caso anterior, o calculo foi directo e simples, devido a particularidade do exemplo.

Considere-se agora o caso em que se tem um campo vectorial, F', através do qual passa
uma curva C, como na figura seguinte.
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A andlise seguinte vai se restringir a duas dimensdes. No caso geral, o campo vectorial
vai variar com o espago, isto &, F' = F(x, y). Considere-se que o elemento pequeno de C

e que junta os pontos M e N e seja 6 o angulo entre a tangente da curva C no ponto M e a
direc¢do do campo nesse ponto. Seja o vector que une M e N o7 . Considerando a

quantidade
F|67F

em que | representa o produto escalar. Se F representar a forga gravitica, entdo a
quantidade F | 0 ¥ representa a pequena quantidade de trabalho feito pelo campo ao

mover uma particula de massa unitria entre o ponto M e o ponto N. O integral
apropriado ao longo de toda a curva representa o trabalho total efectuado. Assim, tem-se

F |55 =|F||57] cos 0 = (jﬁ\-cos 0)157|=F, 5r

“l

em que F, é a componente de F tangencial a curva C. Este resultado ¢ do mesmo tipo
das expressdes para o trabalho obtido anteriormente. Entdo estd-se interessado em
integrais do tipo

jcﬁ(x,y)mf.

Dado que F ¢ uma funcio vectorial de x e de y, entdo F tera componentes cartesianas
Fy(x,y) e Fy(x,y), pelo que pode ser escrito na forma

F(x,y)=F,(x,y)i +F,(x,»)] .
De igual modo, pode definir-se

di=dxi+dyj

© 2005 Filipe Santos Moreira 12
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donde se tira

[ Flds = (F.(o)i +F, (o) )lldxi +dy f)=[ F,(x.y)-dx+F,(x,y)dy.

1.3 Fasores

A solugdo complexa
x = A . ej(wt+5)

pode ser decomposta em dois factores

x=A-e’ e/
Se se tiver a garantia de que se trabalha com uma Unica frequéncia o, constante e igual

para varias solugdes, faz sentido representar a solucao apenas pelo primeiro factor.

Quando tal sucede, representa-se a solugdo por um fasor:

x=A-¢e”
Para se obter a solucao sinusoidal — a que tem significado na realidade — tem de se ter em
mente que o fasor ¢ suposto rodar com uma velocidade angular @. Entdo, se se pretender
o valor da solugdo sinusoidal no instante ¢, tem de se rodar o fasor de um angulo @ ¢ e
achar a parte real do numero complexo correspondente.
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2 Ondas

2.1 Movimentos harmonicos
2.1.1 Movimento harmdnico simples

Um movimento vibratério ¢ o que se verifica quando uma particula se move,
periodicamente, em torno de uma posi¢cdo de equilibrio. Exemplos: o movimento de um
péndulo, uma massa amarrada a extremidade de uma mola depois de libertada, 4&tomos
num solido e mesmo os electrdes numa antena, emissora ou receptora, executam rapidas
transigoes.

De todos os movimentos vibratorios, o mais importante ¢ o movimento harmodnico
simples — MHS —, pois ndo s6 ¢ o mais facil de se descrever matematicamente, como
constitui uma descricdo bastante precisa de muitas vibragdes que se encontram na
Natureza.

Por definicdo, uma particula executa um MHS ao longo do eixo dos xx quando o seu
deslocamento ao longo do eixo, x, e relativamente a origem do sistema de coordenadas ¢
dado, com fung¢@o do tempo, pela relagao

x(t)=A-sen (vt +a)

em que o ¢ + o € denominada fase e « ¢ a fase inicial (valor da fase para o instante ¢ = 0).
A fungao co-seno, em vez da fun¢do seno, também serviria para descrever o MHS, sendo
que a unica diferenga residiria numa diferenca de fase de m/2 radianos (o que seria
“contornado” diferindo a fase inicial precisamente de m/2 radianos). 4 representa o
deslocamento simples relativamente a origem e denomina-se amplitude do MHS. Como a
funcdo seno se repete de 2m em 2w radianos, entdo o deslocamento da particula repete-se
a cada 2m/® segundos, o que quer dizer que 0 MHS ¢ periddico e o seu periodo, 7, vale
2n/w segundos. A frequéncia, f, de um MHS ¢ igual ao nimero de vibragdes completas
por unidade de tempo, isto ¢ f = 1/T. Por tltimo, refira-se que w ¢ a frequéncia angular da
particula em vibracao e relaciona-se com a frequéncia através da relacao

2
0o=—2=27
T S

A velocidade da particula, v, ¢ dada por

V= dax =wAcos(wt + «)
dt

e a aceleracdo, a, ¢ dada por

dv
a:d—:—a)2 -A-sen(wt+a)=—-w’x
t
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Esta relacdo indica que, num MHS, a aceleragdo ¢ sempre proporcional e de sentido
oposto ao deslocamento da particula.
2.1.1.1 Forca e energia no MHS

A forga aplicada a uma particula ¢ dada pela relagao F' = m-a; para se obter um MHS essa
forga deve ser

F=m-a=-m-o" -x=—k-x
em que k = mw’. Isto indica que, num MHS, a forca é proporcional ¢ de sentido
contrario ao deslocamento, o que significa que a for¢ca aponta sempre para a origem. De
facto, essa ¢ a posi¢ao de equilibrio, pois, na origem, F' = 0 (pois x = (). A for¢a definida
anteriormente € a que aparece quando se deforma um corpo elastico, como, por exemplo,
uma mola. A constante k = m-w’ ¢, as vezes, chamada de constante elastica e representa a

forca necessaria para deslocar a particula de uma distancia unitaria. Também se pode
escrever

10) 1 |k
f ~

"2z 27\m

A energia cinética da particula ¢ dada por
1 2 2 2
Ei=—mvi =—m-w -4 -cos” (wt+ )
Como cos*(0) = 1 — sen’(0), pode escrever a relacdo anterior da seguinte forma:
E. - 1 242 [1 2 ]_ 1 2042 — 52
K—Em‘a) . —sen” (wt +a) —Em-a)( -x7)

donde se conclui que a energia cinética ¢ maxima no centro (para x = () e é nula nos
extremos da vibragdo (para x = +4).

A energia potencial da particula ¢ dada por

dE,
dx

F=-
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donde se pode escrever

dE, _
dx

k-x

Integrando, e considerando Ep = 0 na origem (x = (), vem
E,=["dE :J.x(k-x)dx:lk-xz
rd Pd 2

donde se conclui que a energia potencial ¢ nula na origem (x = () e maxima nos extremos
de vibragao (x = £A4).

Por ultimo, a energia total vem
1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2
E:EK+EP:5m-a) (4" —x )+5k-x ZEm-a) (4" —x )+§m-a) X7 =

E=lm~a)2 A’
2

2.1.2 Dinamica do MHS

2
~ . . . o x
A equagdo do movimento diz que F = m-a. No movimento rectilineo, a = e pelo que
t

S€ pode €SCrever

2
dt
ou ainda
2
md f+k~x:0
dt

Fazendo w’ =k / m, vem
dZ

o +m-o°-x=0

m

ou, simplificando,
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d*x
dt?

+@* x=0

Esta equagdo ¢ uma equacdo diferencial cujas solugdes sdo fungdes sinusoidais com
argumento o t. Substituindo x por A-sen (w t+a) pode verificar-se que essa expressao,
para x, que corresponde ao MHS, satisfaz esta ultima equagdo, pelo que se que
x=A-sen(wt+a) ¢ uma solucdo geral dessa equacdo, pois tem duas constantes

arbitrarias: 4 e a. Assim, verifica-se que uma forca de atrac¢do proporcional ao
deslocamento produz um MHS.

2.1.3 Movimento de uma mola presa numa das extremidades

Considere-se uma mola que liga horizontalmente uma massa m a uma parede, tudo
assente numa mesa sem atrito como mostra a figura.

A mola tem comprimento livre /y e uma constante de rigidez k. Marque-se um eixo dos xx
com origem na posi¢cdo da massa quando a mola estd com o seu comprimento igual ao
comprimento livre, isto é, em repouso.

Quando a mola ¢ esticada ou comprimida para um comprimento /, reage com uma forca
dada por

F=—k-(I-1,)=—k-x

O sentido da marcagdo da forca ¢ o sentido positivo do eixo dos xx. Isso significa que,
quando o x ¢ positivo, a forca ¢ negativa, isto ¢, quando a mola ¢ estendida, a forca com
que a mola reage ¢ negativa, tentando repor o comprimento livre. Da mesma forma, se x ¢
negativo, a forga € positiva, isto €, quando a mola ¢ comprimida reage com uma forga que
tenta repor o comprimento livre, contrariando a compressao.

O movimento da massa ¢ regido pela equagdao de Newton
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Substituindo a for¢a, vem

d’x

_k.x:m.
dr?

2

+k-x=0

dt

ou ainda

d’x k
—+—-x=0
dt m

Trata-se de uma equagdo diferencial, cuja integragdo introduz duas constantes, uma vez
que a equagdo ¢ do 2° grau (envolve a segunda derivada em ordem a ¢).

Se a equagdo for escrita na forma

vé-se que a solucdo x(z) € qualquer fung¢do tal que a segunda derivada em ordem ao tempo
seja proporcional ao negativo da propria fungao.

Uma solugdo ¢ formada pela sinusoide

x=Acos(wt+0)

De facto
@:—Aa)-sen(a)t+5)
dt
d’x )
e =—w*[Acos(wt +5)]

Comparando com a equagdo do movimento da mola
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d’x )
S=—w°X

dt

d*x k
==X

dt

vé-se que sao solugdes da equacdo, as sinusoides tais que

k
w’=—
m

\/?
w=,—
m

A solugao ¢, assim

szcos(\/z-t+5]
m

Repare-se que nao foi colocada qualquer restricao a amplitude da sinuséide 4 nem a fase
inicial (¢=0s), J; estas sdo, aqui, as duas constantes que a equacao do 2° grau implica.

A solucdo ¢ uma familia de fun¢des parametrizadas pelas duas constantes.

O movimento particular depende das condicdes iniciais do movimento, a partir das quais
se determinam as constantes. Suponha-se que o movimento ¢ inicializado esticando a
mola para uma posi¢do xy e que ¢ imprimida uma velocidade inicial vy. Esses vao ser os

valores de x e para t=0 s, isto é, sabendo que

x=Acos(wt+5)

ﬂ:—Aa)-sen(a)t+5)
dt

com =0 s, vem

X, = Acosd

v, = —A\/E-sen o
m
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Dividindo estas duas equagdes, uma pela outra, vem

X, m
m v
S =arctg| —|— -2

Por outro lado, reescrevendo as equagdes na forma

ou

x—ozcosé'
A

V—O-\/Ezsené'
A \Vk

Elevando ao quadrado ambas as equacdes e somando-as, chega-se, finalmente, a seguinte
equacao

Viu-se assim que uma equagao do tipo

d’x k
~+—-x=0
dt m

tem por solucao

x=Acos(wt+0)

em que A4 e 0 sdo determinados a partir das condi¢des iniciais.

2.1.4 Solugdo complexa

Um nimero complexo identifica um ponto num plano em que o eixo das abcissas € o eixo
dos numeros reais e o eixo das ordenadas € o eixo dos nimeros imaginarios. A unidade
do eixo real ¢ I e a unidade do eixo imaginario ¢ j.
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Repare-se que se pode pensar no nimero complexo como a soma de dois comprimentos:
a, medida no eixo real, e b, medida na perpendicular, isto €, no eixo imaginario. Sendo
assim, multiplicar por j significa rodar o segmento de 90°.

A

v

E imediato do teorema de Pitagoras que

r=+a*+b*

e da definicao de tangente

b
1g¢=—
a

Também se pode escrever a e b em fungdo de r e ¢

a=rcos¢
b=rsen¢

Daqui resulta outra maneira de escrever o nlimero complexo:
c=rcosg+ j-rseng= r(cos¢+j sen ¢)
Sabendo que
cosg+ jsen g =e’
pode escrever-se um niimero complexo da seguinte forma
c=re”
Esta notacdo permite entender um nimero complexo do seguinte modo: para marcar o

ponto a que corresponde, toma-se um comprimento r segundo o eixo real e roda-se um
angulo ¢. Multiplicar por ¢ ? significa rodar a partir do eixo dos xx de um angulo ¢.

A equagdo do movimento harmoénico admite como solucdo familias de fungdes de
variavel complexa do tipo
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X = A .ej(a)t+5)

Esta solu¢do ndo tem significado real, mas ¢ facil extrair a solugdo que tem significado
real a partir desta. A solucdo complexa ¢ do tipo

x=A4-¢"") = Acos(wt+8)+ j- Asen(wt+5)

Portanto, a solugdo com significado real ¢ a parte real da solugdo complexa, por outras
palavras a solugdo real ¢ a que existe no “mundo real”.

Importa salientar que, se houver necessidade de efectuar operagdes matematicas sobre a

solugdo real do tipo sinusoidal, é possivel efectuar as operacdes sobre a solugdo complexa
e extrair depois a parte real, o que facilita muito os calculos em intimeras situacoes.

2.1.5 Circuito LC

Considere-se o caso do circuito LC, representado na figura seguinte:

i)
o/ e

ve() | C —— L |vi.(®)

Considere-se a situacdo de se ter o condensador inicialmente carregado e o interruptor
aberto. Apods o fecho do interruptor, o condensador comecga a descarregar fazendo que
circule uma corrente eléctrica pelo circuito, corrente esta que ird aumentar até o
condensador estar completamente descarregado. Enquanto o condensador descarrega
assiste-se a transferéncia de energia do condensador para a indutdncia. Apds estar
completamente descarregado, o condensador ird carregar-se no sentido oposto (ha uma
transferéncia de energia de volta para o condensador) até atingir um méaximo. De seguida,
volta a descarregar, voltando ao ciclo inicial e repetindo-o indefinidamente.

Aplicando as leis de Kirchhoff, tem-se que

v, ()4 v (1) =0 < L%+?:o

Como i(t) = %

, tem-se
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2
L4040
i’ C

Esta ¢ uma equagdo diferencial de segunda ordem com a solugado possivel

q(t) = qo -cos(wt + o)

1 N A -
@ = —— (frequéncia de ressonancia do circuito LC).

JL-C

Estes resultados permitem fazer a seguinte analogia com o caso do movimento de uma
mola presa numa das extremidades:

Mola Mecanica Circuito LC
Posicdo: x Carga: q
Velocidade: v Corrente:
1
Energia cinética: Em-v2 Energia na indutancia: —L i’
: R S
Energia potencial: Ek Y Energia no condensador: —
X ‘q_q
Expressdo do movimento: m——-+k-x=0 | Equagdo do circuito: L— +—==0
dt dt> C
F d 1 k F sncia d Ancia: © |
requéncia de oscilacio: ® =.|— requencia de ressonancia: @ =
1 ) m JL-C

Desta tabela tiram-se, ainda, as seguintes “equivaléncias” entre os dois casos:

m«— L
k< 1/C
Xeq
Vel

2.1.6 Movimento de um péndulo simples

Outro exemplo de um movimento harménico simples ¢ o movimento de um péndulo,
como referido anteriormente. Um péndulo simples define-se como sendo uma particula
de massa m presa a um ponto O por fio de comprimento / e massa desprezavel. Afastando
a particula até uma posi¢ao B, onde o fio faz um angulo 6y com a vertical, OC, e
abandonando a particula de seguida, entdo o péndulo ird oscilar entre a posi¢cdo B e a sua
simétrica, B’, como mostra a figura seguinte:
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WW/W

A particula move-se ao longo de um arco com raio / = OA. As for¢as que actuam na

particula sdo o peso, P, e a tensdo no fio, 7. Como o fio tem comprimento fixo, ¢ facil
de deduzir que a componente normal do peso ¢ anulada, a cada instante, pela tensdo no
fio. A componente tangencial resultante ¢ dada por

Fr=—m-gsen (6)

em que o sinal negativo se deve ao facto de ter o sentido oposto ao do deslocamento.
Sabe-se que Fr = m-ar e como a particula move-se ao longo do circulo com raio / — o que
corresponde a um movimento circular — tem-se que

pelo que se obtém,

d*o
dt®

m-l =—m-g-sen (0)

ou

d*o
dt®

+§‘sen(6’)=0

Se o angulo for muito pequeno, o que sucede para pequenas oscilagdes, entdo sen (0) = 0,
pelo que a equagdo anterior fica

que ¢ idéntica a equagdo do movimento harmonico simples, em que o deslocamento, x,
foi substituido pelo angulo, 6, pelo que, desta vez, se refere a um movimento angular em
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vez de um movimento linear. Assim, pode dizer-se que o movimento de um péndulo
simples ¢ um MHS com o’ = g /1, pelo que se pode exprimir o angulo, 6, como

0=06ysen (wt+ a).
Também aqui se tem a relagao

T:2—ﬂ227r L

o g
pelo que se pode afirmar que o periodo de oscilagdo de um péndulo simples nao depende

da sua massa.

2.2 Cordaem vibracéo e equacao de onda

Suponha-se uma corda que pode ter movimentos transversais num unico plano de
pequena amplitude. Vai supor-se que qualquer movimento s6 pode decorrer
transversalmente ao comprimento da corda em repouso. A corda esta submetida a forga

de tracgao F.

Analise-se o que se passa com um comprimento de corda Ax.

YA

><V

A forga que as partes da corda nao representadas exercem, a esquerda e a direita do trogo
que esta a ser analisado, s6 pode ser tangente ao trogo, porque uma corda flexivel como a
considerada so transmite forca de tracg¢do — a forga de traccao F.

Assim sendo, a forga que actua segundo y, direccdo inica do movimento possivel é, da
figura

F,=Fsen6,—Fseno6,

Se os angulos 6, e 0, forem garantidamente pequenos, o seno toma valores proximos da
tangente e pode escrever-se
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F,=F(tg6 —1gb,)

Por defini¢do de derivada, a tangente do angulo feito pela tangente a curva y(x) com o
eixo dos xx ¢ a derivada da fungdo y(x) no ponto. Desse modo

_p,0y) _9y
Fy_F[ﬁdxb 6x|AJ

As derivadas sdo parciais porque y ¢ fungdo de x e do tempo ¢. Entdo, se y for a massa
por unidade de comprimento da corda, a equagdo de Newton para o movimento segundo

yeé

0%y
7

Substituindo, fica

oy, 0Oy o’y
FI 22 220 = 4 Ax-
(6x|3 8x|A] # ot?

Fazendo Ax tender para zero, obtém-se, por defini¢do de derivada,

Fazy oy

o0x? —,Uy

que se pode escrever na forma

oy _m Py _,
ox* F 0t

Esta ¢ uma equagdo as derivadas parciais. A solug¢do j4 ndo ¢ uma simples familia de
fungdes parametrizada por constantes; € toda a classe de fungdes

y=¢x£vi)

formada por todas as fungdes cujo argumento € x #vt, com v > 0.
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Oy _0y da _0y
0ox Oa O0x O«

62_y 6 ay 6a
ox? 805 ox ax

Y_ %a_ %
ot oa ot o

3y_ 0o (8}/} da

ot* oOal\ot) Ot

'y udy
oa> F oa>

O que ¢ verdadeiro se

V' =F/u

Para a demonstracdo desta afirmag¢ao, considere-se o caso do argumento « = x + vt.

oy
6052

— 2 azy

oa?

Substituindo na equacao, resulta

Para o argumento x — v, obtém-se o mesmo resultado.

As fungoes do tipo

y = &x £vt)

chamam-se fun¢des de onda ou ondas. O movimento da corda ¢ um movimento em que

sao propagadas ondas.

Procure-se saber quando ¢ que a fung¢ao tem o mesmo valor; isso acontece em dois pontos
definidos por x; e x, em instantes ¢; e ,. Por exemplo, para o caso x + vz,

xX; t vt =x; +vip

ou

X =X
tl _tz
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A fung¢do, que tinha um certo valor no instante #; no ponto x;, tem o mesmo valor no
instante ¢, no ponto x,. Tudo se passa como se esse valor tivesse viajado de x; para x; no
intervalo de tempo de #; para t,. Entdo a constante v representa a velocidade de
propagacao da onda. Como v > 0 e t, > t;, ¢ necessario que x, < x;, ou seja, a onda
propaga-se no sentido negativo do eixo dos xx.

2.3 Onda harmonica

A classe de solu¢des que se encontrou € muito geral. A solugdo para o movimento da
corda ¢ qualquer funcao de x + v¢ (onda regressiva, no sentido negativo do eixo dos xx)
ou /e x — vt (onda progressiva, no sentido positivo do eixo dos xx).

Um resultado extremamente importante do estudo destas funcdes € o seguinte: qualquer
destas possiveis solucdes, qualquer onda, pode ser expressa como um integral duplo (em
w ¢ k) de solugdes ou ondas elementares, chamadas ondas harmonicas, do tipo

y=Acos(wttkx+09)

Mais uma vez, 4 e ¢ sdo dependentes das condi¢des iniciais do movimento. Sdo a
amplitude e a fase inicial na origem (t=x=0).
Esta solucdo ¢ uma sinusoide agora fungdo do tempo e da distancia.

Suponha-se que se fixa num ponto, isto &, faga-se x constante. O que se esta a fazer ¢ um
filme do que se passa no ponto x. Vem entdo que a solugdo ¢ do tipo de solucdo do
movimento harmoénico, com fase inicial —kx + 0.

y4 A-cos (-kx+8)

FA e
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Ao contrario, fixe-se, agora, um instante: a solu¢do ¢ agora uma sinusdide fun¢do de x.
Agora esta-se a tirar uma fotografia da onda:

y 4 A-cos (ot+3)

FA

A distancia entre dois pontos que instantaneamente tém o mesmo valor de onda chama-se

comprimento de onda, A. Na figura esta representada a distancia entre dois pontos em que

o valor ¢ zero. Matematicamente, €, para um mesmo instante ¢, € para o argumento x — vz,
rntowt—hko+o=wt—ke +0

ou

k(xg—xj) =2

Mas x, —x; = A, donde

A k chama-se numero de onda.

Repare-se que a onda harmonica ¢ de facto uma onda, pois pode exprimir-se na forma,
por exemplo para o sinal positivo,

y=Acos(wt+kx+9)= Acos{k(er%tJr%ﬂ

w L
Comparando o argumento x+;t com o argumento caracteristico da onda x + v,

conclui-se que
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w
y=—
k
Substituindo
27
0=—
T
P
k
vem
A
y=—
T

A velocidade da onda harmoénica ¢ o comprimento de onda a dividir pelo periodo, como ¢
evidente.

2.3.1 Sobreposicdo de ondas harmonicas

O principio da sobreposicdo diz que quando duas, ou mais, ondas se propagam num
mesmo meio linear, o deslocamento liquido do meio (a onda resultante), em qualquer
ponto, ¢ igual a soma algébrica dos deslocamentos de todas as ondas. Aplique-se este
principio a duas ondas harmoénicas que se propagam na mesma direc¢do num mesmo
meio. Caso ambas as ondas se propaguem no sentido positivo do eixo dos xx, com a
mesma frequéncia, mesmo comprimento de onda e a mesma amplitude, mas com fases
diferentes, e caso se exprima cada uma das ondas da seguinte forma:

v, = A-sen (kx —wt) e v, = A-sen (kx— ot — @)
entdo, a onda resultante é
y=y+y,=y = A~[sen (kx—ot)+sen (kx—a)t—¢)]

Atendendo ao facto de se ter uma soma de senos e aplicando a respectiva regra, pode-se
exprimir y da seguinte forma

el oot

Desta equagdo pode concluir-se que a onda resultante ¢ ainda uma onda harmonica e com
a mesma frequéncia e comprimento de onda das ondas individuais, sendo a amplitude
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¢

24 cos[éj e a fase 5 Caso a constante de fase for 0, entdo a amplitude resultante ¢ 24,

ou seja, as ondas estdo em fase e ocorre uma interferéncia construtiva; esta situacdo
corresponde ao caso em que os maximos € os minimos das duas ondas individuais
ocorrem nas mesmas posigoes. Se a constante de fase for z, entdo a amplitude da onda
resultante serd nula, situagdo em que ha uma interferéncia destrutiva; tal corresponde a
situacdo em que o maximo de uma onda coincide com o minimo da outra.

2.3.2 Ondas estacionarias

No caso de uma corda elastica em tensdo estar fixada em ambas as extremidades,
acontece a situagao em que as ondas progressivas reflectem-se nas extremidades fixas e
provocam ondas que se propagam na corda nos dois sentidos, isto €, a onda incidente e a
onda reflectida combinam-se de acordo com o principio da sobreposi¢do enunciado na
sec¢ao anterior.

Analisando a situagdo, chega-se a constatacdo de que existirdo pontos na corda que nunca
se moverao, chamados nds, e outros — a meio caminho entre dois nds — pontos em que a
amplitude do movimento serd maxima, os chamados anti-nds. A situacdo encontra-se
ilustrada na figura seguinte':

NaS A NTARY =7\ ANl e
e’ - NS L/ N S
s b ~
|

e

Os padrdes aqui representados denominam-se ondas estacionarias, pois esses padroes nao
se deslocam, quer para a esquerda, quer para a direita: os locais onde ocorrem os
minimos € os maximos sdo sempre os mesmos. Conclusdo: sempre que duas ondas
sinusoidais com a mesma amplitude e com o mesmo comprimento de onda viajam em
direc¢des opostas ao longo de uma corda esticada, a sua sobreposi¢ao origina uma onda
estaciondria.

A anélise de uma onda estacionaria faz-se combinando duas ondas harmonicas com as
equagoes descritas na sec¢ao anterior. Assim, tem-se

y(x,t)=y,(x,t)+y,(x,t) = A-sen(kx —wt) + A-sen(kx + wt)

Aplicando algumas regras trigonométricas, a equagdo anterior fica

! Retirada de [12].
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y(x,t)=2A-sen(kx)-cos(wt)

Esta equacdo nao descreve uma onda em movimento, pois nao esta representada na forma
das fungdes de onda, mas antes uma onda estacionaria.

A quantidade 24-sen (k x) pode ser vista como a amplitude da vibra¢do do elemento da
corda que esta situado na posi¢do x. Contudo, como a amplitude tem de ser sempre um
valor positivo e a fun¢do seno pode tomar valores negativos, toma-se como amplitude do
movimento na posi¢ao x, o médulo de 24-sen (k x).

Ao passo que numa onda movel a amplitude de vibragdo ¢ sempre a mesma para todos os
pontos, 0 mesmo ja ndo se passa numa onda estacionaria, onde a amplitude de vibracao
varia de acordo com a posicao. Neste caso, a amplitude ¢ nula para os valores de kx em
que sen (kx) = 0. Esses valores sdao

kx = nm, comn=0,1,2, ...

Substituindo & por 27/4 nesta equagdo, chega-se a
x:n%, comn=20,1,2, ...

Estas sdo as posi¢des de amplitude nula — os nds — para a onda estacionaria. De notar que
os nos adjacentes estdo separados de /2, metade do comprimento de onda.

Uma analise igual, mas para os pontos de amplitude maxima, pode ser feita. Assim, a
amplitude méaxima ¢ 24 e ocorre para valores de kx em que sen (kx) = +/. Esses pontos
sdo

kx= 72',%72’,%72’,...=(n+lj72' , comn=0,1,2, ...

1
2 2

Substituindo & por 4/2, como no caso anterior, obtém-se

1A o

xX=|n+—|—, comn=0,1,2, ... (anti-nos)
2)2

como as posi¢des em que a amplitude de vibragdo ¢ maxima (os anti-nds). Os anti-nos

estdo separados por /2 e situam-se a meio dos pares de nos.

Pode obter-se uma onda estacionaria numa corda em tensdo permitindo que uma onda
movel seja reflectida na extremidade final da corda de forma a que a onda viaje de volta
pela propria corda. Na figura seguinte' é usado um tunico impulso para descrever como
ocorrem essas reflexdes.

! Retirada de [12].
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No lado esquerdo da figura, a corda estd presa a uma parede, na sua extremidade
esquerda. Quando o impulso chega a parede, exerce uma for¢a no sentido ascendente no
suporte (a parede). Pela terceira equacdo de Newton, a parede ird exercer uma forca de
sentido oposto e de igual amplitude na corda, o que gera um impulso no suporte que ira
viajar de volta ao longo da corda no sentido oposto do do impulso incidente. Numa
reflexdo “dura” deste tipo tem de haver um nd no suporte, pois a corda estd presa nesse
ponto, pelo que os impulsos incidente e reflectido devem ter sinais opostos de forma a
que se cancelem nesse ponto.

No lado direito da figura tem-se uma corda amarrada a um anel que ¢ livre de deslizar
sem atrito ao longo de um tubo. Quando o impulso chega, o anel move-se para cima ao
longo do tubo, puxando a corda e esticando-a e produzindo um impulso reflectido com a
mesma amplitude e com o mesmo sinal do impulso incidente. Assim, numa reflexdo
“suave” deste tipo, os impulsos incidente e reflectido somam-se criando um anti-né no
extremo da corda: o deslocamento maximo do anel ¢ o dobro de cada um dos impulsos.

2.3.2.1 Ondas Estacionarias e Ressonancia

Considere-se uma corda presa em ambas as suas extremidades (por exemplo, uma corda
de uma guitarra). Suponha-se que se envia uma onda sinusoidal continua com uma dada
frequéncia ao longo da corda num dado sentido, por exemplo, da esquerda para a direita.
Quando a onda atingir o extremo direito, reflecte-se e comeca a viajar para a esquerda;
esta onda no sentido direita-esquerda ird sobrepor-se a onda que viaja no sentido
esquerda-direita. Quando atingir o extremo esquerdo ird reflectir-se novamente e
comegara a viajar para a direita, novamente, sobrepondo-se as ondas que viajam em
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ambos os sentidos. Resumindo, ¢ facil de ver que, num curto intervalo de tempo, se ira ter
um grande numero de ondas que se irdo sobrepor umas as outras. Existem certas
frequéncias em que a sobreposi¢cdo produz um padrao de onda estaciondria (ou modo de
vibracdo) com grandes nos e anti-nos, como se pode ver na proxima figura':

O /I/\( > |/\<><>(/

Cada uma das ondas estaciondrias ¢ produzida em ressonancia e a corda estd ressonante a
estas frequéncias, denominadas frequéncias de ressonancia. Se a corda vibrar a uma
frequéncia diferente de uma das frequéncias de ressondncia, ndo se gera uma onda
estaciondria e a sobreposi¢do de ondas viajando da esquerda para a direita e no sentido
oposto produzird apenas pequenas vibracdes da corda.

Para se explicar, matematicamente, a situacao descrita, considere-se uma corda presa nas
duas extremidades (dois ganchos, por exemplo) que distam entre si L. Note-se que tem de
existir um n6 em cada uma das extremidades, pois cada uma delas estd fixa e ndo pode
vibrar. O padrao mais simples que satisfaz estes requisitos ¢ o demonstrado na figura
seguinte’, alinea a), em que s6 ha dois nds (um em cada extremo da corda) e um Gnico
anti-no situado a meio da corda (forma um padrdo de um anel). Neste caso, uma metade
do comprimento de onda expande-se ao longo da distancia L, pelo que se tem, para este
padrao, 4/2 = L. Esta condi¢ao diz que caso as ondas que viajam para a esquerda e para a
direita formam este padrdo, entdo o seu comprimento de onda devera ser A = 2L.

,.._,_
-
]

\ /
s

No caso da alinea b), tem-se trés nés (um em cada extremo e um terceiro ndé a meio da
corda) e dois anti-nés (diz-se formar um padrao de dois anéis). Para que as ondas que

! Retirada de [12].
? Retirada de [12].
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viajam para a esquerda e para a direita formem este padrdo, o seu comprimento de onda
terd de ser A = L. Um terceiro padrao, ilustrado na alinea c) da figura anterior, com quatro
nods, trés anti-nods, trés anéis requer que o comprimento de onda das ondas que viajam
para a esquerda e para a direita seja A = (2/3)L. Esta progressdao poderia continuar
obtendo-se padrdes cada vez mais complexos, sendo que, em cada passo da progressao,
se aumentaria o comprimento de onda das ondas que viajam para a esquerda e para a
direita em A/2 a caber na distancia L. Assim, uma onda estaciondria pode ser gerada numa
corda de comprimento L por uma onda cujo comprimento de onda pode ser um dos
seguintes valores

em que v ¢ a velocidade das ondas mdveis na corda. Esta equacdo diz que as frequéncias
de ressonancia sdo multiplos inteiros da frequéncia fundamental, /' = v/(2L), que
corresponde a n = /. O modo de vibragao com essa frequéncia, mais baixa, ¢ denominado
modo fundamental, ou primeiro harmonico. O segundo harmoénico ¢ o modo de vibragdo
com n = 2, o terceiro corresponde ao modo de vibragdo com n = 3 e assim por diante. As
frequéncias associadas a estes modos sdo normalmente designadas por f;, f>, f3, etc. O
conjunto de todos os modos de vibragdo possiveis denomina-se série harmoénica, e a n
chama-se nimero harmonico do n-ésimo harmonico.
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3 Equacotes de Maxwell

3.1 Campos escalares e vectoriais

Um campo €, grosso modo, um ente fisico que toma diferentes valores em pontos
distintos do espaco. A posi¢do do ponto do espaco determina o valor do campo no ponto
a cada instante.

A grandeza fisica pode ser um escalar. Tem-se, entdo, uma fun¢do das trés coordenadas
do ponto. A temperatura duma sala ¢ em campo escalar.

O ente fisico também pode ser de natureza vectorial. As velocidades das particulas dum
fluido em movimento, por exemplo a d4gua, formam um campo vectorial. A cada ponto do
espaco (onde estd o fluido) esta associado um vector.

Os campos vectoriais podem ser representados por vectores, pelas tangentes, em cada
ponto, ao vector correspondente a esse ponto — as chamadas linhas de for¢a do campo —
ou por superficies a que estas linhas sdo perpendiculares — as superficies de nivel do
campo. Num campo escalar representam-se as superficies onde o campo € constante.

3.2 Gradiente de um campo escalar

Dado um campo escalar F(P, t) ¢ possivel, com algumas restrigdes matematicas que aqui
ndo serdo abordadas, definir um novo campo a partir dele, sendo este novo campo um
campo vectorial, chamado gradiente do campo escalar.

A cada ponto do espago, associa-se um vector que tem a direc¢do e o sentido segundo os
quais o campo escalar cresce mais rapidamente e o seu modulo ¢, justamente, o valor
desse crescimento, por unidade de comprimento. Esse vector ¢ perpendicular as
superficies de igual valor do campo escalar — as suas superficies de nivel.

F,

F,

o rad F
% s gradF = lirnE

F>F,

O gradiente de F ¢ calculavel directamente a partir de F; se 0 campo estiver expresso em
coordenadas cartesianas F(x, y, z, t) é
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gradF :a—F{ +a—F}+a—F/€
ox oy 0z

Como, ao longo de uma superficie equipotencial, F' ndo varia, definindo um vector
u tangente a superficie, tem-se

gradF |u =0

Logo, grad F tem de ser perpendicular a superficie de nivel que passa por P.

3.2.1 Operador Nabla

O operador nabla, V, ¢ definido por

g[0 00
Ox Oy Oz

logo

gradF =VF

3.3 Fluxo de um campo vectorial

Fluxo: “quantidade” que passa por uma superficie por unidade de tempo.

Exemplo: quantidade de 4gua que passa através de uma dada sec¢ao de uma conduta (por
exemplo) por unidade de tempo.

Suponha-se uma superficie S e defina-se uma superficie elementar A4S sobre ela. Seja n o
versor normal a 4S. Seja v um campo vectorial, por exemplo, o campo de velocidade de
agua.
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A quantidade v |n AS, obtida projectando v segundo 7, ou seja, a velocidade da agua,

na direc¢ao da normal e multiplicando pela area A4S, d4 o volume de 4gua que atravessa
essa superficie elementar por unidade de tempo.

Se se pretender saber qual o volume de agua que passa por unidade de tempo em toda a
superficie, ter-se-ia de considerar outras superficies elementares ¢ somar as quantidades
correspondentes.

Como a superficie considerada ¢ continua, considera-se uma superficie infinitesimal, dS,
e substitui-se, no limite, a soma por um integral, obtendo-se, desse modo, o fluxo do
campo v através da superficie S, ¢s.

g, =|[v i ds
N
A nocao de fluxo permite deduzir um campo escalar a partir de um campo vectorial.

3.4 Divergéncia

Suponha-se um ponto qualquer do espago, P, e considere-se uma superficie fechada, S,
que o contém. Chama-se divergéncia do campo vectorial no ponto P a:

ffv 17 ds

divv = lim =2
A0 AV

Por outras palavras, calcula-se o fluxo que sai através da superficie fechada que contém o
ponto (o simbolo ﬁ significa integragdo sobre uma superficie fechada) e divide-se pelo

volume limitado por essa superficie, 4V. Depois, calcula-se o limite deste quociente
quando o volume tende para zero. Isso equivale a considerar o fluxo através de
superficies cada vez mais apertadas englobando o ponto. No limite estd-se a calcular o
fluxo através de uma superficie que engloba a justa o ponto.

Se este limite, a divergéncia, for nulo, o ponto ¢ um ponto normal, por onde a agua
simplesmente passa. Isso significa que a agua que entra por um lado da superficie sai pelo
outro.

Contudo, se o limite ndo for nulo, o ponto ¢ divergente do normal, ou seja, tem
divergéncia ndo nula. Se for positivo, isso significa que estd a ser criada dgua nesse
ponto, ou entdo estd a ser introduzida do exterior. Se se pensar no espago que se estd a
estudar como uma banheira, o ponto ¢ uma torneira pontual. Se, ao contrario, a
divergéncia for negativa, a dgua esta desaparecer nesse ponto, ¢ um ralo.
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Entdo, a partir do campo vectorial inicial, definiu-se um novo campo escalar e a cada
ponto do espago esta associado um escalar, a divergéncia do campo vectorial.

A divergéncia pode calcular-se directamente a partir do campo vectorial por uma
expressdo matematica que se deduz directamente da definicdo. De facto, exprimindo o
campo vectorial em coordenadas cartesianas, vem

V(x,y,z,t,) = vx(x,y,z,t,)f+vy(x,y,z,t,)j'+vz(x,y,z,t,)l€

0
divi =2 2 P g5
ox 0oy Oz

3.4.1 Teorema de Green-Ostrogradsky

Um teorema muito importante € o teorema de Green-Ostrogradsky:

ﬁwﬁdszwdivwr/

N

Este teorema ¢ facil de entender a partir do exemplo da banheira (referido anteriormente,
podendo, mesmo, chamé-lo de “teorema das banheiras™); este teorema diz que a 4gua que
sai através da superficie S que limita a banheira (superficie fechada) ¢ igual a dgua que
entra pelas torneiras menos a que sai pelos ralos. Ha4 que contar a 4gua que entra ou sai,
que ¢ exactamente a divergéncia nesses pontos ou conjunto de pontos, e somar, ou, no
limite, integrar, a todo o volume V.

Dito em termos mais precisos, o teorema diz que o fluxo de um campo vectorial através
de uma superficie fechada ¢ igual ao integral da divergéncia do campo estendido ao
volume limitado pela superficie.

3.5 Circulagédo de um campo vectorial. Rotacional
Uma outra operacao sobre campos vectoriais que sera aqui abordada € a de circulacdo do
campo ao longo de uma linha. Esta operacdo ¢ semelhante ao integral de linha, ja

abordado.

Suponha-se uma linha L e defina-se um comprimento elementar 4» sobre a linha. Seja 7
o versor tangente a linha. Seja v um campo vectorial.

© 2005 Filipe Santos Moreira 39




Ondas (2EE) <

<

Ar

A quantidade v |7 Ar ¢é obtida projectando v na direccdo da tangente e multiplicando
pelo comprimento Ar. Esta quantidade da a circulacdo da agua, se v for o campo de
velocidade da 4gua, ao longo do comprimento Ar. Para calcular a circulagdo ao longo da
linha, haveria que somar estas circulagdes elementares e, no limite, integrar, obtendo-se

C,=[V|Fdr
L

A nocao de circulagdo permite definir, a partir do campo vectorial v, um novo campo
escalar.

Suponha-se um ponto no espago P e considere-se uma direc¢do definida por um versor
n . Considere-se uma linha fechada num plano perpendicular a 7, englobando o ponto P.

n

Define-se como componente de um vector, chamado rotacional do campo v, segundo 7,
como

_ fvlzdr
rot v | i = lim - ———
AS—0 AS

Calcula-se, assim, a circulagao do campo ao longo da linha fechada r, divide-se pela area,
A48, limitada pela linha L e obtendo-se o limite quando AS tende para zero. Isso equivale a
considerar linhas fechadas cada vez mais ajustadas ao ponto P.

Se o limite for nulo, isto ¢, se o rotacional ndo tiver componente segundo a direc¢do
definida por 7, isso significa que ndo ha circulag¢do na linha . Mas, se for ndo nulo, no
limite, quando a linha se fecha cada vez mais, isso significa que ha um vortice de um
redemoinho no ponto que tem componente segundo 7 e provoca rotagdo da dgua na
linha.
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Agora, estd-se a associar, a cada ponto, um novo vector e, portanto, a definir um novo
campo, o rotacional do campo inicial. Precisamente porque ¢ um vector, vai ter direc¢do
e sentido. Como a divergéncia pode ser entendida como dando a quantidade de 4gua que
entra ou sai, respectivamente numa torneira ou ralo, o rotacional pode ser entendido
como uma colher que provoca uma rotagdo da agua em torno de si propria. Naturalmente,
tem-lhe associada uma direccao e sentido, a ele e ao vortice que cria.

O rotacional também se pode calcular directamente a partir do campo vectorial. A partir
da definicao, deduz-se, para um campo expresso em coordenadas cartesianas

i j ok

~ |0 o 0
rotv=\— — —
ox Oy Oz

v, v, v,

em que o determinante deve ser desenvolvido segundo a primeira linha, ficando

_ (ov, Ov, ). (ov. 0Ov. ). (Ov, Ov, )~
rotv = Z— i—| —=—-——=|j+ -— k.
oy Oz ox 0z ox Oy

Atendendo a definicao de produto vectorial, ¢ imediato constatar que

rotv=Vxv

3.5.1 Teorema de Stokes

Existe um teorema que relaciona um campo vectorial com o seu rotacional, o teorema de
Stokes

§v|fdr=”mtv|ﬁds
S

O teorema entende-se bem pensando o que acontece numa chavena de café, sendo, por
isso, aceitavel chamar-lhe teorema das chdvenas de café. Suponha-se, entdo, que se
pretende calcular a circulagdo do café ao longo do bordo da chavena; quer dizer, o
percurso 7 ¢ o bordo da chavena. Entdo, tem de se contar as colheres que se metem na
chdvena. Contudo, nem todas as colheres ddo rotagdo como a que se quer. Se se
conseguisse meter uma colher como mostra a figura, em paralelo ao plano do bordo, e do
pires, ndo se conseguia a rota¢dao do café como o pretendido, por mais que se rodasse a
colher. Quer isto dizer que tem de se contar as “partes uteis” das colheres, a sua projec¢ao
na normal ao bordo da chéavena, rot v |7n. Contar significa, no limite, integrar a toda a
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superficie do bordo. E, assim, se obtém o fluxo de colheres, ou fluxo do rotacional,
através da superficie, ” rotv|ndsS.
N

Em termos matematicos, o teorema diz que a circulagdo de um campo vectorial ao longo
de uma linha fechada ¢ igual ao fluxo do rotacional do campo através da superficie
limitada pela linha.

3.6 Determinacéao de campos vectoriais

S6 hd duas maneiras de criar um campo vectorial: criando torneiras e/ou ralos, ou
introduzindo colheres. Pense-se, por exemplo, numa banheira cheia de dgua: s6 ha duas
maneiras de a por em movimento: uma € abrir uma torneira ou um ralo. As particulas de
agua vao, entdo, da torneira para o ralo. A outra maneira ¢ introduzindo uma colher e
rodando-a; as particulas de agua andam, entdo, a volta da colher em circuito fechado.

Dito de outro modo, s6 ha duas maneiras de criar um campo vectorial. Uma € criar pontos
de divergéncia ndo nula. Entdo, as linhas de for¢a do campo (as quais o campo ¢
tangente) vao dos pontos de divergéncia positiva para os pontos de divergéncia negativa.
Outra forma ¢ criar pontos com rotacional ndo nulo. Entdo, as linhas de forca do campo
sao fechadas sobre si. O campo definido apenas por pontos de divergéncia ndo nula,
chamam-se irrotacionais; os definidos apenas por pontos de rotacional ndao nulo,
chamam-se solenoidais.

Entdo, dar a divergéncia e o rotacional do campo vectorial, ¢ caracterizar,

completamente, o campo.

3.7 Operacdes sobre os campos

Dado agora um campo, escalar ou vectorial, varios outros campos podem ser derivados a
partir dos campos gradiente, divergéncia e rotacional.

Por exemplo, ¢ facil mostrar, aplicando as respectivas expressoes, que
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rot grad F =0
O teorema das chéavenas de café implica, imediatamente, que

§gradF|fdr=”r0tgradF|ﬁdS:0
S

C

A circulagdo do gradiente de um campo escalar ao longo de uma linha fechada ¢ sempre
nula. Isso implica que a circulagdo entre dois pontos quaisquer ndo depende do trajecto.

A A

C=0=C,+C,=0

ou
B A
.[grad Fds+jgradFds:O
A B
ou
B A
Jgrad F ds :—J.gmd F ds
A B
Mostra-se, até, que
B
IgradFds=FB -F,
A

Isto ¢, a circulagdo do gradiente do campo F do ponto 4 ao ponto B nido depende do
trajecto e € igual ao valor do campo F no ponto de chegada menos o valor do campo F no
ponto de partida.

Inversamente, se um campo vectorial tem circulagdo nula num percurso fechado ou, dito
de outra forma, ¢ irrotacional, entdo existe um campo escalar que ¢ gradiente, isto ¢
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—

rotv =0
ou

§917ds=0 = V=gradF

N

Geralmente ndo interessa, dado v, determinar F, mas sim o seu simétrico, que tem
significado fisico:

V=-F

ficando
v=—gradV

A V chama-se potencial do campo v .

Outra operacdo combinada, com interesse, €
div grad F

Atendendo a que

gradF = a—Ff+a—F} +a—F1€
Ox oy oz

ov
divﬁzavx + +8V

conclui-se, pondo v = grad F , que

O°F O°F O'F
+ +
ox®> oy oz’

div grad F =

Chama-se, a este novo campo, laplaciano do campo escalar /' e, usando o operador nabla,
pode escrever-se como

lapF= V’F
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Uma operacao idéntica pode ser definida sobre um campo vectorial; chama-se laplaciano
de um campo vectorial v, um novo campo vectorial, cujas componentes sdo 0s

laplacianos das componentes do campo inicial. Isto €, se v=v,i+v j+v.k,vem
- 2= 2.2 2.1 2.1
lapy =Vv =V i1+Vy j+Vv k
com

o’v. 0*v. o
_ + x L A

3.8 Campo Eleéctrico

Considere-se a situacdo em que ha duas cargas em dois pontos quaisquer do espaco,
distando de si uma distancia r. Essas duas cargas vao criar entre si uma forca, a forca
eléctrica, que sera de atracgdo caso as cargas sejam de natureza — sinal — contraria e sera
de repulsdo caso sejam de igual natureza. Essa forca sera exercida nas duas cargas.

A lei de Coulomb diz que

F'e= 1 _%'Zqzﬁ:ke.%'z%ﬁ
dre, r r

em que # & o versor da linha recta que une as duas cargas ¢; e ¢, k. ¢ a constante de
Coulomb e vale aproximadamente 9 x 10° Nm*C™.Caso estejam presentes mais de duas
cargas, entdo a forca eléctrica que serd exercida em cada carga, sera a soma de todas as
forcas eléctricas criadas por todas as cargas eléctricas.

F'emm] = ZFei = ke ng_;ﬁl

em que Q ¢ carga considerada. Se se dividir essa forca pelo valor da propria carga,
obtém-se a expressao de um campo criado pelas cargas no ponto onde esta a carga: o
campo eléctrico, que ¢ dado pela equacgdo

! Versor ou vector unitario
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E:i_k z

Como se comprova por esta equacao, o campo eléctrico, num dado ponto, ndo depende
da(s) carga(s) ai presente(s), mas sim das outras cargas “vizinhas” desse ponto; o campo
eléctrico ¢ um campo exterior a carga.

Devido ao sinal de O, o campo eléctrico, num dado ponto, pode ser contrario ou ndo a
forca eléctrica exercida nessa carga; se a carga for positiva, entdo a forca eléctrica e o
campo eléctrico terdo o mesmo sentido e a mesma direcc¢do; caso a carga Q seja negativa,
entdo a forga eléctrica exercida nessa carga tera a mesma direcgdo do campo eléctrico
nesse ponto, contudo o sentido sera o oposto.

Até agora, consideraram-se cargas cujas distancias entre si sdo relativamente grandes;
acontece que, muitas vezes, as cargas estdo muito juntas em comparagcdo com as
distancias aos pontos do campo; nessa situagdo, o sistema de cargas pode ser considerado
continuo, isto €, assume-se que o sistema de cargas muito juntas seja equivalente a uma
carga total distribuida continuamente num certo volume ou numa certa superficie.

Para calcular o campo eléctrico de uma distribuicao continua de cargas, divide-se a carga
em pequenos elementos, cada um com uma carga Aq, calcula-se o campo eléctrico criado
por essa carga e depois, aplicando o principio da sobreposi¢do, somam-se todos os
campos criados por todas as cargas, resultando

E=k, - lim i*._k jdq*

Agq;—0 ;

Na realizacdo destes cdlculos ¢ conveniente ter a no¢cdo de densidade de carga; caso a
carga Q esteja uniformemente distribuida por uma linha de comprimento /, entdo a
densidade de carga por unidade de comprimento, po;, ¢ dada por

0
Poi :7

Caso a carga esteja distribuida uniformemente por uma superficie de area S, entdo a
densidade de carga por unidade de area, pgs, € dada por

0
Pos :E
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Por fim, se a carga estiver uniformemente distribuida por um volume V, entdo a
densidade de carga por unidade de volume, p OV, ¢ dada por

0
Por :;

Caso a carga ndo esteja uniformemente distribuida numa linha, superficie ou volume,
entdo as densidades de carga correspondentes sao dadas por

Y _40 _ 40

Po =" Pos =g Por =y

onde dQ ¢ a quantidade de carga num elemento de linha, superficie ou volume.

3.8.1 Linhas do campo eléctrico

Uma forma conveniente de visualizar a configuragdo de um campo eléctrico consiste em
tragar curvas que tenham sempre, em, qualquer ponto, a mesma direc¢do do vector campo
eléctrico. Essas linhas, denominadas linhas do campo eléctrico, relacionam-se com o
vector campo eléctrico, £, da seguinte forma:

a) o vector campo eléctrico, E, é tangente, em cada ponto, a linha do campo
eléctrico que passa pelo ponto

b) o numero de linhas, por unidade de area, que atravessam uma superficie
perpendicular as linhas do campo, ¢ proporcional ao valor do campo eléctrico

na regido (isto quer dizer que, se E tiver modulo grande, as linhas do campo
estardo muito juntas e se o modulo for pequeno as linhas estardo mais
afastadas).

Se se considerar uma carga, ¢, entdo as linhas do campo eléctrico terdo o seguinte

N
/N

Esta imagem ¢ uma representacdo bidimensional; na realidade as linhas serdo radiais em
todas as direcgoes.

A

7K

v

No caso de g ser positiva, colocando uma carga, q;, positiva neste campo, esta serd
repelida pela carga ¢, pelo que as linhas dirigem-se para fora da carga. No caso de ¢ ser
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negativa, entdo a mesma carga positiva, g, ird ser atraida pela carga g, pelo que as linhas
do campo, neste caso, dirigem-se para a carga.

Em qualquer dos casos, as linhas sdo radiais e estendem-se até ao infinito.

As regras para tragar as linhas do campo eléctrico sao as seguintes:
c) as linhas dirigem-se das cargas positivas para as cargas negativas
d) o numero de linhas que sai de uma carga positiva, ou que se aproximam de
uma carga negativa, ¢ proporcional ao mddulo da carga
e) nao ha cruzamento das linhas do campo eléctrico.

3.9 Campo Magnético

O fendmeno do magnetismo era conhecido dos gregos, quando estes observaram que
certas pedras, actualmente denominadas de magnetite, atraiam pedacos de ferro.

O vector campo magnético B, analogamente ao campo eléctrico e a0 campo gravitico,
pode ser definido em funcdo da for¢a (de natureza magnética) exercida num corpo de
prova. A questdo ficard, assim, reduzida a definir qual esse corpo. A unidade do campo
magnético ¢ o Tesla (T).

Considere-se uma regido do espago em que nao existe qualquer campo eléctrico ou
gravitico; sO existe um campo magnético. As experiéncias com o movimento de
particulas carregadas electricamente, nessas regides, levaram as seguintes observagoes:

a) ha uma forga presente, a forca magnética, que € proporcional a carga g € ao
modulo da velocidade v da particula;

b) o modulo e a direccdo da forca magnética dependem da velocidade da
particula e da direc¢do e médulo do campo magnético;

¢) quando uma particula se move numa trajectoria paralela ao vector campo
magnético, a for¢ca magnética exercida sobre a particula € nula;

d) se o vector velocidade fizer um angulo € com o vector campo magnético, a
forca magnética actua numa direccio perpendicular a ¥ e a B; por outras
palavras, a for¢a magnética é perpendicular ao plano definido por ¥ ¢ B ;

e) a forca magnética exercida sobre uma carga positiva tem sentido oposto a
forca magnética exercida sobre uma carga negativa que se mova com O
mesmo vector velocidade;

f) se o vector velocidade fizer um angulo € com o vector campo magnético, o
modulo da forga magnética € proporcional a sen 6.

Estas observacdes podem resumir-se na seguinte equagao:

F,=q-VxB
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Esta forca tem a direccdo dada pela direc¢io de vx B, que, pela defini¢do de produto

vectorial, é perpendicular a v e a B ; o sentido da forca ¢, assim, dado pela regra da méo
direita (ou do saca-rolhas).

Na secc¢do anterior considerou-se que as cargas presentes no campo eléctrico estavam
paradas. Contudo, como elas vao estar sujeitas a uma for¢ca — a forca eléctrica, o mais
natural ¢ moverem-se; mesmo que, num dado ponto, a forca eléctrica seja nula, se a carga
ja estiver em movimento, entdo ela continuard a mover-se. Qual a consequéncia, se
alguma, desse movimento?

E 6bvio que, quando num campo eléctrico, a carga se mova e que a sua velocidade seja
“influenciada” pelo campo eléctrico. Por outro lado, ja se viu que uma carga em
movimento, quando em presenca de campo magnético, vai “sofrer” os efeitos da
existéncia desse campo. E, assim, natural que a presenca simultinea de um campo
eléctrico e de um campo magnético, também influencie o seu movimento. Quando tal
acontece, existe uma forca, a forca de Lorenz, que ¢ dada por

F, :q-([?+\7><l§)

3.10 Campo electromagnetico
3.10.1 Equacbtes de Maxwell

O campo electromagnético ¢ formado por dois campos vectoriais: 0 campo eléctrico € o
campo magnético. Sdo caracterizados definindo as suas torneiras (e ralos) e as suas

colheres, isto ¢, a sua divergéncia e o seu rotacional. As equagdes que fazem essas
defini¢des sdo as equacdes de Maxwell:

divE="L divB=0
&

. OB - - OE
rot E =—— rotB=u-J+¢-u—
o1 a ary

Nestas equagdes, p ¢ a densidade de carga e J ¢ a densidade de corrente. Se pm for a
densidade de carga mével e v for a velocidade dessa carga,

J=p,V

Por outro lado, a corrente que atravessa uma superficie € o fluxo de densidade de corrente
através da superficie:
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I;=|[Jiids
S

¢, a permissividade eléctrica e u, a permeabilidade magnética, sdo constantes
caracteristicas do meio onde se estudam os campos.

As equagdes de Maxwell podem, agora, ler-se de forma clara.

De divE=" , conclui-se, que os pontos de densidade de carga positiva sdo torneiras do
£

campo eléctrico e os pontos de densidade de carga negativa, os ralos. As cargas sao,
englobando uma caracteristica do meio — a permissividade eléctrica, ¢ — as torneiras e os
ralos do campo eléctrico.

foe . -~ OB .
Mas o campo eléctrico também ¢ criado por colheres. De rot E = TR conclui-se que a
t

derivada em ordem ao tempo do campo magnético ¢ colher do campo eléctrico.

O campo magnético nao ¢ criado por torneiras e ralos, pois div B=0. Nao ha carga
magnética equivalente a carga eléctrica. Mas ¢ criado por colheres. De

—~ = J) . . .
rotB=u-J+¢- ,uaa—t, conclui-se que hé dois tipos de colheres: a densidade de corrente

e a derivada em ordem ao tempo do campo eléctrico. O campo magnético so ¢ criado por
colheres, logo ¢ um campo solenoidal.

E usual definir dois novos campos a partir dos campos E e B, através das equagdes

D chama-se deslocamento eléctrico e H excitacdo magnética. Estas duas equacdes
dizem-se equagdes constitutivas. Uma terceira equagao relaciona, nos meios condutores,
a densidade de corrente com o campo eléctrico:

J=cE

em que o ¢ a condutibilidade do condutor. Esta equagao ¢ outra forma de exprimir a lei de
Ohm.

Com estes dois novos campos, as equagdes de Maxwell podem ser escrever-se:
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divﬁzp divB=0

ror =98 vor i =7+ 9P
ot ot

Repare-se que as constantes caracteristicas da matéria, ¢ e u, desapareceram das
equacoes.

Entretanto, temos estado a falar do que se passa num meio caracterizado por uns certos ¢
e u. As equagdes, no entanto, sdo validas nas fronteiras entre os meios e delas tiram-se as
seguintes equacdes de fronteira

Ein=Exy H; = H)

&2 M2

e Uy Dy, =D, By = By,

Ou seja, na fronteira de dois materiais, as componentes tangenciais de £ ¢ H sdo iguais
bem como as componentes normaisde D e B.

3.10.2 Situacdes Estacionérias
Uma parte importante do estudo do electromagnetismo ¢ o das situagdes estaciondrias.

Sao as situacdes em que o comportamento macroscopico nao € alterado no tempo. Assim
sendo, as derivadas em ordem ao tempo nas equacdes de Maxwell sdo nulas, ficando

divD=p divB=0
roth@ rotﬁ=j

O campo magnético, agora chamado magnetostatico, continua a ser solenoidal e o campo
eléctrico, agora chamado electrostatico, € agora irrotacional, isto €, s6 de torneiras e ralos.

O campo eléctrico, agora tendo rotacional nulo, ¢ gradiente de um campo escalar.
Tomando o simétrico, como visto atras, vem

—

E=-gradV

A ¥ chama-se potencial eléctrico ou tensdo eléctrica e, tal como visto anteriormente,
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A
Vy=V,=[E|ds
B

, /951 . 5 .
Os teoremas das “chavenas de café” e das “banheiras™ podem aplicar-se aos campos.

Aplicando o teorema das banheiras ao campo eléctrico, tem-se
ﬁmﬁds=jjjydideV=mpdV=Q
S

onde Q ¢ a carga total no volume. Esta ¢ a lei de Gauss, que diz que o fluxo do
deslocamento eléctrico através de uma superficie fechada € igual a carga total no volume
definido pela superficie.

Aplicando ao campo magnético, conclui-se que

g1§|ﬁd5=mdivéd1/=o
S

Aplicando o teorema das chavenas de café ao campo eléctrico, obtém-se

§E|7 ds=[[rot E|ii dS =0
K S

O mesmo teorema aplicado ao campo magnético resulta em

§H |7 ds=[[rot H |ii dS =[[ ] |7i dS =I,
s S S

em que / ¢ a corrente total que atravessa a superficie limitada pela linha. Esta ¢ a lei de
Ampere que diz que a circulagdo do campo excitacdo magnética ao longo de uma
superficie fechada ¢ igual a corrente que atravessa a superficie limitada pela curva.

Das equagoes de Maxwell € possivel retirar as expressdes dos campos criados por uma
carga pontual:

" Teorema de Stokes.
? Teorema de Green-Ostrogradsky.
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Para o campo eléctrico resulta

Se se tiver um volume carregado com densidade p, entdo o campo criado pelo volume ¢ o
integral dos campos criados por cargas elementares p dV'.

= 1 _
E=ff] L Lava,

P

Qﬁ’

Daqui pode passar-se para o campo criado por uma corrente num circuito

Esta expressao para o campo B ¢ a lei de Biot-Savart.
E possivel determinar as for¢as que estes campos vectoriais criam.

A forga provocada pelo campo eléctrico sobre uma carga g €
F=q-FE

O campo magnético so actua sobre outra carga g se ela tiver uma velocidade v
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F=q-VxB

Este capitulo ja tinha sido abordado anteriormente, mas aqui fez-se uma abordagem mais
analitica do que tinha sido entdo descrito.

3.10.3 Situacéo Geral

A situagdo geral ¢ mais complexa, embora muitos dos resultados anteriores sejam ainda
validos. As equagdes de Maxwell nos campos £ e B sdo, entdo,

divE=" divB=0
&

- OB - - OE
rot E =—— rotB=u-J+¢&-u—
o1 H ary

Uma forma de abordar o problema ¢ a seguinte: pegue-se na equacao

rot E = _G_B
ot

Aplique-se o rotacional aos dois membros da equacdo

rot rot E = rot[— G_BJ
ot

Isto ndo foi tratado aquando do tratamento de operagdes multiplas, mas ¢ facil mostrar, a
partir das respectivas expressoes, que

rot rot E = grad div E—V*E

Por outro lado, o lado direito da igualdade pode escrever-se como

A equagdo fica, entdo

grad div E-V’E = —%mt B
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Substituindo das equacdes de div E e rot B, pelas obtidas nas equagdes de Maxwell,
vem

P 2m 0 - OF
rad | L |-V E=-| u-Tve u=
& [a} az(” ”atJ

que pode ser escrito na forma

P

VzE—g-,ua E =lgradp+,u6—J
£ ot

ot?

Aplicando o operador rotacional a equacao que define rot B, encontra-se

23

V’B-¢-u

:—,u-rotj

t2

Estas duas equagdes governam o comportamento dos campos £ e B, e representam as
equacdes de radiagdo e propagacdo dos campos eléctrico e magnético.

Agora nio se ira trata-las com esta generalidade, embora isso seja feito mais tarde. Estas
sdo equagdes que regem desde o comportamento de circuitos com correntes variaveis no
tempo até aos campos electromagnéticos que a partir de ai se projectam no espago e que
constituem, como se vera, ondas electromagnéticas. Para j4, vai ser abordado o problema
da propagacgdo destes campos no espaco longe dos circuitos que os criaram, nao sendo
abordado, portanto, o problema da radiacdo e das antenas.

3.10.4 Propagacdo de ondas electromagnéticas no vazio

As equagdes ficam, entdo, uma vez que no vazio ndo ha cargas ou densidades de
correntes (p=0¢ J =0),

E facil ver como ¢ que os campos se propagam. De facto, as equagdes de Maxwell ficam,
na auséncia de cargas ou correntes na forma
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divE=0 divB=0

rotE:—a—B rotézg-,ua—E
ot ot

Os dois campos sdo, agora, ambos solenoidais. A propagagdo dos campos da-se porque a
derivada em ordem ao tempo de cada um vai sendo a “colher” do outro.
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4 Ondas electromagnéticas

4.1 Onda electromagnética no vazio

As equagdes dos campos eléctrico e magnético no vazio, como visto anteriormente, sao
dadas por

- 0°E
VE—¢- =0

”atz

- 0’B
V’B-¢- =0

”aﬂ

Atendendo a definicdo de laplaciano de um vector, vé-se que estas duas equacdes
vectoriais se transformam em seis equacdes escalares:

szx—g-ya;ix =

VzEy—g-ya;iy =0

VzEz—g-,uﬁaztE;Z =0
€

V’B, —¢ ya;f; =

V’B, —¢ ya;iy =

Vsz—g-ya;iz =0

Desenvolvendo os laplacianos, as equagdes escrevem-se

© 2005 Filipe Santos Moreira 57




Ondas (2EE) 0%

O’E, O°E, O’E O’E
2x + 2x + Zx _g.ﬂ 2x :O
ox oy o0z ot
O’E, O°E, O'E 0’E
o "oy o T HGe 0
X y z
O’E. O°E. O'E. O’E.
+ —&- =0

+
ox oy o0z -~ HMap

c
0’B. 0°B. 0°B 0’B
o "oy o FH e 0
0°B. 0*B. 0°B 0°B
o Ty Tan SHGa 0
x % z
0’B. 0*B. 0°B 0’B
o "oy oz M 0

Sdo seis equagdes de onda semelhantes a equacdo que se viu, a uma variavel, para uma
corda vibrante:

82y
0x?

82y
ot?

_uy
F

Agora, cada uma das equagdes € a trés variaveis. Viu-se que, no caso de uma variavel, a
solu¢do pode ser expressa como um integral duplo de solugdes elementares, chamada
onda harmonica do tipo

y=Acos(wttkx+09)

Agora pode-se dizer que qualquer solucdo de cada uma das seis solugdes escalares pode
ser expressa como um integral quadruplo (em k,, k,, k. e t) de solu¢des elementares do
tipo, por exemplo, para a componente E,

E =E,cos(wttkxtk, ytk z+0y)

Chama-se a esta solugdo, uma onda plana monocromatica, OPM.
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Definindo um vector K , vector de onda
K=ki+k,j+kk

e sendo o vector de posicao do ponto dado por
F=xi+ yj' +zk

pode-se escrever a OPM na forma

E =E,cos(wt+K|F+6,)
E, =E,cos(wt+K|F+5,)

E.=E,cos(wt+K|F+5,)

B, =B,cos(wt*K|F+y,)
B, :BYCOS(a)ti]Z|I7+l//Y) .

B.=B,cos(wt£K|F+y,)

Primeiro vai-se confirmar que a OPM ¢ solucdo e quais as condi¢des a imporaw e a K.
Tal vai ser feito para a componente E,, sendo as conclusdes validas para as outras
componentes.

A equacao ¢

O’E, O°E, . O’E, O’E,

+ 0
ox’ 8yt o022 -~ Mor

E,=E,cos(@t+K|F+5,)=E,cos(wttkxthk ytkz+5,)

Tome-se, por exemplo, a solu¢ao com o sinal negativo. Entao,
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aaEx =—E,sin(@t—K|F+68,)- (k) =k, -E, sin(@t—K|F+5,)
X

O’E, 2 - 2

P =—k -E,cos(wt—-K|r+6,)=—k -E,

Da mesma forma, concluir-se-ia que

Por outro lado

OE
ot

=—E, sin(wt-K|F+8,) (0)=-w-E,sin(@t—K|F+5,)

O0°E

8;2X =—w*-E,cos(wt—K|F+5,)=-w"-E,

Substituindo na equagao, vem
~k'E,~kE,~k’E +e-p-0E =0

Dividindo por E,, a equacao ¢ satisfeita pela OPM se
e =k’ +k’+k’

w 1

K e u
onde K ¢ chamado de niimero de onda, o modulo do vector de onda K , € w a frequéncia
angular.

K=k’ +k +k’

A onda plana monocromadtica pode ser representada, tal como foi feito com a onda
O . ~ 1 .
harmoénica a uma dimensao na corda, na forma complexa’, vindo

"' Ver seccdo 2.1.4.
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E =E, .ej(wt—lz\iﬂix)
E :EY .ej(wt—ﬁ\ﬂ—éy)

E.=E, .ej(wt—l?\ﬂéz)

B =B, /(@K y)
B =B, _ej(wt—lﬂﬂwy)

B = BZ ‘ej(ff)t—lz\?ﬂ//z)

Sabe-se, ja, que para encontrar 0os campos reais tem que se projectar os complexos no
eixo real, isto €, tomar os co-senos dos argumentos das exponenciais.

Inclusive, pode representar-se a solugao fasorialmente

E = EX ‘ej(—13|7+5x)

X

. ej(—kva)

&
I
=

. ej(—lﬂm‘z)

&
I
txy

N

. ej(—lzlfwlx)

s~
I
o]

-

— B .o/ K
Y

B =B, .o/ CKIFvz)
= zZ

z

Sabe-se, agora, que para calcular o campo real, num certo instante, ¢ preciso multiplicar o
fasor por €, rodando de um angulo w? e achar os co-senos.
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Note-se, também, que fasorialmente ¢ possivel simplificar a nota¢do. De facto, em todos
aqueles fasores ha uma parcela comum, e /"

definir um fasor vectorial

. Entdo, para o campo eléctrico, se se

- iox 7 oy 5 s L
o=E, - eMi+E, e’ j+E, ek

[

pode escrever-se, para o campo todo,

E = Eo e
Da mesma forma, fazendo

Eo =B, ,e_/wX;JrBY ,e_/wyj+BZ ek
resulta

E = Eo e

A OPM propaga-se no espaco; interessa saber qual a superficie cujos pontos tém, no
mesmo instante, os mesmos valores do campo. Basta considerar as seis equacdes
escalares como se escreveram ao principio para entender que essas superficies de igual
valor do campo, chamadas frentes de onda, sdo dadas por

wt - K |¥ = constante
ou, para 0 mesmo instante,
K |7 = constante

Esta situagdo corresponde a que se verifica na figura seguinte:

=

Atendendo a figura, vé-se que para que K |7 seja constante, entdo a projeccdo de 7 em

K tem de ocorrer no mesmo ponto; tal s6 € possivel para todos os pontos pertencentes a
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um plano normal a K, isto €, a frente de onda ¢ plana. A onda plana monocromatica diz-
se plana justamente por isso. Diz-se monocromadtica porque envolve uma unica
frequéncia (uma Unica cor no espectro visivel, como se vera a seguir).

A onda propaga-se, portanto, na direc¢do definida por K e as frentes de onda, em que os
campos E e B da onda tém, em cada instante, o mesmo valor, sdo planas
perpendiculares a K.

Ha, também, relagdes entre os vectores do campo eléctrico £, do campo magnético B e
do vector de onda K, que serdo vistas adiante.

Mais uma vez, tal como na onda harmoénica da corda vibrante, é possivel definir o

comprimento de onda, 4, com marca¢do segundo o eixo segundo o qual a onda se
propaga, através de

e a velocidade da onda é
A o
yV=—=—
T k

Atendendo ao resultado encontrado atras

1

Veu

vé-se que a velocidade de onda ¢

@
k

Para os ¢ e u correspondentes ao vazio, nomeadamente &, e x4y, constata-se que a
velocidade ¢ de 300 000 km's™, a velocidade da luz, designada por ¢, que ¢ uma onda
electromagnética, isto &,
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Véo Mo

As OPMs podem ser expressas na forma complexa como

c= =3x10°m-s".

— j(ot—k.x—k,y—k.z+5y) 2
E — E 'e] x y z
X

i(wt=kx—k,y—k,z+6y) " j(wt—k x—k,y=k.z+5,) 1
i+E, ¢ ks LR e A

(t—k x—k, y—k, 24y ) 2 (wi—k x—k,y—k,z+yy) A i(wt—kx—k y—k.z+y,)
B:Bx_e/( WXk, y zr//x)l+By_ej( x—kyy ZWY)]-i-BZ-ej( WXk, y zufy)k
As equagdes de Maxwell sdo

diszB divB=0
&

- - oF
rot E =—— rotB=u-J+¢-u—
o1 H Y

Substituindo, por exemplo, a OPM na equagao do rotacional de E, fica, por um lado

i J k
rotE:VxEq’:i 9 9
ox oy 0z
E. E, E.

em que

j(ot—kx—k,y—k.z+5y)
E =E, ¢ hrk
X X
E _E .ej(wt—kxx—kyyszerﬁy)
y Y

E —-E .ej(a)t—kxx—k},y—k:erﬁZ)
z 'z

Como a operagao de derivar, para E,, corresponde a multiplicar por —jk,, vem

i Ji k
rot E=VxE=|-jk, —jk, —jk,
E. E, E.
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A operacdo de derivar para E, corresponde a multiplicar por —jk, e para E. corresponde a
multiplicar por —jk..
Atendendo a defini¢cao de produto vectorial, pode escrever-se
rot E=— J- KxE
Por outro lado

a_é— '.a)
ot /

Substituindo na equacao de Maxwell

roth—Z—lj
vém
—j-KxE=—j-w-B
ou
KxE=w-B

Fazendo o mesmo para as outras equagdes de Maxwell, resulta

=i

|ID=0 K|B=0

o

KxE=0-B KxH=-w-D

Destas equacdes, conclui-se que os vectores K , E e B formam um triedo directo, ou
seja, os campos £ ¢ B sdo perpendiculares a K , existem no plano que constitui a frente
de onda e sdo tais que rodando E para B, um saca-rolhas d4 a direc¢do de K .

plano de onda

(oo T}
: oS!

[
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Faz, entdo, sentido fazer uma mudanga de eixos das coordenadas. O eixo dos zz passa a
coincidir em direc¢do e sentido com o vector de onda K . De notar que as frentes de onda
sdo planos paralelos a K .

Entao,

— A

K=kk

isto €, o vector de onda s6 tem componente segundo o eixo dos zz. Por outro lado, os

campos £ e B sO tém componentes segundo os eixos dos xx e dos yy (e essas
componentes s6 variam com z).

Os campos reais tém, entdo, componentes

E =FE,cos(wt—kz+6,)
E, =E,cos(wt—kz+6y)

B =B,cos(wt—kz+y,)
B,=Bycos(wt—kz+y,)

Na forma complexa

_ Jjot—kz+6y)
E =FE,-e §

_ Jj(ot—kz+6y)
E =E,-e !

€
B = BX _ej(a”—kZHVx)
X
B = BY .ej(wl*kZ“//y)
y
Finalmente
E =E, .ol Fetdx)
=X
E = EY .o/ k)
=y
€
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B =R ,ej(—kHWx)
=x X

— J(=kz+yy)
B, =B,-e ’

ou, definindo os fasores de vectores

A

— Jox Joy
o =E,-eVi+E,-e’]

[t

B — Jvx? Jvy
B,=B,-e/""i+B,-e’""j
vem

E Eo e

—jkz

B

By-e

4.2 Polarizagdo de ondas electromagnéticas

A equagdo do campo eléctrico pode ser re-escrita da seguinte forma
E:EX el (7 + de’? e

ou ainda
E(Z) =E, e’ % .(f+Aej¢j)e—jkz

em que

a4t
EX

p=0, -6y
A polarizagdo de uma onda EM ¢ definida pelos valores de 4 e @ descritos nesta
equacdo. De seguida irdo ser estudados varios tipos de polarizagdo caracteristicos. De
notar que o produto E, -e’°* é uma constante, pelo que, para efeitos de determinacio da
polarizacao da onda EM, se pode escrever

E(z)=(i+4e” je’™
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4.2.1 Polarizacéo linear segundo o eixo dos xx

Neste caso tem-se A = 0, ficando
E (z,0)= Re{e‘jkz el }: cos(wt —kz)

Neste caso os campos eléctrico e magnético irdo ter o seguinte comportamento:

Este tipo de polarizacdo diz-se linear segundo os xx, pois sO existe campo eléctrico
segundo o eixo dos xx e comporta-se como uma linha nesse eixo, vista do eixo dos zz.

4.2.2 Polarizagao linear fazendo um angulo de 45° com o eixo dos xx

Agora, tem-se A = 1 e @ = (0 rad, vindo
E(z)=(+))e’™
E (z,0)= Re{e"kz e’ }= cos(wt —kz)
E (z,t)= Re{e*’kz el }: cos(wt —kz)

O vector campo eléctrico, E(7,7), forma 45° com o eixo dos xx e dos yy e tem por
modulo e argumento

\/COSZ(a)l—kZ)—i-COSZ(a)l—kZ) = \/E-cos(a)t—kz)

arg E(F,1) = arctg(l) =45°

O comportamento dos campo eléctrico e magnético esta representado na figura seguinte:
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Como se pode observar, o campo eléctrico descreve uma recta que faz um angulo de 45°
quer com o eixo dos xx, quer com o eixo dos yy. Com @ = 0, tem-se @, = P,.

4.2.3 Polarizacéo circular a esquerda

Nesta situacdo, tem-se 4 = [ ¢ @ = /2 rad, vindo o campo eléctrico
=, s oa T _jkz
E(z)=|i+j-e? e

Ficando

E_=cos(wt—kz)

E, :cos(a)t—kz+%j:—sen (wt—kz)

E(F,t) = yJcos* (@t —k z) +sen* (w1 —k z) =1
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O modulo do campo eléctrico € constante. O argumento €
arg E(7,1) = —arctg [tg(a)t —kz)] =kz—-wt

Visto segundo o eixo dos zz, na posic¢do inicial, isto €, para z = (), ou para posi¢des em
que kz seja multiplo de 2z, o campo eléctrico tera o seguinte comportamento:

Como se pode constatar, o campo eléctrico descreve uma circunferéncia no sentido dos
ponteiros dos reldgios; esta-se na presenca de uma polarizagdo circular a esquerda.

Visto a trés dimensdes, o seu comportamento ¢ o seguinte:

4.2.4 Polarizacédo circular a direita

Esta situagdo ¢ em tudo idéntica a anterior, s6 que agora o desfasamento entre a
componente segundo o eixo dos xx e dos yy é de -90°, ou seja, 4 = [ ¢ @ = -7/2 rad.
Nesta situagdo a expressao do campo eléctrico fica

E(z)= (f + - e’2 ]eﬂ”
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Ficando

E_=cos(wt—-kz)

E, :cos(a)t—kz—%J =sen (wt—kz)

E(F,t) = yJcos* (@t —k z) +sen’ (w1 —k z) =1
O modulo do campo eléctrico € constante. O argumento €
arg E(F,0)=wt—kz

Visto segundo o eixo dos zz, o campo eléctrico terd o seguinte comportamento:

Como se pode constatar, o campo eléctrico descreve uma circunferéncia no sentido
contrario ao dos ponteiros dos reldgios; esta-se na presenga de uma polarizagdo circular a
direita.

4.2.5 Polarizacéo eliptica a esquerda

Considere-se o caso em que 4 = 2 ¢ @ = /2 rad. O campo eléctrico vira, entao,
E(z)= [f +j2e2 jeﬂ‘z

Ficando
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E_ =cos(wt—-kz)

E, :2cos(a)t—kz+£j:—2sen (wt—kz)
2

E@#, )= \/cosz(a)t—kz)+4sen2(a)t—kz)

Visto segundo o eixo dos zz, o campo eléctrico terd o seguinte comportamento:

X
wt=0
ety SR
//// \\\
AN
wt=mn/A/ \
< T« jwt=3m9
y AN 7/
N P
\\\ _ -
wt=r

Como se pode verificar, a campo eléctrico descreve uma elipse no plano xy rodando no
sentido dos ponteiros do relogio. Estd-se na presenca de uma polarizagdo eliptica a
esquerda.

4.2.6 Polarizacdo eliptica a direita

Considere-se o caso em que 4 = 2 ¢ @ = -7/2 rad. O campo eléctrico vira, entao,
E(z)= [ZA +7 2e 2 jejkz

Ficando

E_=cos(wt—-kz)

E, =2cos(a)t—kz—%j:2sen (wt—kz)

E(F,t) = cos* (@t — k z) + 4sen* (ot —k z)

Visto segundo o eixo dos zz, o campo eléctrico terd o seguinte comportamento:
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X
wt=10
P v
/// \\\
// \\
wt=3/2/ \/
< /'\: =;C()t:7l'/2
y \ /
AN /
N 7
\\\ ///
wlt=7

Como se pode verificar, a campo eléctrico descreve uma elipse no plano xy rodando no
sentido dos ponteiros do reldgio. Esta-se na presenca de uma polarizacdo eliptica a
esquerda.

4.3 Energia e vector de Poynting

Considerem-se as seguintes duas das equacdes de Maxwell:

. OB

rot £ =—u—

arY
rotﬁ=j+€a—E — jzrotfl—ea—E
ot ot

O produto interno E | J representa a energia por unidade de volume.

Nos condutores, tem-se jc =o-E,peloque E|o-E=0-E*, 0 que d4 a lei de Joule.
Desenvolvendo o produto interno,

E|J=E|mtﬁ_g.é|g_f

Por outro lado, tem-se
div(@xb)=b |rotd—a|roth
div(ExH)=H |rotE—E |rot H

pelo que fica
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E\jzﬁ|r0tE—div(Ex1:I)—g~E\g—E
t

=—u- H|8—H—g E]——dzv(ExH)

2 2
__MOHT & OF i (Ex i)
2 ot 2 ot

Aplicando um integral de volume a ambos os lados desta equagdo, vem

jﬂ( & jdVer(dw(ExH))dV——M(Eu)dV

Aplicando o teorema de Green-Ostrogradsky, vem

m( H2+— &-E jdV+j':§((ExH)|n)ds__m(E|J)dV

ou
ﬁ((Eanﬁ)dS:—%mG-ﬂ-Hz +%~5~E2jdV—j”(E]j)dV

em que o produto externo ExH da o vector de Poynting, S , 1sto €,

S=ExH

Pode entdo escrever-se

jf?@(ﬁm)dsz_%we.ﬂ.;ﬁ +%.5.E2jdV—J.£J.(E|j)dV

O termo do lado esquerdo desta equagdo representa o fluxo de energia através da
superficie fechada S que contorna o volume ¥V, enquanto que o primeiro termo da direita
da equacdo representa a taxa de variagdo da energia armazenada nos campos eléctrico e
magnético dentro do volume V. No caso de todas as fontes se encontrarem fora do
volume V, o terceiro termo ¢ uma perda 6hmica. O termo da fonte € o vector de Poynting

que compreende a fluxo de entrada da energia. Pode, entdo, escrever-se
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S 0 1 1
- 2 2 2
ﬁ(sm)ds =—m —u-H*+=-¢E dV+j”(a-E v
L o939 2 2 )
termo fonte; entrada de taxa de incremento de energia eléctrica energia dissipada
energia devido as fontes e magnética no volume V' por calor

exterioresa V'

Quando as fontes se encontram dentro do volume V, o terceiro termo deve conter o termo

da fonte. E e J, quando representam fontes estdo em direcgdes opostas. Assumindo que
ndo ha perdas dentro do volume ¥, a equagdo do balango energético vem

jﬁ(E;J)dV:‘ﬁ(ﬁ\ﬁ)ds +%MG-#~HZ+%-5-E2}W

%/_/
termo fonte fluxo de saida de taxa de incremento de energia
energia do volume V' armazenada no volume V'

Por ultimo, atendendo a que
F=J,+].

pOdC Ie-C€SCrever-se

([[E\Dav =[[[E|Tpdv+[[[-EHdv

4.4 Ondas em meios condutores

Recordem-se as equagdes de radiagdo e de propagagdo dos campos eléctrico e magnético:

E 1 0J
VE-¢- =—grad p+ py—
ﬂ&tz 8g P ”at

5=

V2E—5~ya B ——,u-rotj

t2

Nos meios condutores, sem fontes de cargas, tém-se as seguintes relacdes:

pelo que se pode escrever
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. 0’E OF
VE-¢- =u-oc
Horr # %%
. O*E OFE
VE-¢- —u-o—=0
”aﬁ a ot
(]
- _
Vzé—g-,uaf:—,u-arotﬁz,u-aa—lg
t ot
- 0B OB
V'B-¢- —u-oc—=0
ﬂ@tz a ot
OF OB

O efeito dos termos de perda, /I-O'a— e ,u~0'a—, nas equacdes anteriores ¢ atenuar a
t 4

onda em propaga¢do, pois a energia ¢ retirada da onda para fornecer as perdas por
aquecimento 6hmico no meio. Quando este termo € pequeno, por exemplo, num meio
dieléctrico de baixas-perdas, em que ¢ = (), a onda sofrera uma pequena atenuagao do tipo
exponencial & medida que se propaga no meio. Por outro lado, quando as perdas por
condugdo sdo grandes, o » I, a atenuagdo exponencial serd tdo rapida que quase nem se
pode falar em propagagdo: ¢ mais uma difusdo no meio. Quer se trate de difusdo ou de

propagacio depende dos dois ultimos termos da equagio para o E, que pode ser
identificado com a corrente de deslocamento e com a corrente de condugao através de:

viE— 4 J+22 |0
ot
7 ~ D,
em que J ¢ a corrente de condugao e a7 ¢ a corrente de deslocamento.

Num meio em que a corrente de deslocamento predomine (e se possa desprezar a corrente
de conducdo), entdo o campo magnético ¢ produzido pela corrente de deslocamento,
ficando

oD >
rot H=—— e VE-—u-¢ =
ot Hesp
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No caso contrario, isto ¢, se a corrente de conducdo for predominante e a corrente de
deslocamento desprezavel, sendo a propagacdo caracterizada por uma equagdo de
difusdo, entdo fica

rotH=J e VzE—,u-O'E:O

Esta equacdo ¢ conhecida como a equagdo de corrente-eddy, pois ¢ da mesma forma da
equacdo para a densidade de corrente, J. Dado que J=0-E, a equagio que rege o
comportamento da corrente ¢é:

Vg0l 0.
Py

Mostrou-se que num meio em que a corrente de condugdo predomine (num condutor), o
campo electromagnético obedece a uma equacdo de difusdo, enquanto que num meio em
que a corrente de deslocamento predomine (num dieléctrico) o campo electromagnético
obedece a uma equacao de onda.

Procure-se uma solugdo do tipo mono-frequéncia (OPM). Decompondo nas componentes
segundo o eixo dos xx e dos yy, vem

0°E OE
VE —¢- = o —=
! H ot? H ot

c
0’E OE
VE —¢&- Y —yo—2
yTEH G TG,

com E_.=E, e/ ¢ E =E, -e’”" vem, por exemplo, para E,, que s varia com z,

O°E,

822 _g.lu.jz.a)z.Ex =ﬂo']a)Ex

ou

2
X

0z*

+gﬂa)2Ex_ﬂo-]a)Ex:0

Definindo uma permissividade complexa do tipo
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* e
£ ;9[1—]—)
w-&

e dividindo toda a equagao por e

jot

, resulta

2
X

0z*

+o’u-gE, =0

Esta ¢ a equagiio de um movimento harménico que se pode por, fazendo f° =’ - u-&",

O’E
aTZX'FﬁZ'EX :0

e ¢ satisfeita pela funcao
E,=E -’
De facto, substituindo, resulta

O,

e =—j-B-Ey, e Pz
O’E 4 .
asz =j*- B’ ‘E, e =_p? ‘Ey e IP?

0 que, substituindo, fica
~pEy e+ pE, e =0 (confirmado)
S € um numero complexo que se pode colocar na forma
P=k-ja
ficando, entdo,
EX — EX0 _e—j(/f—.iot)Z — EXO .e % _e—JﬂZ
€ para o campo

_ Lz j(ot-kz)
E =E, -e e

© 2005 Filipe Santos Moreira

78




Ondas (2EE) 0%

Esta equacdo representa uma OPM de amplitude decrescente, em que o ¢ a constante de
atenuagao e k ¢ o numero de onda.

De notar que num dieléctrico, tem-se %) e« 1 pelo que se tem

O’E ,
a—;+ﬂ2 E =0 e E ,=E, -/
z

2 2 , . . . .
em que f° = w” e (0 que estd coincidente com o que foi apresentado anteriormente). De

igual modo, num meio altamente condutor, ou seja, % o 1, vem

0’E o
a zx_ja).o-.lu_Ex:O e Ex:EXO_e—z/é_ej(wt—kz)
V4
cm que
s__ 1L _[ 2

e ¢ conhecida por profundidade de penetracdo no condutor. Para z = d, a amplitude reduz-
se de um factor de //e. Como J pode tomar valores muito pequenos para condutores
muito bons, mesmo a baixas frequéncias, a onda decresce exponencialmente muito
depressa a medida que se propaga no meio, sendo mais caracteristico de uma difusdo do
que uma propagac¢ao, o que, mais uma vez, esta de acordo com o exposto anteriormente.

4.4.1 Impedancia caracteristica de um meio

A razio entre os modulos do campo eléctrico e do campo intensidade magnética da a
impedancia caracteristica de um meio, #, isto ¢

=1 Q)

Este valor pode ser obtido a partir do seguinte:

Considere-se a equagao

. O H
ot E=—yuy——
”at

Atendendo as expressdes obtidas para E e para H , tem-se
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roth—j;ra)-IjI
simplificando

0z

Atendendo a expressio obtida para E , vem

Ho—ﬂ

- U
Pelo que se pode escrever
_E_ou
H p
No vazio, f é real, e tem-se

Ry ”0 1207 ~377Q

E
i H W& - ,uo

Num meio dieléctrico com perdas baixas, tem-se

“H f (ﬁ‘"@”mj

Aqui, como ¢ = (), entdo n* = .

Num meio condutor, tem-se

E 7 Noxy?, N[O 1
=—=|—=]——=0+)),|——
I, 1/5* \/ - (1+7) o

4.4.2 Onda num meio qualquer

Neste caso define-se a permissividade complexa da seguinte forma:
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Esta permissividade pode ser entendida como

Ey=E—J&'
ou
Oy =0+0-&'
A
tg = a+a)'8'
@-&

chama-se tangente de perdas ou factor de dissipacao.

4.5 Reflexdo de OPMs por um condutor perfeito

45.1 Incidéncia normal

A componente segundo os xx €

X

E =E1X 'ej(a)t—kz) +E; .ej(a)t-%—kz)

correspondentes a onda incidente e reflectida (repare-se o sinal positivo em kz o que
indica uma onda que se propaga em sentido contrdrio a onda incidente com sinal

negativo).
Na fronteira, ou seja, em z = (), tem-se

EX

o =(Ey+Ey)-e™ =0
E, =-E
O coeficiente de reflexao, 7, ¢ dado por

EV
r=2&-_
EX

ou seja, ha reflexdo total.

(das condigdes fronteira)
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A equacgao da componente segundo os xx pode, entdo, escrever-se da seguinte forma:
_ i —jkz jkz jot
EX—EX-(e —e )-e
Aplicando a relagdo de Euler para o seno, vem

E. =-2jE -sen(kz)-e’”

e o valor instantaneo ¢ dado por
E_=2E' -sen (kz)-sen(wt)

0 que representa uma onda estacionaria.
Adoptando um procedimento idéntico para H,, chegar-se-ia a solugdo

i

H _ 2 -cos (kz)-cos (wt)

X

4.5.2 Condicgbes na fronteira entre dois dieléctricos

Uma onda que viaje num meio e incida num dieléctrico vai ser parcialmente reflectida e
parcialmente transmitida para o dieléctrico. Neste caso tem-se as seguintes relagdes:

E,=Ep
H;; =Hp;

Na figura seguinte, k¥ é um fasor, com toda a generalidade, k , sendo em geral um
complexo.

L M1

&2 U2

As equagdes fasoriais dos campos incidente, reflectido e transmitido, sdo
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E,(F)=E, -7
E,(F)=E,-¢"""
E(F)=E, -’
As condigdes fronteira sdo independentes do tempo, pelo que se pode escrever
(E.(0,9,2)+ E,(0,7,2)}, = {E,(0,3,9)},.,
Para todo o ponto (y, z) da fronteira, x = 0, pelo que

=k vk z iy Ik y= ik 2 _dn ikyyjk 2
i€ L, -e ang € ang

Para ser independente do ponto, deve ser

—

Pode-se, entdo, afirmar que k,, k, e k, sdo complanares, num plano normal ao plano de

separagao.

Rodando os eixos, vem

VYN

Donde se tiram as relagdes
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k. =—k, cos(6,)i +k, sen (91.)]2
k. =k cos(6,)i +k sen (0,)k

k, =—k, cos(6,)i +k, sen (6,)k

Definem-se k; € k> como

ky :‘Ei‘: k, = O\ H &
ky = ];t SO\ H, &,

Atendendo a que kiz = kr__ = kt_, , tiram-se as seguintes relagdes:
De k, =k, sen(f)=sen(0,) = 6,=0,
De kiz = ktz , k,-sen(8,)=k, -sen (0,)

ou seja,

sen (6,) _k, _ a)'\/ﬂz'gz _\//"2'52 "V

sen () k wo-Ju-e  AJue v

Esta ¢ a lei de Snell para a refracgao.

4.5.3 Leis de Snell
O indice de refraccao de um dado meio, n, ¢ dado por

n=+e

pelo que nos casos em que u; = uy, pode se escrever a lei de Snell do seguinte modo:

sen(@i): ﬂl"gz:,ul’\/g:\/g:”_z
sen(0,) g meE e o

Atente-se as seguintes figuras:
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A X
- _ 2 2
3 - < ky =~k +k;
,i— 1 kr
en | i
> Z
&2 U2
A X
k. ~
A
en 1 .
&2 U2 E
Na situagao seguinte, k, > k;:
A X
,i— 1 kr
&1, Ui i
V4
&2 U2

donde se tira

ky >k, — e, >\Jpe, ou vi>v, — 0,<6,

A seguir representa-se o caso em que k; > ky:
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Agora, tem-se

k, >k, — \/,ul'gl>\/,u2~52 ou v,>v, — 0 >80,

Um caso particular de interesse, ¢ o caso em que ha reflexdo total; neste caso, o angulo
do segundo meio € 90°, isto ¢, 8, = 90°, ficando

1
1
en

Matematicamente, fica
k, -sen(6,)=k,
em que . ¢ o chamado angulo critico. Tem-se ainda

kZ

sen (6.) = T
1

Um outro caso de interesse ¢ quando a incidéncia ¢ normal a fronteira entre os dois
meios, isto €, 6; = 0. Na fronteira, z = 0, tem-se

E\+E] =E!

H,+H,=H,
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pelo que se pode escrever

1+I'=7¢
e
1-r=";
7,

em que I é o coeficiente de reflexdo (definido na seccdo 4.5.1) e 7 é o coeficiente de
transmissao e define-se como

,ﬁ
Il
I |

Resolvendo as duas equagdes anteriores simultaneamente, fica

F: 772 _771
m+n,
c
2.
r=—2"
n,+m

em que 7 ¢ a impedancia caracteristica do meio.

4.5.4 Campo evanescente

Quando o angulo de incidéncia ¢ maior que o angulo critico, isto €, quando 6; > 6., vem

k, =Jk2 —k? =\Jk2 —k? -sen’(6)

Como, neste caso, k, -sen (6,) >k, , fica

k, =+j\ki-sen*(0)—k: =+ja,

Substituindo na equagio fasorial de E,, vem
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S B k) B ke kv B gk i) B ke tax
Et(]"):Et.ej'X :Et,efhz.ejrx :Et'ejhz.e] J%, :Et.e_]_,z.e ty

A solugao limitada ocorre quando k, =—ja, , em que se tem

Campo
evanescente
&1, U1
&2 U2
_—
amplitude
do campo

4.6 Ondas transversais

As condicdes fronteira impdem ainda relagdes entre as amplitudes de £,, E, ¢ E,.
Para as encontrar, vai decompor-se a onda incidente de polarizagdo arbitraria em duas

componentes, uma de polarizacdo ortogonal e ao plano de incidéncia (plano dos k)e
outra de polarizagdo paralela, somando-se, depois, os efeitos.

46.1 OndasTE

Sdo ondas de polarizacdo normal ou transversal ao plano de incidéncia (dai o nome
Transversal Eléctrica).

v

Sem perda de generalidade, pode-se por

= —Jj(ky x+k.z) 7
E,(F)=e J
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o que equivale a fazer

E,(7)=(0,.0)

As ondas reflectida e transmitida, também polarizadas segundo ;, vém

E,(F)=E

”

—jlk, x+k.z)
. e x

e U —J(k; x+k z) 7
Et (I") - EV e

Como s6 ha componente segundo os yy, pode escrever-se

E,(F)=E, e "
E()=E, ¢

onde E, e E, sdo fasores, constantes complexas, do tipo

Tem-se, entao,
™ o= —j ki x
Ei (r) =e

Er(?)ZR-e_jk"*x i

ot

Et (7_;) =T e_jkl"x

A partir de
- |
H=——KxE
- U
Defina-se
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RE) = % coeficiente de reflexdo
77 = % coeficiente de transmissdo

entdo obtém-se

b

(~k, k—ki)e " e
- U *

() -
H(7) =2, k—k e et
o-u "

H,(7)=——(h, f—k Dy
- U

Impondo a condi¢do de igualdade das componentes tangenciais, vem, para x = 0,

I1+R=T (do campo eléctrico)

_ k, + R k. =— d k, (do campo magnético)

X IX
- H -t -,

Atendendo a que

kix :er
fica
Lki -(l—R):th -T
/7 My
k
l—R="t. i p
ki,
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1+R=T
l—R=—t.t.p
kl /u2
tira-se
|
R(TE): luz k:
l+ﬂ.k’
ﬂZ kl
T(TE)= 2
44
/u2 kl

46.2 Ondas TM

Neste caso, a polarizagio ¢ paralela ao plano, portanto ¢ H,(F) que é normal, ou
transversal (dai o nome Transversal Magnética).

v

Por dualidade

EFE—H
H—E
u—e
&— U
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Toda a onda que encontra objectos ou fendas de dimensdes superiores ao comprimento
de onda pode ser parcialmente analisada em termos de raios: € o campo da Optica.
Fendémenos que envolvem objectos ou fendas de dimensdo do comprimento de onda
exigem tratamento rigoroso; o mesmo acontece nos fendmenos de interferéncia.

4.7 Espectro electromagnético

As ondas electromagnéticas propagam-se no vazio e no ar a uma velocidade de 3 x 10
ms'. A gama de frequéncias das ondas electromagnéticas vai desde as “baixas
frequéncias” — utilizadas nas comunicagdes radio — até as altas-frequéncias que se
encontram nos raios X ¢ Gama.

Ao conjunto de frequéncias das ondas EM chama-se espectro electromagnético,

representado na figura seguinte:
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Frequéncia, Hz
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Para uma melhor ideia do significado do espectro, atente-se a tabela seguinte:

Espectro electromagnético

Comprimento de onda (M) Frequéncia (f) Designagdo Utilizagdo comum
Comunicagao radio a
30 km 10* Hz VLF distancias longas
Comunicagdo submarina
3 km 10° Hz Ondas Longas
30 m 10’ Hz = 10 MHz Ondas Curtas
30 cm 10’ Hz =1 GHz UHF TV, radar
3cm 10 GHz Ondas Centimétricas | Satélite, radar
0,3 cm = 300 pm 10" Hz
3 um = 3000 nm 10" Hz Infravermelhos,
espectro molecular
700 nm 4,2 x 10" Hz L
40 nm 7.5 10" Hz .
30 nm = 300 A 10" Hz Ultravioleta,
espectro atomico
300 pm 10" Hz Raios X
<3 pm 10* Hz Raios y
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4.8 Antenas

As equagdes de radiacdo e de propagacdo dos campos eléctrico e magnético j4 foram
vistas na sec¢do 3.10.3 ¢ sdo:

- 0’E 1 0J
VE-¢- =—grad p+ pyu—
Hor ~ 8Py,
-
Vzé—g-ygf :—,u-rotj

Estas equagdes descrevem o comportamento dos campos eléctrico € magnético aquando
da sua propagacao para pontos no espaco longe dos circuitos que os criaram. Quando tal
nao acontece esta-se perante o problema de antenas, que ¢ abordado nesta secgao.

Como se viu anteriormente, as ondas electromagnéticas sdo geradas como consequéncia
de um de dois efeitos: ou a partir de um campo magnético variavel que produza um
campo eléctrico ou a partir de um campo eléctrico variavel que produza um campo
magnético. Torna-se, entdo, claro, que nem cargas estaciondrias, nem correntes
constantes sdo capazes de gerar ondas electromagnéticas. Quando uma corrente que
circule num condutor variar no tempo, entdo o condutor ird emitir radiagdo
electromagnética. O mecanismo fundamental responsavel por essa irradiacdo € a
aceleragdo de particulas carregadas, isto €, sempre que uma particula carregada sofre uma
aceleracdo, entdo irradia energia.

Uma técnica comum para acelerar particulas carregadas, consiste em aplicar uma tensao
nos condutores de uma antena, sendo a fonte das ondas de radio emitidas pelas antenas
das estacdes radio-emissoras.

. 1 . ~ Jor] .
A figura seguinte ilustra a producdo de uma onda electromagnética através das cargas
oscilantes de uma antena:

! Retirada de [8].
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Neste caso ligam-se duas hastes metalicas a um gerador de corrente alternada, o que ira
provocar a oscilacdo das cargas entre as duas hastes, sendo, neste caso, a tensdo aos
terminais do gerador, sinusoidal. No instante inicial, isto ¢, em ¢ = 0 s, a haste de cima
tem uma carga positiva maxima enquanto que a haste de baixo tem uma carga igual mas
negativa. Também estad representado o campo eléctrico nas vizinhangas da antena nesse
instante. Quando a carga oscila, as hastes ficam menos carregadas, fazendo com que o
campo nas vizinhangas das hastes diminua de intensidade, enquanto que o campo
eléctrico gerado no instante inicial se afasta das hastes. Quando as cargas se neutralizam,
como se pode ver na alinea b) da figura, a campo eléctrico fica também nulo; tal ocorre
passado um quarto de periodo de oscilacao. Continuando o processo, de seguida a haste
superior aumenta a sua carga negativa, até atingir um maximo, ficando, nesse instante, a
haste inferior com a carga positiva maxima, originando um campo eléctrico dirigido de
baixo para cima, como se pode ver na alinea c) da figura. Este instante ocorre meio
periodo depois de iniciado o processo. A seguir, ocorre um processo inverso, até se
atingir a situagdo em que a haste de cima fica com a carga positiva maxima e a de baixo
com a carga negativa maxima, isto €, volta-se a posicao inicial — situacdo descrita na
alinea d) da figura. Neste instante decorreu um periodo de oscilagdo, seguindo-se,
posteriormente, uma repeticao de todo este processo.

Do que foi descrito, pode concluir-se que foi gerado um campo eléctrico que se foi
afastando (propagando) das duas hastes, pelo que se diz que estas formam uma antena.
Perpendicularmente ao campo eléctrico, e a0 mesmo tempo, ¢ também criado um campo
magnético, através de um processo analogo. Esta-se, entdo, na presenga de uma fonte dos
campos eléctrico e magnético, ou seja, da radiagdo electromagnética.

Um processo inverso, mas analogo, ocorre quando as hastes “estdo no caminho” de uma
onda electromagnética: aos seus terminais ter-se-4, entdo, uma tensdo alternada, de
acordo com o campo electromagnético da onda (a antena deixa de ser uma “torneira”,
para passar a ser um “ralo” do campo electromagnético).
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5 Fibras opticas

5.1 Introducéao

O grande interesse na comunicagdo por fibras Opticas surgiu em 1960 com o
aparecimento do laser, que permitiu uma fonte Optica coerente. Como as frequéncias
opticas se encontram na ordem dos 5 x 10'* Hz, o laser dispde de uma capacidade de
informacdo tedrica que excede a dos sistemas de micro-ondas por um factor de 10°, ou
seja, aproximadamente 10 milhdes de canais de televisao.

Contudo, o ar ndo se mostrou um bom meio de transmissdo para a tecnologia Optica,
como para as micro-ondas, devido as limitagdes que esse canal — o ar — impde por causa
da chuva, da neve ou das poeiras que inviabilizam um sistema Optico que seja rapido e
barato. Ja as fibras oOpticas fornecem um canal muito mais fidvel e versatil. H4 um
pequeno sendo: ¢ que para que tal suceda € necessario que o vidro empregue seja
extremamente puro, isto ¢, ndo pode conter um elevado nimero de impurezas, pois tal
introduz uma atenuacdo elevada no sinal. De facto, com a purificagdo do material
empregue, reduziram-se de tal forma as perdas numa fibra dptica até ao ponto em que se
tornaram possiveis os sistemas de comunicagao Opticos.

O desenvolvimento e aplicacdo dos sistemas de fibra optica cresceu da combinagdo da
tecnologia de semicondutores, que fornecem as fontes de luz e os fotodetectores
necessarios, e a tecnologia de guias-de-onda oOpticas. O resultado foi o estabelecimento de
um circuito com varias vantagens sobre os sistemas de cobre, tais como:

— Baixa perda na transmissdo e grande largura de banda: as fibras dOpticas tém
perdas de transmissdo menores e larguras de banda maiores que os fios de
cobre, o que significa que os sistemas de cabo de fibras oOpticas podem
percorrer grandes distancias, diminuindo o numero de fios € o nimero de
repetidores necessarios para estes dominios; esta reducdo de equipamento e de
componentes diminui o custo do sistema e a sua complexidade;

— Tamanho e peso reduzidos: o baixo peso e as reduzidas dimensdes (espessura
de um cabelo) das fibras oferecem uma clara vantagem face aos pesados, e
“espacosos” cabos de fios nas condutas de grandes cidades densamente
populosas ou em sistemas montados nos telhados; esta questdo também ¢
importante nos avides, nos satélites e nos navios, onde cabos pequenos e leves
sdo claramente vantajosos, € em aplicacdes militares, em que sdo necessarias
grandes quantidades de cabos;

— Imunidade a interferéncia: um aspecto particularmente importante das fibras
opticas diz respeito a sua natureza dieléctrica; esta caracteristica permite guias-
de-onda oOpticas imunes as interferéncias electromagnéticas (EMI), tais como
os picos de fios transportadores de sinal e os relampagos; também assegura
liberdade quanto aos efeitos dos impulsos electromagnéticos (EMP), com
particular interesse nas aplicacdes militares;

— Isolamento eléctrico: como as fibras Opticas sdo construidas em vidro, que ¢
um isolante eléctrico, ndo € necessario preocupar-se com anéis de terra,
crosstalk de fibra para fibra e os problemas das interfaces dos equipamentos
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sdo simplificadas; também as torna particularmente atractivas em meios de
risco, pois as fibras ndo originam arcos nem faiscas;

— Seguranca do sinal: ao usar uma fibra Optica, o grau de seguranca de dados ¢
grande, pois o sinal dptico estd bem confinado dentro da guia-de-onda (com as
eventuais emanagdes a serem absorvidas por um revestimento opaco da fibra),
0 que torna as fibras atractivas em aplicacdes em que a seguranca da
informacao seja importante, como em redes bancarias, de computadores ou de
sistemas militares, por exemplo;

— Abundancia de matéria-prima: a principal matéria-prima é o vidro que ¢ feito a
partir da areia, que ¢ abundante e barato; o principal factor de encarecimento
da fibra é o processo de purificagdo necessario para obter vidro muito puro a
partir da areia.

As primeiras aplicagdes dos sistemas de transmissao de fibra dptica foram para as troncas
de linhas telefonicas; actualmente usam-se RDIS (voz. fax, comunicacdo de dados,
servicos de difusdo de servigos audio e video). As taxas de transmissao vao desde os 1,7
Gbps (nas troncas telefonicas) até aos 10 Gbps (para RDIS de banda larga).

A detecgdo coerente oferece melhorias significativas na sensibilidade dos receptores e na
selectividade do comprimento de onda sobre a deteccdo directa e permite o uso de
equalizagdo electronica para compensacgdo dos efeitos de dispersao dos impulsos Opticos
na fibra. As aplicagdes incluem LANSs, anéis de assinantes e distribuicdo de televisao.

5.2 Nocéo de circuito 6ptico

Um circuito optico tem, basicamente, os seguintes elementos:

TRANSMISSOR

Entrada I Circuito ~ Fonte de luz

) Condicionador

Y
I
\\\%I

- ] ff
"; Fibra
ACOPLADOR OU (] optica
REPETIDOR SEPARADOR OPTICO /
]
Receptor
f optico
Circuito Sinal luminoso
electronico . s
Sinal eléctrico
Transmissor
]
/ RECEPTOR
4 pom e REETR
] I
7 ! |
] . : Saida
Amplificador m Foto Recuperador I
LIPS optico £ detector Sinal ’
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Os elementos chave do circuito sd@o o transmissor, que consiste numa fonte de luz e os
circuitos apropriados para converter o sinal eléctrico num sinal luminoso apropriado, um
cabo que oferega proteccdo mecanica ¢ ambiental as fibras Opticas contidas no seu
interior e um receptor que consista num fotodetector, amplificador ¢ um recuperador
(restaurador) do sinal eléctrico. Podem existir varios componentes adicionais, tais como
ligadores (acopladores), divisores de sinal, agrupadores de sinal e repetidores. O cabo de
fibra optica ¢ um dos elementos mais importantes num circuito optico, pois, para além de
proteger as fibras de vidro durante a instalacdo e ao longo da utilizagdo, podem conter
fios de cobre para alimentar os repetidores que sao necessarios para amplificar e restaurar
o sinal periodicamente, quando os circuitos cobrem grandes distdncias. O cabo contém,
normalmente, varias fibras cilindricas, da espessura de um cabelo, cada uma sendo um
canal de comunicagao independente.

Tal como os cabos de cobre, a instalagdo dos cabos de fibra optica pode ser aérea, em
condutas, submersa ou enterrada no solo. Como resultado das limita¢des de fabrico e/ou
instalacdo, os comprimentos de cabos individuais podem ir de algumas centenas de
metros até centenas de quilometros; as questdes praticas, como o peso do cabo ou a
largura da conduta, por exemplo, determinam o comprimento que terd uma unica sec¢ao
de cabo: as distancias mais curtas tendem a ser usadas em condutas, enquanto que as
distancias maiores sdo para uso em aplicagdes aéreas ou enterradas no solo.

A linha de transmissdo de longa distancia completa ¢ formada pela divisdo ou conexao
destas secc¢oes individuais de cabo.

Uma das caracteristicas principais das fibras Opticas ¢ o facto da sua atenuagdo ser em
funcdo do comprimento de onda utilizado, ou, por outras palavras, a mesma fibra
apresentar diferentes atenuagdes para comprimentos de onda diferentes, como se pode ver
a seguir:

Inicialmente, a tecnologia fazia uso exclusivo da banda correspondente com
comprimentos de onda dos 800 aos 900 nm, pois as fibras feitas na altura apresentavam
uma curva com atenua¢do minima nesta regido; esta regido ¢ muitas vezes referida por 1*
janela. Ao aperfeigoar o fabrico das fibras, tornou-se possivel a existéncia de fibras com
atenuacdes muito baixas na faixa dos 1100 aos 1600 nm, sendo esta largura de banda
espectral normalmente designada de regido de comprimentos de onda grandes. Nesta
regido definem-se duas janelas, estando a 2* janela centrada a volta dos 1330 nm e a 3*
janela a volta dos 1550 nm. Os investigadores continuam a estudar novos tipos de
materiais para as fibras, com baixas atenuagdes na banda dos 3 a 5 um.
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Apos se instalar o cabo, langa-se um sinal com uma determinada poténcia optica a partir
de uma fonte de luz que seja compativel, em termos de dimensdes, com o nticleo da fibra.
Os LEDs e os lasers sao fontes de luz adequadas, pois a sua saida luminosa pode ser
modulada rapidamente alterando a sua corrente.

Apo6s se introduzir a luz na fibra, o sinal Optico vai se atenuando e distorcendo com o
aumento da distancia devidos aos efeitos de difusdo, absor¢do e dispersdo. No extremo de
recepcao o sinal optico atenuado e distorcido que sai da fibra vai ser detectado por um
fotodetector. A concepgao do receptor ¢ mais complexa, pois tem de amplificar e refazer
o sinal degradado pelo receptor.

Por vezes, o sinal optico percorre uma determinada distancia e torna-se necessario a linha
amplificar e refazer o sinal. Um repetidor 6ptico consiste num receptor € num transmissor
colocado em ambos os extremos. A sec¢do do receptor detecta o sinal dptico e converte-o
num sinal eléctrico, que ¢ amplificado, refeito e enviado para a entrada eléctrica da
seccdo de transmissdo; esta ird converter este sinal eléctrico num sinal Optico e envia-o
pela guia-de-onda da fibra dptica.

5.3 Tipos de fibras opticas

Uma fibra optica trata-se de uma guia-de-onda de luz em “vidro”, que ira propagar a luz
numa direc¢do paralela ao seu eixo, constituida por duas camadas sobrepostas: o nticleo
(a camada interna) e a bainha (a camada externa), como se pode ver na figura seguinte:

' NUCLEO BAINHA

A funcdo do nucleo ¢ transportar a informag¢do em forma de luz. A bainha tem como
funcdo reduzir a dispersao, melhorar a forca (resisténcia) mecanica, impedir o nicleo de
absorver contaminadores que poderiam entrar em contacto com o nucleo; por estas
razoes, a bainha torna-se util, mas nao ¢ indispensavel.

Os materiais constituintes da fibra optica apresentam indices de refrac¢ao diferentes, isto
¢, o indice de refracg¢dao do nucleo, n;, ¢ diferente do indice de refraccao da bainha, n;.
Normalmente, tem-se n, < n;, em que

no=""= o =1207 0

V.Df 770

Os materiais constituintes do ntucleo e da bainha sdo materiais dieléctricos, de modo a se
aproveitar a baixa atenuagao no seu seio.

A propagacdo da luz dentro de uma guia-de-onda pode ser descrita em termos de um
conjunto de ondas electromagnéticas chamadas modos. Cada modo consiste num padrao
de linhas dos campos eléctrico e magnético que se repete ao longo da fibra em intervalos
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iguais ao comprimento de onda. A propagacdo ao longo da fibra s6 ¢ possivel a um
determinado numero discreto de modos; estes modos sdo as ondas electromagnéticas que
satisfazem a equacdo de onda na fibra e as condi¢gdes de fronteira nas superficies das
guias-de-onda.

Normalmente, a substancia utiliza-se para fabricar a fibra 6ptica ¢ o dioxido de silicio; a
variagdo do indice de refrac¢do ¢ feita através da adicdo de substincias dopantes. A
seguir apresentam-se a variacdo do indice de refrac¢do como funcdo das substancias
dopantes:

n
A
1.48T
GeO
P205
1.46-_ \
8203
1 44 F . . >
il é i 1' Concentragdo das
substancias dopantes
(mol%)

Como se pode verificar a adi¢do de GeO; ou de P,Os aumenta o indice de refraccao,
enquanto que o aumento de B,O3 ou de F o diminui. Como o nticleo tem de ter um indice
de refraccdo menor, exemplos das composi¢des da fibra seriam:

Nucleo de GeO,-SiO,; bainha de SiO,
Nucleo de P,0s5-S10,; bainha de SiO,
Nucleo de SiO,; bainha de B,05-Si0,
Nucleo de SiO,; bainha de F-SiO,

b s

A notacao utilizada indica que, no caso de GeO;-Si0,, se trata de um vidro (didéxido de
silicio) dopado com GeOs.

As variacdes na composicao do material de nticleo dao origem aos dois tipos de fibras
. . 1
mais comuns, mostrados na figura seguinte :

! Retirada de [7]
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Meonomade step-index fiber

No primeiro caso o indice de refrac¢do do nucleo € uniforme e ocorre uma mudanca
brusca na fronteira com a bainha; este tipo de fibra designa-se step-index (indice em
degrau); no ultimo caso, o indice de refrac¢ao do nucleo ¢ feito de forma a variar com a
distancia radial ao eixo da fibra: sdo as chamadas fibras de graded-index, ou (indice
gradual). Ambos os tipos de fibras podem divididas nas classes de mono-modo (s6
permitem a propagacdo de um modo) ou de multi-modo (permitem a propagacdo de
varios modos).

As fibras multi-modo apresentam varias vantagens quando comparadas com as mono-
modo, nomeadamente ¢ mais facil incidir a poténcia dptica na fibra devido ao seu maior
raio e como tal podem ser usados LEDs, em vez de lasers, como fontes Opticas (o que ¢
vantajoso devido as caracteristicas dos LEDs face aos lasers). A principal desvantagem ¢
a ocorréncia de dispersdo inter-modal: quando se incide um impulso optico na fibra, a
poténcia Optica distribui-se por todos os modos; cada modo viaja pela fibra com
velocidades ligeiramente diferentes, o que significa que os modos que viajam na fibra
chegam em instantes ligeiramente diferentes ao extremo de recepgdo da fibra, o que faz
com que os impulsos se espalhem no tempo a medida que viajam pela fibra. Este efeito, a
dispersao inter-modal, pode ser atenuado usando um perfil de indice gradual no nucleo, o
que permite as fibras de indice gradual terem uma maior largura de banda (com maior
capacidade de transmissdo) do que as fibras de indice em degrau.

5.4 Propagacéao nas fibras opticas
A propagacao ¢ feita no interior do nucleo, através de multiplas reflexdes na fronteira de

separagdo entre o nucleo e a bainha. Na figura seguinte pode constatar-se 0 mecanismo
de propagacao, visto longitudinalmente.
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R <— EIXO

a) Estrutura Cilindrica b) Secgdo Transversal

Bainhan, <n I I

Bainha n, <n
¢) corte longitudinal d) perfil do indice de
refracgdo

Os raios irdo propagar-se ao longo da fibra e irdo “esbarrar” na fronteira entre os
dieléctricos, o nucleo e a bainha, seguindo uma direc¢do paralela ao eixo da fibra.
Contudo, o percurso que esses raios vao realmente percorrer, dependem da incidéncia
inicial. Assim, existem varios tipos de raios:

— Os raios meridionais, que sdo os raios contidos no plano que contém o eixo da

fibra;

— Os raios torcidos, que sao todos os outros.
Uma ilustragdo destes tipos de raios encontra-se a seguir (onde sO6 se encontra
representado o nucleo):

raio torcido

eixo da
fibra

S

Os principios de propagacao sdo, numa perspectiva geométrica, os mecanismos descritos
pela lei de Snell' e encontram-se apresentados a seguir:

"'Ver seccdo 4.5.3.
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raio refractado

. meio 2 (ny)

~N

I meio 1 (n;)
raio 0,0 6 \

incidente >~ raio reflectido

N

~

O valor do angulo critico acontece para

n
6, = arcsen| —=
n,
Daqui se pode concluir que ha reflexao total se #; > 6., enquanto que ha reflexao parcial
0>> 0;. O angulo de incidéncia maximo que permita a penetracdo/radiacdo na/da fibra de
raios luminosos, sem perdas por refrac¢do, chama-se angulo de aceitagdo, 6,, como se

pode constatar na figura seguinte:

Cone de aceitacdo

L\ .
/ raio totalmente Bainha (n,)
yrefractado na bainha

sen(0;)=n;sen(6,)
9( < 9i, n; > 1

Bainha

Angulo de
aceitagdo: 0,

AR:nyg=1

O valor do angulo de aceitagdo, 6,, ¢ dado por

2 2
ny —n, 2 2
0, =arcsen| ~———>| = aresenn; =,

no (Se ny=1

em que 7y ¢ o indice de refraccdo do meio em que a fibra esta inserida (normalmente € o
ar). Define-se abertura numérica de uma fibra 6ptica (AN) como

_ _ 2 2
AN =n,-sen 8, =/n; —n,

Pode-se exprimir este valor como
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A~n1_n2

(se A<<1)

AN = nN2A  (se A<<1)

A abertura numérica € extremamente Util, uma vez que serve para quantificar a maior ou
menor capacidade de captar e transmitir luz.
Define-se frequéncia normalizada, V, como

2ra [ > . ,
V= 7 n;, —n,, a=raio do nucleo da fibra

V ~ 27;a nlm

A frequéncia normalizada serve para determinar os diferentes modos de propagacdo na
fibra.

5.4.1 Modos de transmisséo
Cada modo de transmissdo ¢ um padrao de linhas do campo electromagnético que se

repete ao longo da fibra em intervalos iguais ao comprimento de onda. Assim, os tipos de
modos de propagacao do ponto de vista da teoria da propagagao sdo:

MODOS ABREVIATURA CARACTERISTICAS
Transversal Electromagnético TEM E e ]7 1 4 direcclio de propagagio
Transversal -
Eléctrico TE E1a direcgao de propagacdo
Transversal Magnético ™ H | 3 dire c¢io de propagacio
Hibridos HE ou EH E ¢ H com componentes axiais (/' a

direc¢ao de propagacao)

Os modos presentes numa fibra multi-modo com degrau de indice apresentam o seguinte
aspecto:
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Modos presentes na fibra

301

251

20+ TEo
TMo,

HE»,

Modo (de propagagio)
fundamental

2ma 2 2
V= n, —n,
A

A seguir' pode ser observado o padrio do campo eléctrico, numa vista perpendicular a
sec¢ao da fibra ao longo do seu eixo, para modos de ordem baixa. A ordem de um modo
¢ igual ao niimero de zeros do campo ao longo da guia e esta igualmente relacionada com
o angulo que o raio correspondente a este modo faz com o plano da guia-de-onda. Como
se pode observar o campo eléctrico dos modos guiados ndo estdo completamente
restringidos a parte correspondente ao dieléctrico central (o nucleo), isto €, nao vai a zero
na interface ntcleo-bainha, mas prolongam-se parcialmente na bainha, e quanto maior for
a ordem dos modos, maior ¢ a penetragao do campo na bainha, ao passo que para ordens
mais baixas se tem uma concentra¢ao dos raios no regia a volta do eixo da fibra.

TE, TE,

- | Exponential
Qladding n 4 | | decay
+

| Harmonic
varialion

| Exponcntial
| decay

T
!
!
|
|
|
|
|
|

Cladding m, (

! Retirada de [7].
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5.5 Degradacéo do sinal em fibras opticas

A atenuacdo do sinal (também conhecida como perda da fibra ou perda do sinal) ¢ uma
das propriedades mais importantes de uma fibra optica, pois determina, em grande parte,
a separacdo maxima sem repetidores entre um transmissor € um receptor. Como os
repetidores sdo caros de fabricar, instalar e manter o grau de atenuacdo numa fibra tem
uma grande influéncia no custo do sistema. A distor¢do do sinal também ¢ bastante
importante, pois os mecanismos de dispersdao fazem com que os impulsos se alarguem a
medida que viajam pela fibra; se os impulsos viajarem suficientemente longe, podem
sobrepor-se a impulsos vizinhos, criando, consequentemente, erros na saida do receptor,
pelo que limitam a capacidade de transporte de informagao.

Os mecanismos basicos de atenuacgdo sdo a absorcdo, a difusdo e as perdas de radiagdo da
energia optica. A absorcao estd relacionada com o material da fibra, enquanto que a
dispersdo esta associada com o material da fibra e com as imperfei¢cdes estruturais no
nucleo da fibra optica. A atenuacdo devido aos efeitos de radiagdo tem origem nas
perturbagdes (microscopicas e macroscopicas) da geometria da fibra.

5.5.1 Atenuacao

A atenuagao do sinal define-se como a razao entre a poténcia optica de saida, P,, de uma
fibra de comprimento L, e a poténcia de entrada, P;. O ideal, obviamente, seria P, = P..
Esta razdo ¢ fun¢do do comprimento de onda, 4, como se pode ver na figura seguinte:

dB/Km
A

100 +
1% janela
50 +

20 4

M

5__

1 P | | L 2. (nm)
600 800 1000 1200 1400 1600

Normalmente exprime-se a atenuacao (ou factor de atenuacio) em decibel por quilometro
(dB / km) e representa-se por a, de tal modo que

o= mlog{ﬂj dB/Km
L P

o
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5.5.2 Absorc¢éo

Os trés principais mecanismos de absor¢ao sdo:

— Absor¢ao devido aos defeitos atdbmicos na composi¢cdo do vidro, que podem
ser a falta de moléculas, alta densidade assimétrica de grupos de 4tomos ou
defeitos de oxigénio na estrutura do vidro; este tipo de perdas ¢ normalmente
desprezavel, quando comparadas com as outras, tornando-se significativa
quando se expde a fibra a altos niveis de radiacado;

— Absorg¢ao extrinseca do material, que se deve a presenga de impurezas no vidro
que resultam de metais de transi¢do como o ferro, o cromio, o cobalto e o
cobre e dos 10es da dgua; corresponde ao principal tipo de perdas por absorc¢ao;

— Absorcdo intrinseca do material que ¢ determinada pela maior ou menor
transparéncia do material constituinte: idealmente deveria ter-se dioxido de
silicio (Si0;) em estado puro; resulta das bandas de absorcao electronica na
regido ultravioleta e das bandas de vibracdo atdémicas na regido dos
infravermelhos; a absor¢ao ocorre quando um fotdo interage com um electrao
na banda de valéncia e excita-o para um nivel de energia mais elevado; este
tipo de perdas estabelece 0 minimo de perdas por absor¢ao de um determinado
material.

5.5.3 Dispersao

As perdas por dispersdo surgem devido as variagdes microscopicas na densidade do
material, como flutuagdes de composi¢do, ndo-homogeneidades estruturais ou defeitos
durante o processo de fabrico.

5.5.4 Perdas devido a curvatura da fibra

As perdas de radiacdo ocorrem sempre que uma fibra Optica sofre uma curvatura com um
raio de curvatura finito, isto ¢, sempre que ndo estd em linha recta, ou se dobra a fibra.
Assim, as fibras podem ficar sujeitas a dois tipos de dobras: as dobras macroscopicas, que
tém um raio grande, comparado com o didmetro da fibra (por exemplo, quando um cabo
contorna um canto), ¢ as dobras microscopicas, que podem ocorrer quando se incluem as
fibras num cabo. Comece-se pelas dobras macroscopicas, ou simplesmente, dobras. Se
esta for ligeira, a perda ¢ extremamente pequena, sendo mesmo desprezavel; s6 a partir
de um determinado raio de curvatura (quando este diminui), entdo as perdas aumentam
exponencialmente até um raio critico, em que a perda se torna observavel. Se, a partir
deste ponto, se diminuir um pouco o raio de curvatura, as perdas tornam-se extremamente
grandes. Para se perceber o que se passa, atente-se a seguinte figura:
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A; > A, = dissipagdo de
energia no lado externo da
bainha

Ay

\ a: didmetro do nucleo
R: raio de curvatura da
fibra

Daqui pode-se ver que qualquer modo na fronteira do nucleo possui uma cauda de um
campo evanescente na bainha, que decresce exponencialmente em, fungdo da distancia ao
nucleo; como esta cauda do campo se move juntamente com o campo no nucleo, entdo
parte da energia do modo em propagacao viaja pela bainha da fibra. Quando se dobra a
fibra, a cauda do campo na parte mais distante do centro da curvatura tem de se mover
mais depressa de modo a acompanhar o campo no nucleo; a uma determinada distancia
critica, x., do centro da fibra, a cauda do campo teria de se mover mais depressa que a
velocidade da luz, para acompanhar o campo no nucleo; como isto nao ¢ possivel, a
energia na cauda do campo para la de x. vai radiar energia. A quantidade de radiagdo
optica de uma fibra dobrada ird depender do valor do campo em x. e do raio da curvatura,
R.

Um outro tipo de perdas de radiagdo em guias-de-onda Opticas resulta do
emparelhamento de modos causado pelas micro-dobras aleatérias na fibra. As micro-
dobras sdo flutuagdes repetitivas de escala pequena no raio de curvatura do eixo da fibra,
como ilustrado na figura seguinte:

Micro-dobras

@ uw’ Bainha

Atenuagdo de modos de ordem elevada

Acoplamento de energia de modos de ordem elevada

As micro-dobras sdo causadas por ndo-uniformidades no processo de fabrico da fibra ou
por pressoes laterais ndo-uniformes criadas durante a criagao do cabo de fibras, isto &,
quando se inserem as varias fibras dentro do cabo dptico, sendo este efeito denominado
de perdas de empacotamento. O aumento da atenuagao resulta das micro-dobras porque a
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curvatura da fibra origina emparelhamento repetitivo de energia entre os modos guiados e
modos de fugas, ou nao-guiados, na fibra. Um modo de minimizar estas perdas consiste
em colocar uma cobertura na fibra a pressao; quando forem aplicadas forgas exteriores a
esta configuracdo, a cobertura ira deformar-se, mas a fibra ird manter-se praticamente em
linha recta.

5.5.5 Perdas nucleo-bainha

Quando se medirem as perdas por atenuacdo numa fibra, todas as perdas, quer por
dissipagdo, quer por dispersdo, irdo ocorrer em simultdneo. Como o nucleo e a bainha
tém indices de refrac¢do diferentes e, consequentemente, composi¢des diferentes, o
nucleo e a bainha tém normalmente coeficientes de atenuacao diferentes, denominados a;
e a, respectivamente. Se a influéncia do emparelhamento modal for ignorada, a perda
para um modo de ordem (v, m) numa guia-de-onda com indice em degrau ¢

P

bainha

P

tot

No caso de uma fibra com indice gradual a situacdo ¢ mais complexa, pois quer os
coeficientes de atenuagdo, quer a potencia dos modos tendem a vir em fungdo da
coordenada radial; assim, a uma distancia » do eixo do nucleo, a perda ¢

alr)=a,+\a, —a _nz(o)_”z(r)
()= e e LR

em que a; € oy sao os coeficientes de atenuacao do nucleo e da bainha, respectivamente e
os n sdo os indices de refracgao.
A perda de um determinado modo ¢ dada por

Ta(r)- p(r)-rdr

Tp(r)-r dr

em que p(r) ¢ a densidade de poténcia do modo a distancia » (a seguir encontra-se
ilustrado um exemplo). Normalmente, verifica-se que a perda aumenta com o aumento do
ntmero do modo.
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p(r)

NG

5.6 Distorc¢ao do sinal

A medida que viaja na fibra, o sinal éptico torna-se cada vez mais distorcido, como
consequéncia da dispersdo intra-modal e os efeitos de atraso inter-modal. Estes efeitos
podem ser explicados examinando o comportamento das velocidades de grupo dos modos
guiados, em que a velocidade de grupo ¢ a velocidade a qual a energia de um
determinado modo viaja através da fibra. Como consequéncia, haverd um alargamento
dos impulsos Opticos, causando interferéncia inter-simbolica (ISI).

A dispersdo intra-modal ocorre em fibras mono-modo e consiste no alargamento dos
impulsos Opticos que ocorrem no modo de propagagdo, sendo o resultado do facto da
velocidade de grupo ser fungdo do comprimento de onda. Como a dispersdo intra-modal
depende do comprimento de onda, o seu efeito na distor¢do do sinal aumenta com a
largura espectral da fonte Optica (esta largura espectral consiste na banda de
comprimentos de onda na qual a fonte de luz emite luz). As duas principais causas da
distor¢do intra-modal sdo:

1. Dispersao do material que se deve ao facto das variacdes do indice de
refraccdo do nucleo com o comprimento de onda n; = n; (4), também
designada por dispersdo cromdtica (uma vez que Ayerpe # AAzUL # AVERMELHO,
por exemplo), ou seja, a velocidade de propagacdo depende de A: v, = v,(4); é
Muito severo em lasers pouco precisos que “saltitem” o comprimento de onda
num intervalo definido nio nulo;

2. Dispersdo na guia-de-onda: uma fibra dptica mono-modo retém, tipicamente,
80% da luz no nucleo; contudo os restantes 20% na bainha sao susceptiveis de
se propagarem mais rapido, uma vez que n, < n;, logo v, > v;, havendo
componentes que sdo recebidas mais rapidamente do que outras, o que implica
um alargamento dos impulsos Opticos.

O outro factor que origina um espalhamento dos impulsos Opticos € o atraso de inter-
modal, presente em fibras multi-modo, que resulta do facto de cada modo ter um valor de
velocidade de grupo diferente a uma tnica frequéncia. Este efeito pode ser muito severo
se os lasers funcionarem num comprimento de onda que ndo ¢ fixo, mas sim numa gama
de comprimentos de onda, quando ha varios modos em diferentes comprimentos de onda.

Destes trés tipos de distor¢do, a dispersdo de guia-de-onda pode ser, normalmente,
ignorada em fibras multi-modo, mas pode ser extremamente significativo em fibras
mono-modo. O efeito total destes trés mecanismos, na pratica, ¢ raramente observado
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pois tendem a ser misturados com outros factores, como a existéncia de perfis do indice
de refrac¢ao ndo ideais, as condi¢des de injeccdo de poténcia Optica, atenuagdao dos
modos ndo uniforme e mistura dos modos na fibra e nos divisores, bem como pelas
variagoes estatisticas destes efeitos ao longo da fibra.

Como as empresas de telecomunicagdes utilizam fibras mono-modo como o principal
meio de transmissdo Optica, e por causa da importincia das fibras mono-modo nas
aplicacdes localizadas de microondas velozes, vai ser dada alguma atencdo a solugdes
que permitam evitar a dispersdo intra-modal nas fibras Opticas (dado que esse é o
principal factor limitador da distdncia e da velocidade de operagdo das fibras Opticas);
para tal, fabricam-se fibras opticas com varios perfis do indice de refrac¢do do nucleo.

A dispersao basica do material ¢ dificil de alterar significativamente, mas ¢ possivel
alterar a dispersdo na guia-de-onda passando-se de um simples perfil de indice em degrau
para perfis de indice mais complexos.

As fibras mais populares nos sistemas de telecomunicagdes sao as fibras de indice quase
em degrau, que sdo optimizadas para operar nos 1330 nm; estas fibras optimizadas aos
1330 nm, podem ser de bainha adaptada — matched cladding — ou depressed cladding,
cujo perfil se representa a seguir:

a=45um )

A=035%

a) Matched Cladding (bainha adaptada)

a=42um R
- 4,=025%
A,=012%
b) Depressed Cladding

No caso da alinea a), existe um indice de refrac¢do uniforme ao longo da bainha, ao passo
que no caso da alinea b), a regido mais da bainha proéxima do nicleo tem um indice de
refrac¢cdo mais baixo que a regido exterior. Enquanto que a dispersdo do material depende
unicamente da composi¢ao, ja a dispersdo da guia-de-onda ¢ uma fung¢do da distancia do
raio do nucleo, da diferenca entre os indices de refrac¢dao e da forma do perfil do indice
de refrac¢do. Assim sendo, a dispersdo guia-de-onda pode variar drasticamente com os
parametros de concepg¢do da fibra. Mudando esta dispersdo para comprimentos de onda
superiores e assumindo um valor constante para a dispersdo do material, a adi¢do destes
dois tipos de dispersdo pode ser nula aos 1550 nm. As guias-de-onda resultantes sdo
denominadas de fibras com dispersdao deslocada (shifted-dispersion fibers). Dois
exemplos desses tipos de fibras sao demonstrados a seguir:
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a=22um

A 4

A=1.20%

a) Indice em degrau

4,=10%

iﬁg =0.2%

;—>‘a;:4,um

1
:_»‘a;=5.5/,tm
1

b) Triangular with angular ring (triangular com um anel angular)

A curva de dispersao total resultante ¢ a seguinte:

Dispersao [ps/(nm - km)]
A
201

1300 nm optimized

Dispersion flattened

-20

| ' A (nm)

Uma alternativa consiste em reduzir a dispersdo espalhando o minimo de dispersdo por
uma maior gama. Esta abordagem ¢ conhecida como dispersion flatenning. Este tipo de
fibras ¢ mais complexo de conceber do que as fibras com dispersdo mudada, pois a
dispersdo tem de ser considerada ao longo de uma grande gama de comprimentos de
onda. Contudo, elas oferecem caracteristicas desejaveis numa gama de comprimentos de
onda muito superior, pelo que podem ser utilizadas para multiplexagem por divisdo de
comprimentos de onda. A seguir representam-se alguns perfis do indice de refrac¢do
caracteristicos:
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a=3um = ——Tmmmm———p-
a=4.7um

4;=0.76 %

A, =0.45%

a

-

|

\az

a) Double-clad or W proﬁlle (dupla bainha ou perfil em W)

a=34um

45
4y

A4, =0.76 %

A, =045 %

as

1

ay

b) Quadruple-clad profile (perfil de bainha quadruplo)

5.7 Lasers, LEDs e fotodetectores
5.7.1 Fontes luminosas de sinal

As principais fontes de luz usadas nas comunicagdes por fibra Optica sdo diodos
semicondutores laser com estrutura de hetero-juncao (heterojunction), também referidos
como Diodos Laser de Injeccdo (Injection Laser Diodes), ILDs, (ou, aqui, simplesmente
lasers) e os diodos de emissdo luminosa (Light-Emitting Diodes), LEDs. Uma hetero-
jun¢do consiste em dois materiais semicondutores adjacentes com diferentes energias de
banda de passagem (band-gap). Estes dispositivos sdo bons para sistemas de transmissao
por fibras pois apresentam uma poténcia de saida adequada para uma grande gama de
aplicacdes, sendo a sua poténcia Optica de saida directamente modulada variando a
corrente de entrada do dispositivo, t€m uma grande efici€éncia a as suas dimensdes sao
compativeis com as das fibras opticas.

Para sistemas de comunicagdo Optica que requeiram taxas de informagdo
aproximadamente inferiores a 100 a 200 Mbits / s, juntamente com poténcias Opticas na
ordem das dezenas de micro-watt, os LEDs sdo normalmente a melhor escolha para fonte
de luz. Como ndo necessitam de circuitos de estabilizagdo dptica nem térmica, requerem
circuitos menos complicados e podem ser fabricados mais baratos.
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Para ser util em aplicacdes de transmissdo por fibra, um LED deve ter uma radiancia de
saida elevada, um tempo de resposta de emissdo curto e uma grande eficiéncia quantica.
A sua radiancia, ou brilho, ¢ uma medida em watt da poténcia Optica radiada num sélido
num angulo por unidade de area da superficie emissora.

As altas radiancias sdo necessdrias para introduzir niveis de energia Optica
suficientemente elevados numa fibra. O tempo de resposta de emissao € o atraso entre a
aplicagdo de um impulso de corrente e a correspondente emissdo Optica; este factor limita
a largura de banda com que a fonte pode ser directamente modulada variando a corrente
injectada. A eficiéncia quantica esta relacionada com a frac¢do de pares electrao-buraco
que se recombinam.

Existem lasers que variam, em dimensdes, desde o tamanho de um grao de sal até ocupar
uma sala inteira. O meio de um laser pode um gas, um liquido, um cristal isolador ou um
semicondutor. Nos sistemas de transmissdo Optica, os lasers usados sdo quase sempre
semicondutores, apresentado, como quase todos, uma coeréncia espacial e temporal na
radiacdo emitida, isto €, a radiacdo de saida ¢ altamente monocromatica ¢ o raio de luz ¢
bastante direccional.

Comparando os dois tipos de fontes Opticas, pode dizer-se que as vantagens do laser
quanto ao LED sao:

— Um tempo de resposta mais curto, pelo que sdo possiveis maiores taxas de
informacao;

— Uma largura espectral de saida mais estreita, o que implica uma menor
distor¢ao do sinal por dispersao;

— Um nivel de poténcia Optica muito superior, o0 que permite comunicagdes a
maiores distancias.

Como desvantagens, tem-se:

— A sua constru¢do ¢ mais complicada, principalmente por causa da necessidade
de restringir a sua corrente numa cavidade muito pequena;

— O nivel de saida optica depende bastante da temperatura, o que aumenta a
complexidade do circuito de transmissdo; se se pretender usar um laser numa
situacdo em que haja uma grande variagdo da temperatura, devera ser usado
um mecanismo de arrefecimento para manter o laser a uma temperatura
constante ou, entdo, um circuito com um sensor de um limiar que ajuste a
corrente do laser com as variagdes de temperatura;

— Uma maior susceptibilidade a degradagdo das facetas do material, o que reduz
o tempo de vida do dispositivo.

5.7.2 Fotodetectores

Os semicondutores pin e os fotodiodos de avalanche sdo os principais dispositivos para
detectar os fotdes nos circuitos de fibra optica devido a compatibilidade de tamanho com
as fibras, as suas altas sensibilidades nos comprimentos de onda pretendidos e os seus
tempos de resposta curtos.
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Quando a luz possuindo energia de fotdes maiores ou iguais a energia da banda de
passagem do material semicondutor incide num fotodetector, os fotdes podem “desistir”
da sua energia e excitar os electrdes da banda de valéncia para a banda de conducdo. Este
processo gera pares electrao-buraco que sao conhecidos como foto-portadores. Quando se
aplica uma tensdo inversa no fotodetector, o campo eléctrico resultante faz com os
portadores se separem, o que d& origem a um fluxo de corrente num circuito externo,
denominada de foto-corrente.
A sensibilidade de um fotodetector, e o receptor que lhe estd associado, ¢ determinada
essencialmente pelos ruidos do fotodetector resultantes da natureza estatistica do
processo de conversao fotdo-electrao e os ruidos térmicos no circuito de amplificagdo. As
principais correntes de ruido de um fotodetector, sdo:
— Corrente de ruido quantico que surge da natureza estatistica da produgdo e
coleccao de foto-electroes;
— Corrente escura que surge dos electrdes e/ou buracos que sdo gerados
termicamente na jun¢do pn do fotodiodo;
— Corrente negra de superficie (ou corrente de fuga) que depende dos defeitos da
superficie, da limpeza, da tensdo inversa e da area de superficie.
De forma a reproduzir fielmente o sinal de entrada, o fotodiodo deve ser capaz de seguir
de uma forma precisa as variagdes do seu sinal, o que depende do seu coeficiente de
absor¢cdo no comprimento de onda pretendido, a largura da camada de deplecdo do
fotodiodo e das varias capacitincias e resisténcias do fotodiodo e do restante circuito de
recepeao.
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Anexo |
Analise de Fourier do movimento ondulatoério

De acordo com o teorema de Fourier, qualquer movimento periddico pode ser expresso
como uma sobreposicdo de movimentos harménicos simples de frequéncias o, 2w, ...,
nwo, ... (ou periodos P, P/2, ..., P/n, ...). O mesmo resultado também se aplica a um

movimento ondulatério periddico.
Seja

Sy =f(x-vt)
um movimento ondulatorio periddico. Tal pode ser reescrito da seguinte forma:

S )=f(x-vt)=f[x—v(t£P)] =f(x—vt+vP)
Isto significa que, para um dado tempo, ¢ repete-se quando x aumenta ou diminui vP,
2vP, ..., nvP, .... Deste modo, se em vez de se variar ¢, se variar x pelo valor 4 = vP, a
onda repete-se no espaco. Logo, um movimento ondulatério no tempo, também o € no

espago.

Seja &= f'(x) = f(x + 4) uma fungdo periddica no espaco. Usando o teorema de Fourier,
temos

E=f(x)=a,+a coskx+a,cos2kx+..+a,cosnkx+..+
b sinkx+b,sin2kx+...+b, sinnkx+...

ou seja
E=a,+ Zan -cos(nkx)+ an -sin(nkx)
n=1 n=1

onde k = 2x / A.

Os coeficientes desta expressdo sdo dados por:
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a, = %l' f(t)dt
a, = %-([f(t) cos(nwt)dt

b, = %! F(O)sin(nwt)dt

Se
E=f(x—vt)=a,+a,cosk(x—vt)+a,cos2k(x—vt)+...+a,cosnk(x—vt)+...+
b, sink(x—vt)+b,sin2k(x —vt)+...+ b, sinnk(x —vt)+...
como @ = kv
E=f(x—vt)=a,+a,cos(kx—wt)+a,cos2(kx—wt)+...+a, cosn(kx —wt)+...+
b, sin(kx — wt)+ b, sin 2(kx —wt) +...+ b, sinn(kx — wt) +...

ou seja

E=ay,+ Y a,-cosn(kx—wt)+ ) b, -sinn(kx—wt).

n=1 n=1

Isto indica que qualquer movimento ondulatério pode ser escrito como uma sobreposi¢ao
de movimentos ondulatérios com frequéncias @, 2@, ..., nw, ... € comprimentos de onda
A2, .., nd, ...
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