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4 Ondas electromagnéticas

4.1 Onda electromagnética no vazio

As equagdes dos campos eléctrico e magnético no vazio, como visto anteriormente, sao
dadas por

-
- E
V’E-¢- =0

”azz

- 0’B
V’B-¢- =0

ﬂ&tz

Atendendo a definicdo de laplaciano de um vector, vé-se que estas duas equacdes
vectoriais se transformam em seis equagdes escalares:

szx—g-ya;ix =

VzEy—g-ya;iy =0

VzEz—g-,uﬁaztE;Z =0
€

V’B, —¢ ya;f; =

V’B, —¢ ya;iy =

Vsz—g-ya;iz =0

Desenvolvendo os laplacianos, as equagdes escrevem-se
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O’E, O°E, O’FE, O’E,

o "oy T FH e )

0’E, O0’E, O°E O’E

o7 "oy o T HGe 0
X y z

O’E. O°E. O'E. O’E.
St —+—— ¢ u—=0

ox oy oz ot

(S

0’B, 0°B. 0’B, 0’B,

o "oy o FH e 0

o’B, 0*B, 0’B d°B

o "oy T MG 0
X y z

0’B. 0°B. 0O’B. 0’B.

ox’ " oy’ i 0z’ e ot? =0

Sdo seis equagdes de onda semelhantes a equacdo que se viu, a uma variavel, para uma
corda vibrante:

82y
ox?

82)/
ot?

_ 19y
F

Agora, cada uma das equagdes ¢ a trés variaveis. Viu-se que, no caso de uma variavel, a
solu¢do pode ser expressa como um integral duplo de solugdes elementares, chamada
onda harmonica do tipo

y=Acos(wttkx+09)

Agora pode-se dizer que qualquer solucdo de cada uma das seis solugdes escalares pode
ser expressa como um integral quadruplo (em k,, k,, k. e t) de solucdes elementares do
tipo, por exemplo, para a componente £,

E =Eycos(wttkxtk, ytk z+0y)

Chama-se a esta solugdo, uma onda plana monocromatica, OPM.
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Definindo um vector K , vector de onda
K=ki+k,j+kk

e sendo o vector de posicao do ponto dado por
F=xi+y]+ zk

pode-se escrever a OPM na forma

E =E,cos(wt+K|F+6,)
E, =E,cos(wt+K|F+5,)

E.=E,cos(wt+K|F+5,)

B, =B,cos(wt*K|F+y,)
B, :BYCOS(a)ti]Z|I7+l//Y) .

B.=B,cos(wt£K|F+y,)

Primeiro vai-se confirmar que a OPM ¢ solucdo e quais as condi¢des a imporaw e a K.
Tal vai ser feito para a componente E,, sendo as conclusdes validas para as outras
componentes.

A equagdo ¢

O’E, O°E, . O’E, O’E,

+ 0
ox’ oyt o022 - Mar

E,=E,cos(@t+K|F+5,)=E,cos(wttkxthk ytkz+5,)

Tome-se, por exemplo, a solu¢ao com o sinal negativo. Entao,
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aaEx =—E,sin(@t—K|F+68,)- (k) =k, -E, sin(@t—K|F+5,)
X

O’E, 2 - 2

P =—k -E,cos(wt—-K|r+6,)=—k -E,

Da mesma forma, concluir-se-ia que

Por outro lado

OE
ot

=—E, sin(wt-K|F+8,) (0)=-w-E,sin(@t—K|F+5,)

O0°E

8;2X =—w*-E,cos(wt—K|F+5,)=-w"-E,

Substituindo na equagao, vem
~k'E,~kE,~k’E +e-p-0E =0

Dividindo por E,, a equacao ¢ satisfeita pela OPM se
e =k’ +k’+k’

w 1

K e u

onde K ¢ chamado de nimero de onda, o0 médulo do vector de onda K, e w a frequéncia
angular.

K=k’ +k +k’

A onda plana monocromdtica pode ser representada, tal como foi feito com a onda
harmoénica a uma dimenséo na corda, na forma complexa', vindo

"' Ver seccdo 2.1.4.
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E =E, .ej(wt—lz\iﬂix)
E :EY .ej(wt—ﬁ\ﬂ—éy)

E.=E, .ej(wt—l?\ﬂéz)

B =B, /(@K y)
B =B, _ej(wt—lﬂﬂwy)

B = BZ ‘ej(ff)t—lz\?ﬂ//z)

Sabe-se, ja, que para encontrar 0s campos reais tem que se projectar os complexos no
eixo real, isto €, tomar os co-senos dos argumentos das exponenciais.

Inclusive, pode representar-se a solugao fasorialmente

E = EX ‘ej(—13|7+5x)

X

. ej(—kva)

&
I
=

. ej(—lﬂm‘z)

&
I
txy

N

. ej(—lzlfwlx)

s~
I
o]

-

— B .o/ K
Y

B =B, .o/ CKIFvz)
= zZ

z

Sabe-se, agora, que para calcular o campo real, num certo instante, ¢ preciso multiplicar o
fasor por €, rodando de um angulo w? e achar os co-senos.
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Note-se, também, que fasorialmente é possivel simplificar a notacdo. De facto, em todos
aqueles fasores ha uma parcela comum, e /"

definir um fasor vectorial

. Entdo, para o campo eléctrico, se se

- iox 7 sy 5 S
o=E,-eYi+E, e’ j+E, ek

[t

pode escrever-se, para o campo todo,

F—F .o K
E=E,-e

Da mesma forma, fazendo

§0 — BX 'e'/WXi +BY 'e'jwyj-l'BZ ,e./'v/zk
resulta

B= EO -e_ﬂw .

A OPM propaga-se no espaco; interessa saber qual a superficie cujos pontos tém, no
mesmo instante, os mesmos valores do campo. Basta considerar as seis equacdes
escalares como se escreveram ao principio para entender que essas superficies de igual
valor do campo, chamadas frentes de onda, sdo dadas por

wt - K |r¥ = constante
ou, para 0 mesmo instante,
K |7 = constante

Esta situagdo corresponde a que se verifica na figura seguinte:

=

Atendendo a figura, vé-se que para que K |7 seja constante, entdo a projeccdo de 7 em

K tem de ocorrer no mesmo ponto; tal s6 € possivel para todos os pontos pertencentes a
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um plano normal a K, isto €, a frente de onda ¢ plana. A onda plana monocromatica diz-
se plana justamente por isso. Diz-se monocromadtica porque envolve uma unica
frequéncia (uma Unica cor no espectro visivel, como se vera a seguir).

A onda propaga-se, portanto, na direc¢do definida por K e as frentes de onda, em que os
campos E e B da onda tém, em cada instante, o mesmo valor, sdo planas
perpendiculares a K.

Ha, também, relagdes entre os vectores do campo eléctrico £, do campo magnético B e
do vector de onda K, que serdo vistas adiante.

Mais uma vez, tal como na onda harmoénica da corda vibrante, é possivel definir o

comprimento de onda, 4, com marca¢do segundo o eixo segundo o qual a onda se
propaga, através de

e a velocidade da onda é
A o
yV=—=—
T k

Atendendo ao resultado encontrado atras

1

Veu

vé-se que a velocidade de onda ¢

@
k

Para os ¢ e u correspondentes ao vazio, nomeadamente & e x4y, constata-se que a
velocidade ¢ de 300 000 km's™, a velocidade da luz, designada por ¢, que ¢ uma onda
electromagnética, isto &,
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1

Véo Mo

As OPMs podem ser expressas na forma complexa como

c= =3x10°m-s".

E=FE.. ej((ut—kxx—kyy—kzz+5X)l’.‘ +E. . ej(a)t—kxx—k),y—kzz+5y)j. +E. . ej(a)t—kxx—k},y—kzz+§z)]€
¢ Y

z

(t—k x—k, y—k, 24y ) 2 (wi—k x—k,y—k,z+yy) A i(wt—kx—k, y—k.z+y,)
B:Bx'ej( WXk, y zr//x)l+By_ej( x—kyy ZWY)]+BZ-ej( WXk, y zufy)k
As equagoes de Maxwell sao

divf?:B divB=0
&

. OB - - OE
rot F =—— rotB=u-J+¢-u—
o1 H oy

Substituindo, por exemplo, a OPM na equagao do rotacional de E, fica, por um lado

i J k
rotEq’:VxEq’:i i i
ox oy 0z
E. E, E.

em que

j(ot—kx—k,y—k.z+5y)
E =E, ¢k
X X
E _E -ej(wt—kxx—kyyszﬁﬁy)
y Y

E =E .ej(a)t—kxx—k},y—k:erﬁZ)
z — HZ

Como a operagao de derivar, para E,, corresponde a multiplicar por —jk,, vem

i Ji k
rot E=VxE=|-jk, —jk, —jk,
E. E, E.
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2

A operacdo de derivar para E, corresponde a multiplicar por —jk, e para E. corresponde a
multiplicar por —jk..
Atendendo a defini¢cdo de produto vectorial, pode escrever-se
rot E=— J- KxE
Por outro lado

0B .

& i.w-B
ot /

Substituindo na equacao de Maxwell

mtE:_Z_BZ
vem
—j-KxE=—j-w-B
ou
KxE=w-B

Fazendo o mesmo para as outras equagdes de Maxwell, resulta

=i

|ID=0 K|B=0

o

KxE=w-B KxH=-w-D

Destas equacgdes, conclui-se que os vectores K , E e B formam um triedo directo, ou
seja, os campos £ ¢ B sdo perpendiculares a K , existem no plano que constitui a frente
de onda e sdo tais que rodando E para B, um saca-rolhas da a direc¢do de K .
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plano de onda

oo

E

\IE

Faz, entdo, sentido fazer uma mudanga de eixos das coordenadas. O eixo dos zz passa a

coincidir em direcc¢do e sentido com o vector de onda K . De notar que as frentes de onda

sdo planos paralelos a X .

Entao,

K=kk

isto ¢, o vector de onda s6 tem componente segundo o eixo dos zz. Por outro lado, os

campos £ e B so6 tém componentes segundo os eixos dos xx e dos yy (e essas

componentes sO variam com z).
Os campos reais tém, entdo, componentes

E =E,cos(wt—kz+6,)
E,=E,cos(wt—kz+6,)

B =B,cos(wt-kz+y,)
B, =B,cos(wt—kz+y,)

Na forma complexa

E :EX .ej(wt—kz-Fé'X)

E :EY .ej(a)t—kz+§y)

B = BX _ej(wt—k2+1//x)

B = BY _ej(a)t—kz+y/y)
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Finalmente

E — E .ej(—kz+5x)
x X

Ey =E, .o/ (ke 0r)

€

B =B ,ej(*kZH//x)
=x X

B =B ,ej(—kZHVy)
= Y

y

ou, definindo os fasores de vectores

A

— L oJ0x T . )0y
o=E,-eVi+E,-e’]

[ty

A

B, =B, 'ejWX;+BY _ejll/y]

vem

E Eo e

D —jkz
By-e

B

4.2 Polarizagao de ondas electromagnéticas

A equagdo do campo eléctrico pode ser re-escrita da seguinte forma

=E, el % '(l"\+A€j¢})€7jkz

[ty

ou ainda

E(z)=E, -e'% (i + e’ J)e/**
em que

4=ty
EX

67
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A polarizacdo de uma onda EM ¢ definida pelos valores de 4 e @ descritos nesta
equagdo. De seguida irdo ser estudados varios tipos de polarizacao caracteristicos. De

notar que o produto E, -e’°* é uma constante, pelo que, para efeitos de determinagdo da
polarizagdo da onda EM, se pode escrever

Ez)= (i +4e” e

4.2.1 Polarizagdo linear segundo o eixo dos xx

Neste caso tem-se 4 = 0, ficando
E(z)=e"i
E (z,0)= Re{e"kz e’ }= cos(wt —kz)

Neste caso os campos eléctrico € magnético irdo ter o seguinte comportamento:

Este tipo de polarizacdo diz-se linear segundo os xx, pois sO existe campo eléctrico
segundo o eixo dos xx e comporta-se como uma linha nesse eixo, vista do eixo dos zz.

4.2.2 Polarizacéo linear fazendo um angulo de 45° com o eixo dos xx

Agora, tem-se A = [ ¢ @ = 0 rad, vindo
E(z)=(i+j)e "
E (z,0)= Re{e"kz e’ }= cos(wt —kz)

E (z,t)= Re{e*’kz e’ }: cos(wt —kz)

O vector campo eléctrico, E(7,7), forma 45° com o eixo dos xx e dos yy e tem por
modulo e argumento
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\/cosz(a)t—kz)+cos2(a)t—kz) =2 -cos(wt —k z)

arg E(7,t) = arctg (1) = 45°

O comportamento dos campo eléctrico e magnético esta representado na figura seguinte:

Como se pode observar, o campo eléctrico descreve uma recta que faz um angulo de 45°
quer com o eixo dos xx, quer com o eixo dos yy. Com @ = 0, tem-se D, = D,.

4.2.3 Polarizacéo circular a esquerda

Nesta situacdo, tem-se A = 1 ¢ @ = /2 rad, vindo o campo eléctrico
E(z)= (f +je? Je'ﬂ”

Ficando
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E =cos(wt—-kz)

E, :cos(a)t—kz+£]:—sen (wt—kz)
2

E@F#, )= \/cosz(a)t —kz)+sen’*(wt—kz) =1
O moddulo do campo eléctrico ¢ constante. O argumento €
arg E(¥,1) = —arctg [tg(a)t —kz)] =kz-wt

Visto segundo o eixo dos zz, na posi¢do inicial, isto é, para z = (), ou para posi¢des em
que Az seja multiplo de 2z, o campo eléctrico terda o seguinte comportamento:

Como se pode constatar, o campo eléctrico descreve uma circunferéncia no sentido dos
ponteiros dos relogios; esta-se na presenca de uma polarizagado circular a esquerda.

Visto a trés dimensdes, o seu comportamento € o seguinte:
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4.2.4 Polarizacédo circular a direita

Esta situagdo ¢ em tudo idéntica a anterior, s6 que agora o desfasamento entre a
componente segundo o eixo dos xx e dos yy é de -90°, ou seja, 4 = [ ¢ @ = -7/2 rad.
Nesta situagao a expressao do campo eléctrico fica

E(z)= [f + e 2 ]e‘f’”

Ficando

E =cos(wt—-kz)

V4
E, :cos(a)t—kz—aj =sen (ot —kz)

E@F#, )= \/cosz(a)t —kz)+sen’(wt—kz) =1
O médulo do campo eléctrico ¢ constante. O argumento €
argE(F,t) =wt—kz

Visto segundo o eixo dos zz, o campo eléctrico terd o seguinte comportamento:

Como se pode constatar, o campo eléctrico descreve uma circunferéncia no sentido
contrario ao dos ponteiros dos reldgios; esta-se na presenca de uma polarizagdo circular a
direita.

4.2.5 Polarizacéo eliptica a esquerda

Considere-se o caso em que 4 = 2 ¢ @ = /2 rad. O campo eléctrico vira, entdo,
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E(z)= (f + 202 Je-””

Ficando

E_=cos(wt—-kz)

E, :2cos(a)t—kz+£j:—256n (wt—kz)
2

E(r,t)= \/cosz(a)t—kz)+4sen2(a)t—kz)

Visto segundo o eixo dos zz, o campo eléctrico terd o seguinte comportamento:

X
wt=0
A==
-
/// \\\\
wt=mn/A} \
< T« >t = 31/2
\
y N L/
\\ rd
~o ///
wt=rm

Como se pode verificar, a campo eléctrico descreve uma elipse no plano xy rodando no
sentido dos ponteiros do reldgio. Esta-se na presenca de uma polarizacdo eliptica a
esquerda.

4.2.6 Polarizagdo eliptica a direita

Considere-se o casoem que 4 = 2 e @ = -7/2 rad. O campo eléctrico vira, entao,
- 5 n s Ty | ke
E(z)=|i+j 2e e

Ficando

© 2005 Filipe Santos Moreira 72




Ondas (2EE) 0%

E_ =cos(wt—-kz)

E, :2cos(a)t—kz—£j=256n (wt—kz)
2

E@#, )= \/cosz(a)t—kz)+4sen2(a)t—kz)

Visto segundo o eixo dos zz, o campo eléctrico terd o seguinte comportamento:

X
wt=0
Pl wha
// \\
7 \\
7/
wt=3r/2s \/
< A >t =7/
y \ /
N /
N 7
\\ ///
wt=r

Como se pode verificar, a campo eléctrico descreve uma elipse no plano xy rodando no
sentido dos ponteiros do reldgio. Esta-se na presenca de uma polarizacdo eliptica a
esquerda.

4.3 Energia e vector de Poynting

Considerem-se as seguintes duas das equagdes de Maxwell:

. OB

rot £ =—u—

Mo
rotI:I:j+ga—E — j:rotfl—ga—E
ot ot

O produto interno E | J representa a energia por unidade de volume.

Nos condutores, tem-se jc —o-E,peloque E|c-E=0-E*, 0 que da alei de Joule.
Desenvolvendo o produto interno,

E|J=E|rot A-s-E| S
t

Por outro lado, tem-se
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div(@axb)=b |rotd—a|roth

div(ExH)=H |rotE—E |rot H

pelo que fica

E|j:FI|rotE—a’iv(ExF])—g-E|g—lj

=—u- H|8—H—g E|——dzv(E><H)

2 2
- MO £ OE  vExH)
2 ot 2 ot

Aplicando um integral de volume a ambos os lados desta equagao, vem

m( &-E jdV+”j(dw(E><H))dV_—JII(E|J)dV

Aplicando o teorema de Green-Ostrogradsky, vem

HI( H 43 oE )dV+ﬁ<(ExH)|n>dS——HI(ErJ)dV

ou
)E_f((ExFl)|ﬁ)dsz—%me-yﬂz +%-3-E2jdV—jjj(E|J)dV

em que o produto externo Ex H da o vector de Poynting, S, isto &,

S=ExH

Pode entdo escrever-se

ﬁ(sm)ds_——jm &-E ]dV ”j(Eu)dV

O termo do lado esquerdo desta equacdo representa o fluxo de energia através da
superficie fechada S que contorna o volume ¥, enquanto que o primeiro termo da direita
da equacdo representa a taxa de variagdo da energia armazenada nos campos eléctrico e
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magnético dentro do volume V. No caso de todas as fontes se encontrarem fora do
volume V, o terceiro termo € uma perda 6hmica. O termo da fonte € o vector de Poynting
que compreende a fluxo de entrada da energia. Pode, entdo, escrever-se

S 0 1 1
= 2 2 2
ﬁ(sm)ds =—m —u-H>+=-¢E dV+j”(a-E Ydv
E ot 2 2 )
termo fonte; entrada de taxa de incremento de energia eléctrica energia dissipada
energia devido as fontes e magnética no volume V' por calor

exterioresa V'

Quando as fontes se encontram dentro do volume V, o terceiro termo deve conter o termo

da fonte. E e J, quando representam fontes estio em direcgdes opostas. Assumindo que
ndo ha perdas dentro do volume V, a equagdo do balango energético vem

jﬁ(E;J)dV:‘ﬁ(ﬁ\ﬁ)ds +%MG-#~HZ+%-5-E2}W

%/_/
termo fonte fluxo de saida de taxa de incremento de energia
energia do volume V' armazenada no volume V'

Por ultimo, atendendo a que
J=J,+J,
pode re-escrever-se

([[E\Dav =[[[E|Tpdv+[[[-EHdv

4.4 Ondas em meios condutores

Recordem-se as equagdes de radiagdo e de propagagdo dos campos eléctrico e magnético:

_ O’E 1 oJ
VE-¢- =—grad p+pyu—
H ot’ gg prH ot

5=

—

V’B-¢-u

——,u-rotj

t2
Nos meios condutores, sem fontes de cargas, tém-se as seguintes relacdes:

p=0
J=c-E
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pelo que se pode escrever

- 0’E OE
VE-¢- =u-oc
Horr %%
. O’E OF
VE-¢- ~pu-c—=0
”atz # ot

_ o*B . OB
V?’B-¢- =—u-crotE=u-oc—
H ot? H Py

- 0B OB
V'B-¢- —u-oc—=0
ﬂ@tz a ot

. OE 0B R N
O efeito dos termos de perda, ,U-O'E e 'U.O-E’ nas equagOes anteriores ¢ atenuar a
onda em propagacdo, pois a energia ¢ retirada da onda para fornecer as perdas por
aquecimento 6hmico no meio. Quando este termo ¢ pequeno, por exemplo, num meio
dieléctrico de baixas-perdas, em que ¢ = (), a onda sofrera uma pequena atenuagao do tipo
exponencial & medida que se propaga no meio. Por outro lado, quando as perdas por
conducdo sdo grandes, o » I, a atenuagdo exponencial serd tdo rapida que quase nem se
pode falar em propagacdo: ¢ mais uma difusdo no meio. Quer se trate de difusdo ou de

propagacio depende dos dois ultimos termos da equagio para o E, que pode ser
identificado com a corrente de deslocamento e com a corrente de condugao através de:

v2E—u J+22 |0
ot
7 < 0D
em que J ¢ a corrente de condugao e a7 ¢ a corrente de deslocamento.

t

Num meio em que a corrente de deslocamento predomine (e se possa desprezar a corrente
de conducdo), entdo o campo magnético ¢ produzido pela corrente de deslocamento,
ficando

E
rot H =— e VZE—,U-ga —=0
ot ot
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No caso contrario, isto ¢, se a corrente de conducdo for predominante e a corrente de
deslocamento desprezavel, sendo a propagacdo caracterizada por uma equagdo de
difusdo, entdo fica

rotH=J e VzE—,u-O'E:O

Esta equacdo ¢ conhecida como a equagdo de corrente-eddy, pois ¢ da mesma forma da
equacdo para a densidade de corrente, J. Dado que J=0-E, a equagio que rege o
comportamento da corrente ¢é:

Vg0l 0.
Py

Mostrou-se que num meio em que a corrente de condugdo predomine (num condutor), o
campo electromagnético obedece a uma equacdo de difusdo, enquanto que num meio em
que a corrente de deslocamento predomine (num dieléctrico) o campo electromagnético
obedece a uma equacao de onda.

Procure-se uma solugdo do tipo mono-frequéncia (OPM). Decompondo nas componentes
segundo o eixo dos xx e dos yy, vem

0°E OE
VE —¢- = o —=
! H ot? H ot
c
0’E OE
VE —¢- Y —yo—2
y TG TG,

com E.=E, e/ ¢ E =E, -e’®", vem, por exemplo, para E,, que s varia com z,

O°E,

822 _g.lu.jz.a)z.Ex =ﬂo']a)Ex

ou

2
X

0z*

+8,U(02Ex—,uo'j(0Ex:0

Definindo uma permissividade complexa do tipo
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* e
£ :g[l—]—j
w-&

e dividindo toda a equagdo por e

jot

, resulta

2
X

0z*

+o’u-gE, =0

Esta ¢ a equagdio de um movimento harménico que se pode por, fazendo f° =w’ - u-&",

O’E
aTZX'FﬂZ'EX :0

e ¢ satisfeita pela funcao
E,=E -’
De facto, substituindo, resulta

O,

e =—j-B-Ey, e Pz
O’E 4 4
622)( =i’ B’ ‘E, et =_p? ‘Ey e IP?

0 que, substituindo, fica
—pEy e+ E, e =0 (confirmado)
S € um numero complexo que se pode colocar na forma
P=k-ja
ficando, entdo,
EX — EX0 _e—j(/f—.iot)Z — EXO .e % _e—JﬂZ
€ para o campo

_ Lz j(ot-kz)
E =E, -e e
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Esta equacdo representa uma OPM de amplitude decrescente, em que o ¢ a constante de
atenuacao e k ¢ o numero de onda.

De notar que num dieléctrico, tem-se %) e« 1 pelo que se tem

O’E ,
a—;+ﬂ2 E =0 e E,=E, -e/ ™"
z

2 2 , . . . .
em que f° = w” e (0 que estd coincidente com o que foi apresentado anteriormente). De

igual modo, num meio altamente condutor, ou seja, % & 1, vem

0’E o
a zx_ja).o-.lu_Ex:O e Ex:EXO_e—z/é_ej(wt—kz)
z
cm que
s__ 1L _[ 2

e ¢ conhecida por profundidade de penetracdo no condutor. Para z = d, a amplitude reduz-
se de um factor de //e. Como J pode tomar valores muito pequenos para condutores
muito bons, mesmo a baixas frequéncias, a onda decresce exponencialmente muito
depressa a medida que se propaga no meio, sendo mais caracteristico de uma difusdo do
que uma propagac¢ao, o que, mais uma vez, esta de acordo com o exposto anteriormente.

4.4.1 Impedancia caracteristica de um meio

A razio entre os modulos do campo eléctrico e do campo intensidade magnética da a
impedancia caracteristica de um meio, #, isto ¢

=1 Q)

Este valor pode ser obtido a partir do seguinte:

Considere-se a equagao

. O H
ot E=—pyuy——
”at

Atendendo as expressdes obtidas para E e para H , tem-se
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rotE‘z—jy-w-FI
simplificando

0z

Atendendo a expressio obtida para E , vem

Pelo que se pode escrever
_E_ou
H p
No vazio, f € real, e tem-se

Ny ”0 1207 ~377Q

E
i H W& - ,Uo

Num meio dieléctrico com perdas baixas, tem-se

“H f (ﬁ‘"@”mj

Aqui, como ¢ = (), entdo n* = 7.

Num meio condutor, tem-se

E 7 Noxy?, N[O 1
=—=|—=]——=0+)),|——
I, 1/5* \/ - (1+7) o

4.4.2 Onda num meio qualquer

Neste caso define-se a permissividade complexa da seguinte forma:
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Esta permissividade pode ser entendida como

Ey=E—J&'

ou
Oy =0+0-&'
A
oct+w-¢g'
tgg= ,
-

chama-se tangente de perdas ou factor de dissipacao.

4.5 Reflexdo de OPMs por um condutor perfeito

45.1 Incidéncia normal

A componente segundo os xx €

X

E =E1X _ej(a)t—kz) +E; .ej(a)t-%—kz)

correspondentes a onda incidente e reflectida (repare-se o sinal positivo em kz o que
indica uma onda que se propaga em sentido contrdrio a onda incidente com sinal

negativo).
Na fronteira, ou seja, em z = (), tem-se

EX

o =(Ey+Ey)-e™ =0
E, =-E
O coeficiente de reflexao, 7, ¢ dado por

EV
r=2&-_
EX

ou seja, ha reflexdo total.

(das condigdes fronteira)
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A equacgao da componente segundo os xx pode, entdo, escrever-se da seguinte forma:
E =E., _(e—jkz _ejkz>_eja)t

Aplicando a relag@o de Euler para o seno, vem
E =-2jE -sen(kz)-e’”

e o valor instantaneo ¢ dado por
E_=2E' -sen (kz)-sen(wt)

0 que representa uma onda estacionaria.
Adoptando um procedimento idéntico para H,, chegar-se-ia a solugdo

i

H _ 2 -cos (kz)-cos (wt)

X

4.5.2 Condicgbes na fronteira entre dois dieléctricos

Uma onda que viaje num meio e incida num dieléctrico vai ser parcialmente reflectida e
parcialmente transmitida para o dieléctrico. Neste caso tem-se as seguintes relagdes:

E,=Ep
H,; = Hp;

Na figura seguinte, k& é um fasor, com toda a generalidade, k , sendo em geral um
complexo.

L M1

&2, U2

As equagodes fasoriais dos campos incidente, reflectido e transmitido, sao
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E,(F)=E, -7
E,(F)=E,-¢"""
E(F)=E, -’
As condigdes fronteira sdo independentes do tempo, pelo que se pode escrever
(E.(0,3,2)+ E,(0,7,2)}, = {E,(0,3,2)},.,
Para todo o ponto (y, z) da fronteira, x = 0, pelo que

=k vk z iy Ik y= ik 2 _dn ikyyjk 2
i€ L, -e ang € ang

Para ser independente do ponto, deve ser

—

Pode-se, entdo, afirmar que k,, k, e k, sdo complanares, num plano normal ao plano de

separagao.

Rodando os eixos, vem

VYN

Donde se tiram as relagdes
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k. =—k, cos(6,)i +k, sen (Hi)]:f
k. =k cos(6,)i +k sen (0,)k

k, =—k, cos(6,)i +k, sen (6,)k

Definem-se k; € k> como

ky :‘Ei‘: k, = O\ H &
ky = ];t SO\ H, &,

Atendendo a que kiz = kr__ = kt_, , tiram-se as seguintes relagdes:
De k, =k, sen(f)=sen(0,) = 6,=0,
De kiz = ktz , k,-sen(8,)=k, -sen (0,)

ou seja,

sen (6,) _k, _ a)'\/,uz'gz _\//"2"92 "V

sen () k wo-Ju-e  AJue v,

Esta ¢ a lei de Snell para a refraccao.

4.5.3 Leis de Snell
O indice de refraccdo de um dado meio, n, ¢ dado por

n=+e

pelo que nos casos em que u; = uy, pode se escrever a lei de Snell do seguinte modo:

Sen(ei): ﬂl"gz:,ul’\/g:\/g:”_z
sen(0,) g meE e o

Atente-se as seguintes figuras:
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A X
i k, = k2 +k
i 91.—_ ];r
en | i
>z
& U2
A X
k. o] 7
e U1 i
&2, U2

Na situacao seguinte, k, > k;:

1
1
Uy !

&2, U2

donde se tira

ky>k — \/,Uz'<92>\/ﬂ1'<91 ou v,>v, — 0,<6,

A seguir representa-se o caso em que k; > ky:
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Agora, tem-se

k, >k, — \/ﬂ1'€1>\/ﬂz'€z ou v,>v, — 06,>0,

Um caso particular de interesse, ¢ o caso em que ha reflexdo total; neste caso, o angulo
do segundo meio € 90°, isto ¢, 8, = 90°, ficando

1
1
en M|

> 7
&2, U2 \\j

Matematicamente, fica
k, -sen(8,)=k,
em que 6, ¢ o chamado angulo critico. Tem-se ainda

kZ

sen (6.) = T
1

Um outro caso de interesse ¢ quando a incidéncia ¢ normal a fronteira entre os dois
meios, isto €, 6; = 0. Na fronteira, z = 0, tem-se

E.+E, =E|

H,+H,=H,
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pelo que se pode escrever

1+I'=7¢
e
1-r=";
7,

em que I é o coeficiente de reflexdo (definido na seccdo 4.5.1) e 7 é o coeficiente de
transmissao e define-se como

ﬂ
Il
I |

Resolvendo as duas equagdes anteriores simultaneamente, fica

= 7, =1,
m+mn
c
2.
r=—2"
n,+m

em que 7 ¢ a impedancia caracteristica do meio.

4.5.4 Campo evanescente

Quando o angulo de incidéncia ¢ maior que o angulo critico, isto €, quando 6, > 6., vem

k, =Jk2 —k? =\Jk2 —k? -sen’(6)

Como, neste caso, k, -sen (6,) >k, , fica

k, =+j\ki-sen*(0)—k: =+ja,

Substituindo na equagao fasorial de E,, vem
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F (= B .okt _ 5 —jkz ik B ke i) Sjkztex
Et(]"):Et.ej'X z :Et,efhz.ejrx :Et'ejhz.e] J%, :Et'e'lzz'e ty

A solugdo limitada ocorre quando k, =—j«, , em que se tem

4 Campo
evanescente
&1, U1
&2 U2
_—
amplitude
do campo

4.6 Ondas transversais

As condigdes fronteira impdem ainda relagdes entre as amplitudes de £,, £, e E,.
Para as encontrar, vai decompor-se a onda incidente de polarizacao arbitraria em duas

componentes, uma de polarizacdo ortogonal e ao plano de incidéncia (plano dos k ) e
outra de polarizagdo paralela, somando-se, depois, os efeitos.

46.1 Ondas TE

Sdo ondas de polarizacdo normal ou transversal ao plano de incidéncia (dai o nome
Transversal Eléctrica).

v

Sem perda de generalidade, pode-se por

E(7)=e ]
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o que equivale a fazer

E,(7)=(0,.0)

As ondas reflectida e transmitida, também polarizadas segundo ;, vém

E,(F)=E

”

—jlk, x+k.z)
. e x

e U —J(k; x+k z) 7
Et (I") - EV e

Como s6 ha componente segundo os yy, pode escrever-se

E,(F)=E, e "
E()=E, ¢

onde E, e E, sdo fasores, constantes complexas, do tipo

Tem-se, entdo,
™ o= —j ki x
Ei (r) =e

Er(?)ZR-e_jk"*x i

ot

Et (7_;) =T e_jkl"x

A partir de
- |
H=——KxE
- U
Defina-se
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RE) = % coeficiente de reflexdo
77 = % coeficiente de transmissao

entdo obtém-se

b

(~k, k—ki)e " e
- U *

() -
H(7) =2, k—k e et
o-u "

H,(7)=——(h, f—k Dy
- U

Impondo a condi¢do de igualdade das componentes tangenciais, vem, para x = 0,

I1+R=T (do campo eléctrico)

_ k, + R k. =— d k, (do campo magnético)

X IX
- H -t -,

Atendendo a que

kix :er
fica
Lki -(l—R):th -T
/. My
k
l—R="t . p
ki,
De
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1+R=T
l—R=—t.t.p
kl /u2
tira-se
|
R(TE): luz k:
l+ﬂ.k’
ﬂZ kl
T(TE)= 2
44
/u2 kl

46.2 Ondas TM

Neste caso, a polarizagio ¢ paralela ao plano, portanto ¢ H,(F) que é normal, ou
transversal (dai o nome Transversal Magnética).

AX

v

Por dualidade

EF—H
H—E
u—e
&E— U
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_ak,
R(TM) _ ﬂr _ & ki.x
H, | &k,
& kix

ron _H, 2
H, | &k
&, k

Toda a onda que encontra objectos ou fendas de dimensdes superiores ao comprimento
de onda pode ser parcialmente analisada em termos de raios: € o campo da Optica.
Fendémenos que envolvem objectos ou fendas de dimensdo do comprimento de onda
exigem tratamento rigoroso; o mesmo acontece nos fendmenos de interferéncia.

4.7 Espectro electromagnético

As ondas electromagnéticas propagam-se no vazio e no ar a uma velocidade de 3 x 10
ms'. A gama de frequéncias das ondas electromagnéticas vai desde as “baixas
frequéncias” — utilizadas nas comunicagdes radio — até as altas-frequéncias que se
encontram nos raios X ¢ Gama.

Ao conjunto de frequéncias das ondas EM chama-se espectro electromagnético,

representado na figura seguinte:
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Frequéncia, Hz

1022
1021 p—
1020 _
1019

1018

1017

10]6

1015 —
1014 1
1013
1012
1011
1010
10°
108 p—
107 —
10

10*

Raios
Gama

Ultra-
Violetas

Infra-
Vermelhos

Radio

Radiacao

Comprimento de

onda, m

Raios X

Visivel —

Micro-
Ondas

TV,FM  —

Difuséo
Internacional —

10-13
10-12
10—11
10-10
107
10
107
10
107
10
10°
102
10"
1
10
10
10°
10°
10°

Para uma melhor ideia do significado do espectro, atente-se a tabela seguinte:

Espectro electromagnético

Comprimento de onda (M) Frequéncia (f) Designagdo Utilizagdo comum
Comunicagao radio a
30 km 10* Hz VLF distancias longas
Comunicagdo submarina
3 km 10° Hz Ondas Longas
30 m 10’ Hz = 10 MHz Ondas Curtas
30 cm 10’ Hz =1 GHz UHF TV, radar
3cm 10 GHz Ondas Centimétricas | Satélite, radar
0,3 cm = 300 pm 10" Hz
3 um = 3000 nm 10" Hz Infravermelhos,
espectro molecular
700 nm 4,2 x 10" Hz
T Luz
40 nm 7,5 10" Hz
30 nm = 300 A 10" Hz Ultravioleta,
espectro atomico
300 pm 10" Hz Raios X
<3 pm 10 Hz Raios y
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4.8 Antenas

As equagdes de radiacdo e de propagacdo dos campos eléctrico e magnético j4 foram
vistas na sec¢do 3.10.3 ¢ sdo:

- 0’E 1 0J
VE-¢- =—grad p+ pyu—
Hor ~ 8Py,
-
Vzé—g-ygf :—,u-rotj

Estas equagdes descrevem o comportamento dos campos eléctrico € magnético aquando
da sua propagacao para pontos no espaco longe dos circuitos que os criaram. Quando tal
nao acontece esta-se perante o problema de antenas, que ¢ abordado nesta secgao.

Como se viu anteriormente, as ondas electromagnéticas sdo geradas como consequéncia
de um de dois efeitos: ou a partir de um campo magnético variavel que produza um
campo eléctrico ou a partir de um campo eléctrico variavel que produza um campo
magnético. Torna-se, entdo, claro, que nem cargas estaciondrias, nem correntes
constantes sdo capazes de gerar ondas electromagnéticas. Quando uma corrente que
circule num condutor variar no tempo, entdo o condutor ird emitir radiagdo
electromagnética. O mecanismo fundamental responsavel por essa irradiacdo € a
aceleragdo de particulas carregadas, isto €, sempre que uma particula carregada sofre uma
aceleracdo, entdo irradia energia.

Uma técnica comum para acelerar particulas carregadas, consiste em aplicar uma tensao
nos condutores de uma antena, sendo a fonte das ondas de radio emitidas pelas antenas
das estacdes radio-emissoras.

. 1 . ~ Jor] .
A figura seguinte ilustra a producdo de uma onda electromagnética através das cargas
oscilantes de uma antena:

! Retirada de [8].
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Neste caso ligam-se duas hastes metalicas a um gerador de corrente alternada, o que ira
provocar a oscilacdo das cargas entre as duas hastes, sendo, neste caso, a tensdo aos
terminais do gerador, sinusoidal. No instante inicial, isto ¢, em ¢ = 0 s, a haste de cima
tem uma carga positiva maxima enquanto que a haste de baixo tem uma carga igual mas
negativa. Também estad representado o campo eléctrico nas vizinhangas da antena nesse
instante. Quando a carga oscila, as hastes ficam menos carregadas, fazendo com que o
campo nas vizinhangas das hastes diminua de intensidade, enquanto que o campo
eléctrico gerado no instante inicial se afasta das hastes. Quando as cargas se neutralizam,
como se pode ver na alinea b) da figura, a campo eléctrico fica também nulo; tal ocorre
passado um quarto de periodo de oscilacao. Continuando o processo, de seguida a haste
superior aumenta a sua carga negativa, até atingir um maximo, ficando, nesse instante, a
haste inferior com a carga positiva maxima, originando um campo eléctrico dirigido de
baixo para cima, como se pode ver na alinea c) da figura. Este instante ocorre meio
periodo depois de iniciado o processo. A seguir, ocorre um processo inverso, até se
atingir a situagdo em que a haste de cima fica com a carga positiva maxima e a de baixo
com a carga negativa maxima, isto €, volta-se a posicao inicial — situacdo descrita na
alinea d) da figura. Neste instante decorreu um periodo de oscilagdo, seguindo-se,
posteriormente, uma repeticao de todo este processo.

Do que foi descrito, pode concluir-se que foi gerado um campo eléctrico que se foi
afastando (propagando) das duas hastes, pelo que se diz que estas formam uma antena.
Perpendicularmente ao campo eléctrico, e a0 mesmo tempo, ¢ também criado um campo
magnético, através de um processo analogo. Esta-se, entdo, na presenga de uma fonte dos
campos eléctrico e magnético, ou seja, da radiagdo electromagnética.

Um processo inverso, mas analogo, ocorre quando as hastes “estdo no caminho” de uma
onda electromagnética: aos seus terminais ter-se-4, entdo, uma tensdo alternada, de
acordo com o campo electromagnético da onda (a antena deixa de ser uma “torneira”,
para passar a ser um “ralo” do campo electromagnético).
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