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1 Analise vectorial
1.1 Derivadas parciais

1.1.1 Derivada de uma funcéo

Seja a fungdo f =y(x) uma funcdo qualquer com uma varidvel independente. A
derivada de uma funcao ¢

Geometricamente, a derivada de uma fung¢dao num ponto ¢ a tangente trigonométrica do
angulo que a recta tangente a curva nesse ponto faz com o eixo das abcissas.

As derivadas calculam-se de acordo com a definigao.

Exemplo:

y=+x
dy Ay Y-y VX —x VX —x VX —x

de - MM i T T IR (R MV VRV R

1 1
“lim AT

E possivel, assim, com mais ou menos trabalho, estabelecer regras praticas de derivagao
e tabelas de derivadas.

1.1.2 Derivadas parciais

Uma fungdo a uma varidvel representa uma linha; uma funcdo a duas varidveis
representa uma superficie; uma func¢do a n variaveis representara uma hipersuperficie no
espaco n+/ dimensional.

Define-se derivada parcial da fun¢ao z(x,)) no ponto P do espaco em ordem a x, & ,a
X

derivada da fungdo z(x) que se obtém “congelando” y, isto €, supondo y constante. Da

mesma forma se pode definir Z—Z
4

Calculemos as derivadas parciais da fungdo z = xy°.

oz 2 .
= y? (v° funciona como uma constante)
X
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—=2xy (x funciona como uma constante)

oy
1.1.3 Derivadas de fungdes compostas

As seguintes regras da derivacao de fungdes compostas sdo fundamentais:

i z=z00)
dz _dz dy
dx dy dx

ii. z=z(yl(x), y2(x))

dz _dz dy,  dz dy,
dx dy, dx dy, dx

fi.  z=z(vI( 1), v2(0))

e _dz dn, &z &y,

abc_alyl dx dy, dx

dz _dz dy  dz dy,
dt dy, dt dy, dt

1.2 Integrais multiplos

1.2.1 Integracdo de uma funcéo

Considere-se a seguinte fungao:

f(x)

B

Divida-se o intervalo entre a ¢ f em intervalos parcelares arbitrarios Ax;; de seguida
tome-se em cada um desses intervalos um ponto arbitrario p; e determine-se ai o valor
da funcao f(p;).

Define-se, entdo

© 2003 Filipe Santos Moreira 2
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max(Ax; )—0

B
[reode=1im > f(p)Ax,

que ¢ independente da forma da divisdo em intervalos e dos pontos p; escolhidos. Este
integral definido (um valor definido, um numero) ¢ a area entre a curva f(x) e o eixo das
abcissas.

Conclui-se, de imediato, que se m for um minimo de f(x) no intervalo {a, B} ¢ M um
maximo da fun¢do nesse mesmo intervalo, entdo

B
m(f-a)< [ f(ndv<M(f-a)

que ¢ conhecido como o teorema do valor médio para integrais definidos.

Partindo deste teorema, € possivel chegar a defini¢cdo de primitiva ou integral indefinido
de f(x); de facto, a primitiva de f(x), F(x), ¢ toda a fung¢do que satisfaca a seguinte
condigao:

dF (x)
dx

=/ (x)

1.2.2 Integrais duplos

Quando se introduziu o integral definido, dividiu-se a 4rea sob a curva f(x) em pequenos
rectangulos.

f(pi)

o B X
AX;

Primeiro calculou-se a area desses pequenos rectangulos
Zf (p)Ax,

e so depois ¢ que se passou ao limite de modo a obter o integral definido

B
[feodx="1im ¥ f(p)Ax,

max(Ax; )—0
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B
O integral definido pode ser interpretado como o limite dessa soma. O sinal I pode ser
entendido como um sinal limite do sinal 2 e o integrando f(x)dx pode ser visto como
uma area infinitesimal rectangular.

O processo de calculo dessa area reduz-se, assim, ao de definir uma area infinitesimal a
integrar.

Poder-se-ia ter escolhido um elemento de area ainda mais pequeno. O mais pequeno

elemento de area que se pode definir é o chamado elemento de area em coordenadas
cartesianas

ds = dx dy

dy [ -~~~ —

Agora para calcular a area total sob a curva, calcula-se primeiro a area correspondente
ao rectangulo do primeiro processo. Nesse calculo, x ¢ tomado constante.

f(x)
[dvdx = 1 (x)dx
0

Depois segue-se 0 primeiro processo
B
[ f(xax

Este procedimento pode ser resumido da seguinte forma:

0 que constitui um integral duplo.

O seu calculo segue o processo inverso do da derivagdo parcial. Primeiro, integra-se em
ordem a dy, considerando x como uma constante; depois, integra-se em ordem a dx,
considerando y como uma constante.

© 2003 Filipe Santos Moreira 4
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Neste exemplo, a utilidade do integral duplo ndo ¢ muito aparente, uma vez que se pode
calcular a area muito mais facilmente utilizando o integral simples. Contudo, imagine-se
que se pretende calcular, por exemplo, o volume sob uma superficie - entre o plano xy e
a superficie z (x,y).

Pode tomar-se como elemento de area ds =dx dy no plano xy e depois associar a esse
elemento de area uma altura z = z (x,y), definido um volume infinitesimal prismatico.

O volume total sera dado por
JJ 2. y)dxdy

Imagine-se, por exemplo, que se quer o volume sob a superficie z = xy” entre os limites
x=1 e x=2 para a coordenada x e y=0 ¢ y=2 para a coordenada y. O volume ¢, entdo

—_———

2
jxyzdydx
0
Primeiro integra-se em ordem a y, considerando x constante e depois integra-se em
ordem a x. Assim sendo, vem

2 372 2 2 272

8 8 8
V=jx- X dx=J.x~—dx=J.—xdx=—- 2| =4
1 3, 3 3 312

A ordem de integragdo, neste exemplo, ¢ arbitraria, porque os limites sdo constantes
puras.

1.2.3 Integrais triplos

No exemplo anterior, poder-se-ia ter calculado o mesmo volume usando um elemento
de volume ainda menor: o elemento de volume em coordenadas cartesianas

dV=dxdydz

O volume seria, entdao, dado por
i
0

Aqui, a ordem j& ndo ¢ arbitraria, pois o limite superior de integracdo em z depende de x
ey.

X2

cy 22
Idz dy dx=jjxy2dy dx
0 10

—_——

Mais uma vez, parece desnecessario recorrer ao integral triplo. Mas imagine-se outro
problema: pretende-se determinar a massa de um prisma, sabendo que a sua massa
especifica ¢ uma fun¢ao do ponto dada por

p=e”-yz

© 2003 Filipe Santos Moreira 5
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O prisma tem por limites

1 <x<2
0<y<2
0<z<H4

O problema pode ser resolvido por

422 o
= [Tl sy ae= = {

001 y
4 4

2
Iz-18,55 dz = 18,55-{%} =148,41

0 0

2 42 4 2y 2
} dy dz =sz-(e2y —ey)dy dz=jz-{e——ey} dz =
00 0 2

1

1.2.4 Integral de linha

Considere-se um objecto com massa m colocado num campo gravitico. Como a forga
gravitica ¢ um vector, o campo gravitico ¢ um exemplo de um campo vectorial. A forca
gravitica na massa ¢ dada por mg, em que g ¢ um vector constante chamado aceleragao
gravitica. Supondo que se larga a massa e ela cai a partir do ponto 4. O deslocamento
vertical medido na direccdo descendente a partir de 4 ¢ ». O trabalho feito pela forga
gravitica causa o deslocamento da massa. Pretende-se calcular o trabalho feito para
mover a massa de 4 até¢ B, como na figura.

®
m &M l
or

B®

O trabalho feito para deslocar a massa do ponto M para o ponto N, correspondente a
uma distancia elementar or. A fisica diz que o trabalho feito ¢ igual ao produto da
amplitude da for¢a pela distancia percorrida. Neste caso, a amplitude da forga presente ¢
dado por mg e a quantidade elementar /¥, quando a massa se desloca de M para N ¢é
dada por

oW =m-gor

© 2003 Filipe Santos Moreira 6
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donde se tira w =m-g . Fazendo or — 0, obtém-se
r

. oW dw
lim—=—-=m
sr=0 5 dr

Para se obter o trabalho total feito quando a massa se desloca de 4 para B, calcula-se o
integral para o intervalo de interesse, isto ¢

B
trabalho total feito=W = I m-gdr.
A

Este ¢ exemplo elementar de um integral de linha. Esta denominacdo vem do facto de se
estar a integrar ao longo da linha de 4 até B.

No caso anterior, o calculo foi directo e simples, devido a particularidade do exemplo.

Considere-se agora o caso em que se tem um campo vectorial, F', através do qual passa
uma curva C, como na figura seguinte.

F(x,y)

A analise seguinte vai se restringir a duas dimensdes. No caso geral, o campo vectorial
vai variar com o espago, isto é, F' = F(x,y). Considere-se que o elemento pequeno de C

e que junta os pontos M e N e seja € o angulo entre a tangente da curva C no ponto M e
a direc¢do do campo nesse ponto. Seja o vector que une M e N 07 . Considerando a

quantidade
F|6F

em que | representa o produto escalar. Se F representar a forga gravitica, entdo a
quantidade F | 0 ¥ representa a pequena quantidade de trabalho feito pelo campo ao

mover uma particula de massa unitaria entre o ponto M e o ponto N. O integral
apropriado ao longo de toda a curva representa o trabalho total efectuado. Assim, tem-se

“|

F 165 =|F|-[57] cos 0 = (F| cos @) |57|=F, -5r

© 2003 Filipe Santos Moreira 7
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em que F, ¢ a componente de F tangencial a curva C. Este resultado é do mesmo tipo
das expressdes para o trabalho obtido anteriormente. Entdo esta-se interessado em
integrais do tipo

[ Fx,mldr.

Dado que F & uma funcio vectorial de x e de y, entdo F tera componentes cartesianas
Fy(x,y) e Fy(x,y), pelo que pode ser escrito na forma

F(x,y) = F(x, )i +F,(x,)] .
De igual modo, pode definir-se
di=dxi+dy]
donde se tira

[ Flds = (F.(c0)i +F, (0,007 )|(dxi +dy )= F.(x.)-dx+F,(x.)dy.

© 2003 Filipe Santos Moreira 8
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2 Campos escalares e vectoriais

2.1 Introducéao

Um campo ¢, grosso modo, um ente fisico que toma diferentes valores em pontos
distintos do espaco. A posicao do ponto do espaco determina o valor do campo no ponto
a cada instante.

A grandeza fisica pode ser um escalar. Tem-se, entdo, uma fun¢do das trés coordenadas
do ponto. A temperatura duma sala € em campo escalar.

O ser fisico também pode ser de natureza vectorial. As velocidades das particulas dum
fluido em movimento, por exemplo a agua, formam um campo vectorial. A cada ponto
do espago (onde esta o fluido) esta associado um vector.

Os campos vectoriais podem ser representados por vectores, pelas tangentes, em cada
ponto, ao vector correspondente a esse ponto — as chamadas linhas de for¢ca do campo —
ou por superficies a que estas linhas sdo perpendiculares — as superficies de nivel do
campo. Num campo escalar sdo as superficies onde o campo ¢ constante.

2.2 Gradiente de um campo escalar

Dado um campo escalar F(P, t) ¢ possivel, com algumas restrigdes matematicas que
aqui ndo serdo abordadas, definir um novo campo a partir dele, sendo este novo campo
um campo vectorial, chamado gradiente do campo escalar.

A cada ponto do espago, associa-se um vector que tem a direc¢do e o sentido segundo
0s quais o campo escalar cresce mais rapidamente e o seu mddulo ¢, justamente, o valor
desse crescimento, por unidade de comprimento. Esse vector é perpendicular as
superficies de igual valor do campo escalar — as suas superficies de nivel.

F,

F,
rad F

v gradF = limE

F>F,

O gradiente de F ¢ calculavel directamente a partir de F; se 0 campo estiver expresso em
coordenadas cartesianas F(x, y, z, t) €

gradF :a—Ff +6—Fj +6—F1€
ox oy 0z

© 2003 Filipe Santos Moreira 9
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Como ao longo de uma superficie equipotencial F ndo varia, definindo um vector u
tangente a superficie, tem-se

gradF |u =0
Logo, grad F tem de ser perpendicular a superficie de nivel que passa por P.
2.2.1 Operador Nabla

O operador nabla, V, ¢ definido por

g2 00
Ox 0Oy 0Oz

logo
gradFF =VF
2.3 Fluxo de um campo vectorial
Fluxo: “quantidade” que passa por uma superficie por unidade de tempo.

Exemplo: quantidade de dgua que passa através de uma dada seccdo de uma conduta
(por exemplo) por unidade de tempo.

Suponha-se uma superficie S e defina-se uma superficie elementar A4S sobre ela. Seja n
o versor normal a 4S. Seja v um campo vectorial, por exemplo, o campo de velocidade
de agua.

A quantidade v |n AS, obtida projectando v, a velocidade da agua, na direc¢do da

normal e multiplicando pela area 4S, d4 o volume de 4gua que atravessa essa superficie
elementar por unidade de tempo.

Se se pretender saber qual o volume de 4gua que passa por unidade de tempo toda a
superficie, ter-se-ia de considerar outras superficies elementares e somar as quantidades
correspondentes.

© 2003 Filipe Santos Moreira 10
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Como a superficie considerada ¢ continua, considera-se uma superficie infinitesimal,
dS, e substitui-se, no limite, a soma por um integral, obtendo-se, desse modo, o fluxo do
campo v através da superficie S, ¢s.

g, =|[v i ds

A nogao de fluxo permite deduzir um campo escalar a partir de um campo vectorial.
2.4 Divergéncia

Suponha-se um ponto qualquer do espago, P, e considere-se uma superficie fechada, S,
que o contém. Chama-se divergéncia do campo vectorial no ponto P a:

ﬁﬂﬁds
divv = lim 3——
AV=0 AV

Por outras palavras, calcula-se o fluxo que sai através da superficie fechada que contém
o ponto (o simbolo ﬁ significa integracdo sobre uma superficie fechada) e divide-se

pelo volume limitado por essa superficie, 4V. Depois, calcula-se o limite deste
quociente quando o volume tende para zero. Isso equivale a considerar o fluxo através
de superficies cada vez mais apertadas englobando o ponto. No limite esta-se a calcular
o fluxo através de uma superficie que engloba a justa o ponto.

Se este limite, a divergéncia, for nulo, o ponto ¢ um ponto normal, por onde a agua
simplesmente passa. Isso significa que a 4gua que entra por um lado da superficie sai
pelo outro.

Contudo, se o limite ndo for nulo, o ponto ¢ divergente do normal, ou seja, tem
divergéncia ndo nula. Se for positivo, isso significa que esta a ser criada dgua nesse
ponto, ou entdo esta a ser introduzida do exterior. Se se pensar no espago que se esta a
estudar como uma banheira, o ponto ¢ uma torneira pontual. Se, ao contrario, a
divergéncia for negativa, a agua esta desaparecer nesse ponto, ¢ um ralo.

Entdo, a partir do campo vectorial inicial, definiu-se um novo campo escalar ¢ a cada
ponto do espago estd associado um escalar, a divergéncia do campo vectorial.

A divergéncia pode calcular-se directamente a partir do campo vectorial por uma

expressao matematica que se deduz directamente da definigdo. De facto, exprimindo o
campo vectorial em coordenadas cartesianas, vem

V(X y,2,8,) =V (X, V,2,1,)i + v, (X, 7,2,8,) ] +v. (x,v,2,1,)k

© 2003 Filipe Santos Moreira 11
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2.4.1 Teorema de Green-Ostrogradsky

Um teorema muito importante ¢ o teorema de Green-Ostrogradsky:

ﬁwﬁdS:wdivvdV

S

Este teorema ¢ facil de entender a partir do exemplo da banheira (referido
anteriormente, podendo, mesmo, chama-lo de “teorema das banheiras”); este teorema
diz que a 4gua que sai através da superficie S que limita a banheira (superficie fechada)
¢ igual a dgua que entra pelas torneiras menos a que sai pelos ralos. H4 que contar a
dgua que entra ou sai, que ¢ exactamente a divergéncia nesses pontos ou conjunto de
pontos, € somar, ou, no limite, integrar, a todo o volume V.

Dito em termos mais precisos, o teorema diz que o fluxo de um campo vectorial através
de uma superficie fechada ¢ igual ao integral da divergéncia do campo estendido ao
volume limitado pela superficie.

2.5 Circulacado de um campo vectorial. Rotacional

Uma outra operacdo sobre campos vectoriais que serd aqui abordada ¢ a de circulagdo
do campo ao longo de uma linha. Esta operagdo ¢ semelhante ao integral de linha, ja
abordado.

Suponha-se uma linha » ¢ defina-se um comprimento elementar Ar sobre a linha. Seja 7
o versor tangente a linha. Seja v um campo vectorial.

v

N

Ar

A quantidade v |7 Ar ¢ obtida projectando v na direccdo da tangente e multiplicando

pelo comprimento Ar. Esta quantidade dé a circulagdo da agua, se v for o campo de
velocidade da 4gua, ao longo do comprimento Ar. Para calcular a circula¢do ao longo da
linha, haveria que somar estas circulacdes elementares e, no limite, integrar, obtendo-se

C =[v|7dr

A nocdo de circulagdo permite definir, a partir do campo vectorial v, um novo campo
escalar.

Suponha-se um ponto no espago P e considere-se uma direc¢do definida por um versor
n . Considere-se uma linha fechada num plano perpendicular a 7, englobando o ponto
P.
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S)

Define-se como componente de um vector, chamado rotacional do campo v, segundo
7, como

- fvlEar
rotv|n = lim
Ar—0 Ar

Calcula-se, assim, a circulagdo do campo ao longo da linha fechada r, divide-se pela
area limitada pela linha Ar e obtendo-se o limite quando Ar tende para zero. Isso
equivale a considerar linhas fechadas cada vez mais ajustadas ao ponto P.

Se o limite for nulo, isto €, se o rotacional nao tiver componente segundo a direc¢cdo
definida por 7, isso significa que ndo ha circula¢do na linha . Mas, se for ndo nulo, no
limite, quando a linha se fecha cada vez mais, isso significa que ha um vortice de um
redemoinho no ponto que tem componente segundo 7 e provoca rotacdo da adgua na
linha.

Agora, esta-se a associar, a cada ponto, um novo vector e, portanto, a definir um novo
campo, o rotacional do campo inicial. Precisamente porque ¢ um vector, vai ter direc¢ao
e sentido. Como a divergéncia pode ser entendida como dando a quantidade de 4gua que
entra ou sai, respectivamente numa torneira ou ralo, o rotacional pode ser entendido
como uma colher que provoca uma rotagdo da 4dgua em torno de si propria.
Naturalmente, tem-lhe associada uma direc¢do e sentido, a ele e ao vortice que cria.

O rotacional também se pode calcular directamente a partir do campo vectorial. A partir
da defini¢do, deduz-se, para um campo expresso em coordenadas cartesianas

i ]k
- |0 o0 0o
rotv=— — —
X Oy Oz

Ve vV, v,

em que o determinante deve ser desenvolvido segundo a primeira linha, ficando

rotv = -
oy 0z

ov, O0v, ). (0v. ov )= (Ov, O0v, -
— i — - +| — k.
ox 0z

Atendendo a defini¢do de produto vectorial, ¢ imediato constatar que

rotv=Vxvy
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Existe um teorema que relaciona um campo vectorial com o seu rotacional, o teorema
de Stokes

§v|fdr=”mtv|ﬁds
S

O teorema entende-se bem pensando o que acontece numa chavena de café, sendo, por
isso, aceitdvel chamar-lhe teorema das chavenas de café. Suponha-se, entdo, que se
pretende calcular a circulagdo do café ao longo do bordo da chavena; quer dizer, o
percurso » € o bordo da chavena. Entdo, tem de se contar as colheres que se metem na
chavena. Contudo, nem todas as colheres ddao rotacdo como a que se quer. Se se
conseguisse meter uma colher como mostra a figura, em paralelo ao plano do bordo, e
do pires, ndo se conseguia a rotacao do café como o pretendido, por mais que se rodasse
a colher. Quer isto dizer que tem de se contar as “partes uteis” das colheres, a sua
projeccao na normal ao bordo da chavena, rot v |n . Contar significa, no limite, integrar

a toda a superficie do bordo. E, assim, se obtém o fluxo de colheres, ou fluxo do
rotacional, através da superficie, J. .[ rotv|ndsS.
N

Em termos matematicos, o teorema diz que a circulagdo de um campo vectorial ao
longo de uma linha fechada ¢ igual ao fluxo do rotacional do campo através da
superficie limitada pela linha.

2.6 Determinacdo de campos vectoriais

S6 ha duas maneiras de criar um campo vectorial: criando torneiras e/ou ralos, ou
introduzindo colheres. Pense-se, por exemplo, numa banheira cheia de agua: s6 ha duas
maneiras de a por em movimento: uma ¢ abrir uma torneira ou um ralo. As particulas de
agua vao, entdo, da torneira para o ralo. A outra maneira ¢ introduzindo uma colher e
rodando-a; as particulas de 4gua andam, entdo, a volta da colher em circuito fechado.

Dito de outro modo, s6 hd duas maneiras de criar um campo vectorial. Uma ¢ criar
pontos de divergéncia nao nula. Entdo, as linhas de for¢a do campo (as quais o campo ¢
tangente) vao dos pontos de divergéncia positiva para os pontos de divergéncia
negativa. Outra forma € criar pontos com rotacional ndo nulo. Entdo, as linhas de forca
do campo s3o fechadas sobre si. O campo definido apenas por pontos de divergéncia
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ndo nula, chamam-se irrotacionais; os definidos apenas por pontos de rotacional nao
nulo, chamam-se solenoidais.

Entdo, dar a divergéncia e o rotacional do campo vectorial, ¢ caracterizar,
completamente, o campo.

2.7 Operacdes sobre 0os campos

Dado agora um campo, escalar ou vectorial, varios outros campos podem ser derivados
a partir dos campos gradiente, divergéncia e rotacional.

Por exemplo, ¢ facil mostrar, aplicando as respectivas expressoes, que
rot grad FF =0

O teorema das chavenas de café implica, imediatamente, que

§grad F|7 dr=|[rot grad F |ii dS =0
S

C

A circulagdo do gradiente de um campo escalar ao longo de uma linha fechada ¢ sempre
nula. Isso implica que a circulagdo entre dois pontos quaisquer nao depende do trajecto.

A A

B B
C=0=C+C,=0
ou
B A
Igraa’Fds+IgradFds=O
A B
ou
B A
Igrad F ds :—Igrad Fds
A B
Mostra-se, até, que
B

jgradFds=FB—FA

A

© 2003 Filipe Santos Moreira 15




Fisica 3 (2EQ) 0%

Isto €, a circulacdo do gradiente do campo F do ponto 4 ao ponto B ndo depende do
trajecto e ¢ igual ao valor do campo F no ponto de chegada menos o valor do campo F
no ponto de partida.

Inversamente, se um campo vectorial tem circulagdo nula num percurso fechado ou, dito
de outra forma, ¢ irrotacional, entdo existe um campo escalar que ¢ gradiente, isto &

rotv=0 ou §17|fds:0 = v=grad F

N

Geralmente ndo interessa, dado v, determinar F, mas sim o seu simétrico, que tem
significado fisico:

V=-F

ficando
v=—gradV

A V chama-se potencial do campo v .

Outra operacdo combinada, com interesse, €
div grad F

Atendendo a que

gradF=8—F;+a—Fj+a—FE
ox oy 0z
e
0
divv=—=+ Vy+6vz
X Oy Oz

conclui-se, pondo v = grad F , que

0’F O*F O&°F
+ +

div grad F =
& o ot o

Chama-se, a este novo campo, laplaciano do campo escalar F' e, usando o operador
nabla, pode escrever-se como

lap F = V*F
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Uma operagdo idéntica pode ser definida sobre um campo vectorial, chama-se
laplaciano de um campo vectorial v, um novo campo vectorial, cujas componentes sao

os laplacianos das componentes do campo inicial. Isto ¢, se ¥ =v_i + vy] +v. k, vem
~ 2 e 2.0 % 2.1
lapy =V =Vvi+Vy j+Vvk
com

o'v. o*v. 0%
= + +
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3 Electromagnetismo

3.1 Campo Eléctrico

Considere-se a situacdo em que hd duas cargas em dois pontos quaisquer do espago,
distando de si uma distancia ». Essas duas cargas vao criar entre si uma forga, a forga
eléctrica, que sera de atraccdo caso as cargas sejam de natureza — sinal — contraria e sera
de repulsdo caso sejam de igual natureza. Essa forca sera exercida nas duas cargas.

A lei de Coulomb diz que
~ 1 g, g,
Fe:—.ql—zqzr:ke_ql 2Q2r
471'80 r 7

em que 7 € o versor da linha recta que une as duas cargas ¢; ¢ ¢», k. ¢ a constante de
Coulomb e vale aproximadamente 9 x 10° Nm>C™.Caso estejam presentes mais de duas
cargas, entdo a forga eléctrica que serd exercida em cada carga, serd a soma de todas as
forcas eléctricas criadas por todas as cargas eléctricas.

Fo =X F =k 030

em que Q ¢ carga considerada. Se se dividir essa for¢a pelo valor da propria carga,
obtém-se a expressdo de um campo criado pelas cargas no ponto onde esta a carga: o
campo eléctrico, que ¢ dado pela equagdo

F, -
R

E=

Como se comprova por esta equagdo, o campo eléctrico, num dado ponto, ndo depende
da(s) carga(s) ai presente(s), mas sim das outras cargas “vizinhas” desse ponto; o campo
eléctrico ¢ um campo exterior a carga.

Devido ao sinal de O, o campo eléctrico, num dado ponto, pode ser contrario ou ndo a
forca eléctrica exercida nessa carga; se a carga for positiva, entdo a forca eléctrica e o
campo eléctrico terdo o mesmo sentido e a mesma direc¢do; caso a carga O seja
negativa, entdo a forga eléctrica exercida nessa carga terd a mesma direc¢do do campo
eléctrico nesse ponto, contudo o sentido sera o oposto.

Até agora, consideraram-se cargas cujas distancias entre si sdo relativamente grandes;
acontece que, muitas vezes, as cargas estdo muito juntas em comparacdo com as
distancias aos pontos do campo; nessa situacdo, o sistema de cargas pode ser
considerado continuo, isto ¢, assume-se que o sistema de cargas muito juntas seja
equivalente a uma carga total distribuida continuamente num certo volume ou numa
certa superficie.

Para calcular o campo eléctrico de uma distribui¢do continua de cargas, divide-se a
carga em pequenos elementos, cada um com uma carga 4q, calcula-se o campo eléctrico
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criado por essa carga e depois, aplicando o principio da sobreposi¢do, somam-se todos
os campos criados por todas as cargas, resultando

E = k,- llmZAq’f_k J.dq"

Aq;—0

Na realizacao destes calculos é conveniente ter a no¢do de densidade de carga; caso a
carga Q esteja uniformemente distribuida por uma linha de comprimento /, entdo a
densidade de carga por unidade de comprimento, pg;, ¢ dada por

Poi :7

Caso a carga esteja distribuida uniformemente por uma superficie de area S, entdo a
densidade de carga por unidade de area, pos, € dada por

Pos ZE

Por fim, se a carga estiver uniformemente distribuida por um volume V, entdo a
densidade de carga por unidade de volume, poy, ¢ dada por

Por :;

Caso a carga nao esteja uniformemente distribuida numa linha, superficie ou volume,
entdo as densidades de carga correspondentes sdo dadas por

_d9 _d0 _do
Por = dl Pos = S Pov AV

onde dQ ¢ a quantidade de carga num elemento de linha, superficie ou volume.
3.1.1 Linhas do campo eléctrico

Uma forma conveniente de visualizar a configuracdo de um campo eléctrico consiste em
tracar curvas que tenham sempre, em, qualquer ponto, a mesma direc¢do do vector
campo eléctrico. Essas linhas, denominadas linhas do campo eléctrico, relacionam-se

com o vector campo eléctrico, £, da seguinte forma:

a) o vector campo eléctrico, E , ¢ tangente, em cada ponto, a linha do
campo eléctrico que passa pelo ponto

b) o numero de linhas, por unidade de area, que atravessam uma superficie
perpendicular as linhas do campo, é proporcional ao valor do campo

eléctrico na regido (isto quer dizer que, se £ tiver modulo grande, as
linhas do campo estardo muito juntas e se o modulo for pequeno as
linhas estarao mais afastadas).
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Se se considerar uma carga, g, entdo as linhas do campo eléctrico terdo o seguinte

N
/N

Esta imagem ¢ uma representacao bidimensional; na realidade as linhas serdo radiais em
todas as direcgoes.

No caso de g ser positiva, colocando uma carga, g,, positiva neste campo, esta serd
repelida pela carga g, pelo que as linhas dirigem-se para fora da carga. No caso de ¢ ser
negativa, entdo essa carga positiva, g, ird ser atraida pela carga ¢, pelo que as linhas do
campo, neste caso, dirigem-se para a carga.

Em qualquer dos casos, as linhas s3o radiais e estendem-se até ao infinito.

As regras para tragar as linhas do campo eléctrico sao as seguintes:
a) as linhas dirigem-se das cargas positivas para as cargas negativas
b) o numero de linhas que sai de uma carga positiva, ou que se aproximam de
uma carga negativa, ¢ proporcional ao modulo da carga
¢) nao ha cruzamento das linhas do campo eléctrico.

3.1.2 Potencial eléctrico

A forga electrostatica ¢ conservativa. Assim sendo, ¢ possivel associar uma fungdo
energia potencial associada a essa forga.

Quando se coloca uma carga de prova gy, num campo electrostatico £, a forca sobre
essa carga ¢ g,E ; esta forca ¢ o somatdrio de todas as forcas individuais exercidas

sobre a carga gy pelas varias cargas que provocam o campo eléctrico. Como as forgas
individuais sdo conservativas, entdo a forca resultante também ¢ conservativa. O

trabalho feito pela forga qOE ¢ igual ao negativo do trabalho feito por um agente
externo que desloca a carga.

Considerando um deslocamento infinitesimal, ds, o trabalho efectuado pela for¢a g £,
aw,é

dW = q,E | ds

Por definicdo, o trabalho feito por uma forca conservativa ¢ igual ao negativo da
variagdo da energia potencial, dU; entdo, pode escrever-se
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dU =—q,E | ds

No caso de um deslocamento finito da carga de prova, entre dois pontos 4 ¢ B, a
variagao da energia potencial ¢ dada por

B
AU=U,-U, =—q,[E|ds
A

Este integral, que se faz sobre a curva descrita por gy ao deslocar-se de 4 para B, ¢ um
integral de linha. Como a forca qOE ¢ conservativa, entdao este integral nao depende do
percurso entre 4 € B.

A diferenga de potencial entre os pontos 4 ¢ B, Vz — V4, ¢ definida como sendo a
variag¢do da energia potencial dividida pela carga g:

Como a energia potencial ¢ um escalar, entdo o potencial eléctrico também ¢ um
escalar.

A ultima equagdo define apenas a diferenca de potencial entre dois pontos A4 ¢ B; por
outras palavras s6 tem sentido as diferencas de V. Para se determinar o potencial
eléctrico, muitas vezes toma-se o valor do potencial eléctrico nulo, num dado ponto
conveniente. O mais usual ¢ considerar esse ponto colocado no infinito, dizendo-se,
nesse caso, que o potencial eléctrico, num dado ponto, ¢ igual ao trabalho necessario,
por unidade de carga, para trazer uma carga de prova positiva do infinito até ao ponto
considerado.

Fazendo V, = 0 no infinito, o potencial em qualquer ponto P ¢ dado por

Na realidade, Vp representa a diferenca de potencial entre o ponto P ¢ um ponto no
infinito.

A unidade do potencial eléctrico é o Volt (V).

Uma unidade relacionada com o Volt, ¢ o electrdo-volt (eV) que é definido como a
energia que um electrdo (ou protdo) adquire ao mover-se através de uma diferenca de
potencial de 1 V; uma vez que a carga do electrio ¢ 1,6 x 10" C, vem que

1eV=16x10"7

Outra forma de relacionar o potencial eléctrico com o campo eléctrico ¢é
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E=—grad V=—-—i+—j+—k

= aV—> aV - aV g
ox oy 0z

3.1.3 Lei de Gauss

A lei de Gauss diz que o fluxo do campo eléctrico através de uma superficie fechada ¢
igual a carga eléctrica contida no interior dessa superficie a dividir pela permissividade
do meio, &, ou seja:

Q

&

¢; =fE|dS =

Mais adiante encontra-se a dedugao desta lei.

3.2 Corrente eléctrica e lei de Ohm

3.2.1 Corrente eléctrica

Sempre que existir um movimento de cargas do mesmo sinal numa dada direc¢do, diz-
se que ha uma corrente eléctrica. Em termos mais precisos, suponha-se que as cargas se
movem numa direc¢do perpendicular a uma dada superficie; diz-se que a corrente ¢
igual a taxa de passagem de cargas através dessa superficie; se 4Q for a quantidade de
carga que passa através dessa area no intervalo 4¢, a corrente média, ,,, ¢ dada pela
razao

_AQ
m At

Se a taxa de passagem de carga variar com o tempo, a corrente também varia com o
tempo; define-se corrente instantanea, /, como sendo

,_d0
dt

A unidade da corrente eléctrica ¢ o Ampere (A).

Por convencao, escolhe-se como sentido positivo da corrente eléctrica o sentido do
movimento das cargas positivas; logo, a corrente eléctrica serd uma grandeza vectorial.

Define-se densidade de corrente como a corrente por unidade de area, ou nimero de

cargas por unidade de area por unidade de tempo, e representa-se por j; a unidade de
densidade de corrente ¢ o Ampére / metro (Am™).

J =

U |~
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Se ndo existir qualquer campo eléctrico aplicado a um condutor, os electrdes vao estar
em constante movimento, colidindo predominantemente com ides da rede — tal como no
caso das moléculas de um gés a uma dada temperatura. Depois de uma dada colisdo, o
electrdo tem igual probabilidade de se deslocar em qualquer direc¢do, com uma
velocidade que se manterd praticamente constante até se dar uma nova colisdo. Seja 7 o
tempo médio entre duas colisdes — tempo de colisdo.

Ao ser aplicado um campo eléctrico, £, a velocidade que o portador de carga — o
electrdo, cujo valor da carga se representa por e — adquire durante esse intervalo de
tempo ¢

v=r-a=17"

F E-e
—_— =T —
m m

Devido a esta velocidade, denominada de velocidade de arrastamento, que ¢ uma
velocidade média, e considerando que o nimero total de portadores ¢ n, a densidade de
corrente torna-se constante, e ¢ dada por

_mer g
m

- - E-e n-e -t
J=n-ev,=n-erv-——
m

Como 7 ¢ dependente do niimero de obstaculos e da natureza desses obstaculos, torna-se

evidente que ¢ constante para cada material e que ¢ caracteristico de cada material.
Entdo, pode escrever-se

j="re 't F_r.E
m

3.2.2 Resisténcia e lei de Ohm

Como se viu na sec¢do anterior, pode relacionar-se a densidade de corrente com a
campo eléctrico, através de

2

— n.e .’Z’ —
J=———F
m
A constante
n-e’-r
G:
m

da-se o nome de condutividade eléctrica de um condutor. Como se pode constatar a
condutividade de um condutor vai depender do material com que ¢ feito e ¢ diferente de
condutor para condutor.

Pode, assim, escrever-se

J=0-F
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Esta ¢ a lei de Ohm que afirma que, em muitos materiais (entre os quais, a maior parte
dos metais), a razdo entre a densidade de corrente e o campo eléctrico é uma constante,
que ¢ independente do campo eléctrico que provoca a corrente.

Considere-se que o campo eléctrico ¢ uniforme num condutor de comprimento /; pode
relacionar-se o campo eléctrico com a diferenga de potencial entre os pontos extremos
do condutor por

V=E-I
Como
s=L
S
vem
J %* I-1 |
v o

O inverso da condutividade ¢ a resistividade e representa-se por p; ou seja p= 1/ o.
A tltima equacdo pode, entdo, ser escrita da seguinte forma
V=R-1

em que

St

¢ a resisténcia do condutor e a sua unidade ¢ o Ohm (Q).

3.3 Campo Magnético

O fendmeno do magnetismo era conhecido dos gregos, quando estes observaram que
certas pedras, actualmente denominadas de magnetite, atraiam pedacos de ferro.

O vector campo magnético B, analogamente ao campo eléctrico e ao campo gravitico,
pode ser definido em fun¢do da forca (de natureza magnética) exercida num corpo de
prova. A questdo ficara, assim, reduzida a definir qual esse corpo. A unidade do campo
magnético é o Tesla (T).

Considere-se uma regido do espaco em que ndo existe qualquer campo eléctrico ou
gravitico; s0 existe um campo magnético. As experiéncias com o movimento de
particulas carregadas electricamente, nessas regides, levaram as seguintes observagdes:
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a) ha uma forga presente, a forca magnética, que € proporcional a carga ¢ e ao
modulo da velocidade v da particula

b) o moédulo e a direccao da forga magnética dependem da velocidade da
particula e da direc¢do e mddulo do campo magnético

¢) quando uma particula se move numa paralela ao vector campo magnético, a
forca magnética exercida sobre a particula ¢ nula

d) se o vector velocidade fizer um angulo € com o vector campo magnético, a

forca magnética actua numa direc¢cdo perpendicular a v e a B ; por outras

palavras, a forca magnética ¢ perpendicular ao plano definido por v ¢ B

e) a forca magnética exercida sobre uma carga positiva tem sentido oposto a
forga magnética exercida sobre uma carga negativa que se mova com 0O
mesmo vector velocidade

f) se o vector velocidade fizer um angulo @ com o vector campo magnético, o
modulo da forga magnética € proporcional a sen 6.

Estas observagdes podem resumir-se na seguinte equacao:
F,=q-vxB

Esta forga tem a direcgdo dada pela direcgio de v x B, que, pela definigio de produto

vectorial, é perpendicular a ¥ e a B ; o sentido da forga ¢, assim, dado pela regra da
mao direita (ou do saca-rolhas).

Na sec¢do anterior considerou-se que as cargas presentes no campo eléctrico estavam
paradas. Contudo, como elas vao estar sujeitas a uma for¢a — a forga eléctrica, o mais
natural ¢ moverem-se; mesmo que, num dado ponto, a forga eléctrica seja nula, se a
carga ja estiver em movimento, entdo ela continuara a mover-se. Qual a consequéncia,
se alguma, desse movimento?

E dbvio que, quando num campo eléctrico, a carga se move e que a sua velocidade seja
“influenciada” pelo campo eléctrico. Por outro lado, j4 se viu que uma carga em
movimento, quando em presenca de campo magnético, vai ‘“‘sofrer” os efeitos da
existéncia desse campo. E, assim, natural que a presenca simultinea de um campo
eléctrico e de um campo magnético, também influencie o seu movimento. Quando tal
acontece, existe uma forga, a for¢a de Lorenz, que ¢ dada por

F’L :q-(E'+\7xl§)
3.3.1 Leide Biot-Savart

Uma agulha, quando magnetizada, ¢ desviada pela corrente eléctrica de um condutor.
Um condutor, com uma corrente permanente, exerce uma for¢a sobre um iman; tal foi
descoberto por dois fisicos, Biot e Savart. Com as experiéncias que estes dois fisicos
fizeram, foi possivel chegar a uma expressdao que relaciona o campo magnético, num
dado ponto do espago, com a corrente que o cria. A lei de Biot-Savart diz que, se um fio
condutor ¢ atravessado uma corrente /, o0 campo magnético dB num ponto P, associado
a um elemento do condutor ds , tem as seguintes propriedades:
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a) o vector dB ¢ perpendicular a ds (que tem a mesma direcgdo da corrente) e
ao vector unitario 7 , dirigido do elemento do condutor até ao ponto P

b) o modulo de dB ¢ inversamente proporcional a 7, onde r ¢ a distincia entre
o elemento do condutor e o ponto P

¢) omodulo de dB ¢ proporcional a corrente e ao comprimento ds do elemento
do condutor

d) o mddulo de dB é proporcional a sen 6, onde #é o angulo entre os vectores
ds er.

Estas observagoes levaram a lei de Biot-Savart que € descrita pela equacao

Bk _IdS‘xr

m 2

7

em que k,, ¢ uma constante esta relacionada com a permeabilidade magnética, p, por

Assim, a lei de Biot-Savart pode ser escrita como

tﬁ:ﬁgﬁgi
47 7

De notar que esta lei apenas da o valor do vector campo magnético devido a um

pequeno elemento do condutor. Para se determinar o campo magnético total, B, ¢
necessario calcular o integral em todos os elementos do condutor em que ha corrente

potulfExr
4z ° r

3.3.2 Leide Ampére

Uma experiéncia muito simples, demonstra, com muita evidéncia, que um condutor
com uma corrente gera um campo magnético. Nesta experiéncia, colocam-se varias
bussolas num plano horizontal, na vizinhanga de um fio condutor comprido na vertical.
Quando ndo hé corrente no fio, todas as bussolas apontam na mesma direccdo (na
direccdo do campo magnético da Terra), tal como esperado. Contudo, se o fio for
percorrido por uma corrente constante e forte, todas as bussolas vao desviar-se numa
direc¢do tangente a um circulo em torno do fio. As observacdes mostram que a direc¢do
de B ¢ a que ¢ dada pela regra da mao direita. Quando se inverte a corrente, os desvios
das bussolas também sao invertidos.

Uma vez que as agulhas das bussolas apontam na direc¢dio de B, conclui-se que as
linhas de B sdo circulos em torno do fio. Por simetria, 0 modulo de B é o mesmo em
qualquer ponto de um circulo que tenha o centro no fio e que esteja num plano
perpendicular ao fio. Alterando a corrente e a distancia r ao fio, verifica-se que B ¢
proporcional a corrente e inversamente proporcional a distancia ao fio.
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Numa curva circular centrada no fio, os vectores B e dl sdo paralelos entre si, pelo
que o produto B|dl fica B-dl. Sobre este circulo, B tem moédulo constante. Assim

sendo, o produto B |d/ ao longo de toda a linha é dado por
AT Mol
$Bldl = Bhdl = =2=Q2xr) = 1
v v 27

Este resultado ¢ conhecido com lei de Ampere e foi obtido para um caso particular de
um circulo envolvendo um fio. Contudo, esta lei pode ser aplicada ao caso geral, no
qual uma curva fechada arbitraria ¢ percorrida por uma corrente constante. Por outras
palavras, a lei de Ampere diz que a circulagdo do campo magnético ao longo de uma
linha fechada ¢ igual ao produto da corrente constante total que passa por qualquer
superficie limitada por essa curva fechada, pela permeabilidade magnética do meio.
Esta lei so ¢ valida para correntes constantes.

3.4 Campo electromagnético

3.4.1 Equac6es de Maxwell
O campo electromagnético ¢ formado por dois campos vectoriais: o campo eléctrico e o
campo magnético. Sdo caracterizados definindo as suas torneiras (e ralos) e as suas

colheres, isto €, a sua divergéncia e o seu rotacional. As equacdes que fazem essas
defini¢des sdo as equagdes de Maxwell:

divE=" divB=0

~ - OF
rot E =—— rotB=u-J+&-u—
o1 # "ot

Nestas equagdes, p ¢ a densidade de carga e J é a densidade de corrente. Se p,, for a
densidade de carga movel e v for a velocidade dessa carga,

J=p v

m

Por outro lado, a corrente que atravessa uma superficie ¢ o fluxo de densidade de
corrente através da superficie:

Ig=([J|7ds
S

g, a permissividade eléctrica e u, a permeabilidade magnética, sdo constantes
caracteristicas do meio onde se estudam os campos.

As equagoes de Maxwell podem, agora, ler-se de forma clara.
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De divE=~ , conclui-se, que os pontos de densidade de carga positiva sdo torneiras do

£

campo eléctrico e os pontos de densidade de carga negativa, os ralos. As cargas sao,
englobando uma caracteristica do meio, a permissividade eléctrica, ¢, as torneiras e os
ralos do campo eléctrico.

f o C -~ OB .
Mas o campo eléctrico também ¢ criado por colheres. De rof E = o conclui-se que
t

a derivada em ordem ao tempo do campo magnético ¢ colher do campo eléctrico.

O campo magnético ndo ¢ criado por torneiras e ralos, pois div B=0. Nao ha carga
magnética equivalente a carga eléctrica. Mas ¢ criado por colheres. De

rotB=u-J+e- ,u%, conclui-se que ha dois tipos de colheres: a densidade de

corrente e a derivada em ordem ao tempo do campo eléctrico. O campo magnético s6 €
criado por colheres, ¢ solenoidal.

E usual definir dois novos campos a partir dos campos E e B, através das equagodes

D chama-se deslocamento eléctrico e H excitagdo magnética. Estas duas equacdes
dizem-se equagdes constitutivas. Uma terceira equagao relaciona, nos meios condutores,
a densidade de corrente com o campo eléctrico:

J=cE

em que o ¢ a condutibilidade do condutor. Esta equagdo ¢ outra forma de exprimir a lei
de Ohm.

Com estes dois novos campos, as equacdes de Maxwell podem ser escrever-se:
divD=p divB=0

rotE:—a—B rotI:I:j+a—D
ot ot

Repare-se que as constantes caracteristicas da matéria, ¢ e u, desapareceram das
equacoes.

Entretanto, temos estado a falar do que se passa num meio caracterizado por uns certos
¢ e u. As equagdes, no entanto, sdo validas nas fronteiras entre os meios e delas tiram-se
as seguintes equagoes de fronteira
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€2, Lo

€1, Wy D;, =D, B, = By

Ou seja, na fronteira de dois materiais, as componentes tangenciais de £ ¢ H sao
iguais bem como as componentes normais de D e B.

3.4.2 Situacdes Estaciondrias

Uma parte importante do estudo do electromagnetismo ¢ o das situagdes estaciondrias.
Sao as situagcdes em que o comportamento macroscopico nao ¢ alterado no tempo.
Assim sendo, as derivadas em ordem ao tempo nas equagdes de Maxwell sdo nulas,

ficando
divD=p divB=0
rot E=0 rot H=J

O campo magnético, agora chamado magnetostatico, continua a ser solenoidal e o

campo eléctrico € agora irrotacional, s6 de torneiras e ralos, chamado agora
electrostatico.

O campo eléctrico, agora tendo rotacional nulo, ¢ gradiente de um campo escalar.
Tomando o simétrico, como visto atras, vem

E=—gradV

A ¥ chama-se potencial eléctrico ou tensdo eléctrica e, tal como visto anteriormente,

Os teoremas das chavenas de café e das banheiras podem aplicar-se aos campos.
Aplicando o teorema das banheiras ao campo eléctrico

i{jﬁ|ﬁdS=J‘”‘VdideV=IHVpdV=Q

onde Q ¢ a carga total no volume. Esta ¢ a lei de Gauss, que diz que o fluxo do
deslocamento eléctrico através de uma superficie fechada ¢ igual a carga total no
volume definido pela superficie.

Aplicando ao campo magnético, conclui-se que
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ﬁéﬁdSz“LdivEdeO
S

Aplicando o teorema das chdvenas de café ao campo eléctrico, obtém-se

§E|7 ds=[[rot E|ii dS =0
s N

O mesmo teorema aplicado ao campo magnético resulta em

§ﬁ|fds:”rotﬁmdS:”ﬂﬁdS:IS
s S S

em que / ¢ a corrente total que atravessa a superficie limitada pela linha. Esta ¢ a lei de
Ampere que diz que a circulagdo do campo excitacdo magnética ao longo de uma
superficie fechada ¢ igual a corrente que atravessa a superficie limitada pela curva.

Das equacdes de Maxwell € possivel retirar as expressdes dos campos criados por uma
carga pontual:

Para o campo eléctrico resulta

=1 _

E=—+ -%u,

4re r

Se se tiver um volume carregado com densidade p, entdo o campo criado pelo volume ¢
o integral dos campos criados por cargas elementares p dV.

= 1 _
B[] Lavs,

O campo magnético sé € criado por cargas em movimento.
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<l
oo
I
=
)

Q

Daqui pode passar-se para o campo criado por uma corrente num circuito

P

Esta expressao para o campo B ¢ a lei de Biot-Savart.
E possivel determinar as forc¢as que estes campos vectoriais criam.

A forga provocada pelo campo eléctrico sobre uma carga g €

F=q-E

O campo magnético sé actua sobre outra carga g se ela tiver uma velocidade v

F=q-VxB

Este capitulo ja tinha sido abordado anteriormente, mas aqui fez-se uma analise mais
analitica do que tinha sido entdo descrito.

3.4.3 Situacéo Geral

A situagao geral ¢ mais complexa, embora muitos dos resultados anteriores sejam
validos. As equagdes de Maxwell nos campos £ e B sdo, entdo,

diszE divB=0
&

. OB - - OE
rot F =—— rotB=u-J+¢-u—
ot H Mo

Uma forma de abordar o problema ¢ a seguinte: pegue-se na equagao

rot E = —a—B
ot
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Aplique-se o rotacional aos dois membros da equagdo

rot rot E = rot(— G_BJ
ot

Isto ndo foi tratado aquando do tratamento de operagdes multiplas, mas ¢ facil mostrar,
a partir das respectivas expressoes, que

rot rot E = grad div E—V*E

Por outro lado, o segundo membro pode escrever-se como

rot(— G_Bj = —grot E
ot

A equagdo fica, entdo

grad div E-V?E = —%rot B

Substituindo das equacdes de div E e rot B, vem

que pode ser escrito na forma

. E 1 oJ
VE-¢- =—grad p+u—
H ot’ gg prH ot

Aplicando o operador rotacional a equacdo que define rot B, encontra-se

7

V’B-¢-u

:—,u-rotj

ot*

Estas duas equagdes governam o comportamento dos campos E ¢ B .

Agora ndo se irdo tratd-las com esta generalidade, embora isso seja feito mais tarde.
Estas s3o equacdes que regem desde o comportamento de circuitos com correntes
variaveis no tempo até aos campos electromagnéticos que a partir de ai se projectam no
espago e que constituem, como se verd, ondas electromagnéticas. Para ja, vai ser
abordado o problema da propagacdo destes campos no espaco longe dos circuitos que os
criaram, ndo sendo abordado, portanto, o problema da radiacdo e das antenas.
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As equagdes ficam, entdo, uma vez que no espaco niao ha cargas ou densidades de
correntes (p=0¢ J=0),

- 0’E
VE—¢- =0

H ot?

. 0’B
V’B-¢- =0

a ot?

E facil ver como ¢ que os campos se propagam. De facto, as equagdes de Maxwell
ficam, na auséncia de cargas ou correntes na forma

divE=0 divB=0

roth—a—B r0t1§=8-ua—E
ot ot

Os dois campos sdo, agora, ambos solenoidais. A propagacao dos campos da-se porque
a derivada em ordem ao tempo de cada um vai sendo a colher do outro.

3.5 Polarizacao

Quando um material ¢ colocado num meio que tenha um campo eléctrico presente,
acontece um fendémeno em que esse material fica carregado electricamente com carga
positiva de um lado e negativa do outro. Isso ocorre devido a um “deslocamento” dos
electrdes maioritariamente para um dos lados da molécula por efeito desse campo
eléctrico. Por outro lado, ha moléculas em que existe um dipolo eléctrico permanente,
originando, assim, um dipolo permanente.

A polarizagdo, P, de um material é definida como o momento do dipolo por unidade de
volume. Pode, também, ser escrita da seguinte forma

P=y -¢E

em que y. ¢ a susceptibilidade eléctrica do material.

A carga por unidade de area sobre a superficie de um campo polarizado ¢ igual a
componente de polarizagdo P na direc¢do da normal a superficie do corpo.

O deslocamento eléctrico relaciona-se com £ e P do seguinte modo:

ﬁzgo-E+13:£0-E+8-Ze-E=(£O+g-;(e)-E
3.5.1 Equac6es de Maxwell na Matéria

A densidade de cargas total, agora, ¢é:
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Protal = PI + ppP

em que p; ¢ a densidade de carga livre (em materiais condutores) e pp € a densidade de
carga em materiais polarizados.

Assim sendo, a primeira equagao de Maxwell vem

V\E=l_a_p=&_V_|P

= V|l3=pivre
e o g & :

A segunda e a terceira equacao de Maxwell ndo sofrem alteracdes.

A quarta equacdo de Maxwell terd que ter em conta

J = Jcond + jmag + J

pol
Logo,

- - 0P - OE - - D
VxB=py | J, A+ VM +e,— |=py-| J.,  +VxM+—=
IUO ( cond at 0 atJ /’lO [ cond at]

A f’ﬁ_lt) chama-se densidade de corrente de deslocamento.

Por outro lado

Logo
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4 Ondas

4.1 Introducao
Imagine-se a seguinte situacao:

A

E=f(x+a) E=1(x) E=f(x-a)

v

A
v

Se a = vt, em que ¢ € o tempo, obtém-se uma curva “caminhante”, em que & = f (x — vt)
representa uma curva que se move para a direita e ¢ = f (x + vt) representa uma curva
que se move para a esquerda; em ambos os casos, v representa uma velocidade,
chamada velocidade de fase. Resumidamente, pode escrever-se

0 t) =[x vi)
Esta ¢ uma representacdo de um movimento ondulatorio.

¢ pode representar um grande niumero de quantidades fisicas, tais como a deformacao
num soélido, a pressdo num gas, um campo eléctrico ou magnético, etc.

Um caso particularmente interessante ¢ o caso de ¢ ser uma fungdo sinusoidal:
E(x, t) =& sin k(x - vt)
Substituindo x por x + 2z/k, vem
E(x, t) =& sink(x + 2n/k - vt) = & sin [k(x -vt) + 2] =&y sink(x-vt) =& (x, 1)
A 2n/k ¢ chamado o periodo espacial, ou comprimento de onda, 4
A=2r/k
k ¢ designado por niimero de onda.
Reescrevendo a equagdo, vem
E(x, ) =& sink(x-vt) =Cysin (kx - wt)
emque @ =kv=2nv/A

como @ = 2xf, vem v = A-f.
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4.1.1 Analise de Fourier do movimento ondulatorio

De acordo com o teorema de Fourier, qualquer movimento periddico pode ser expresso
como uma sobreposicdo de movimentos harmonicos simples de frequéncias o, 2w, ...,
nw, ... (ou periodos P, P/2, ..., P/n, ...). O mesmo resultado também se aplica a um
movimento ondulatério periodico.
Seja

S 1) =f(x-vt)
um movimento ondulatorio periddico. Tal pode ser reescrito da seguinte forma:

(0 ) =f(x-v) =f[x—v(t=P)] =f(x—vi £ vP)
Isto significa que, para um dado tempo, ¢ repete-se quando x aumenta ou diminui vP,
2vP, ..., nvP, .... Deste modo, se em vez de se variar ¢, se variar x pelo valor 4 = vP, a
onda repete-se no espago. Logo, um movimento ondulatorio no tempo, também o ¢ no

espago.

Seja &= f'(x) = f(x + 1) uma funcdo periddica no espaco. Usando o teorema de Fourier,
temos

E=f(x)=a,+a,coskx+a,cos2kx+..+a, cosnkx+..+
b sinkx+b,sin2kx+...+b sinnkx+...

ou seja
E=ay+ Y a,-cos(nkx)+ Y b, -sin(nkx)
n=1 n=1

onde k=2x/A.

Os coeficientes desta expressdo sao dados por:

a, = %! f(t)dt
a, = %-([f(t) cos(nwt)dt

b, = %! f(t)sin(nwt)dt

Se
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E=f(x—vt)=a,+a,cosk(x—vt)+a,cos2k(x—vt)+...+a, cosnk(x—vt)+...+
b, sink(x—vt)+b, sin2k(x —vt)+...+ b, sinnk(x —vt) +...

como @ = kv

E=f(x—vt)=a,+a,cos(kx —wt)+a,cos2(kx—wt)+...+a, cosn(kx—wt)+...+
b sin(kx — wt)+b, sin2(kx —wt)+...+ b, sinn(kx — wt) +...

ou seja
E=ay+ Y a,-cosn(kx—wt)+ Y b, -sinn(kx—awt).
n=1 n=1

Isto indica que qualquer movimento ondulatério pode ser escrito como uma
sobreposi¢do de movimentos ondulatérios com frequéncias o, 2@, .., no, .. €
comprimentos de onda 4, 24, ..., n4, ....

4.2 Movimentos harmonicos

Considere-se uma mola que liga horizontalmente uma massa m a uma parede, tudo
assente numa mesa sem atrito como mostra a figura.

A mola tem comprimento livre /y e uma constante de rigidez k. Marque-se um eixo dos
xx com origem na posi¢do da massa quando a mola estd com o seu comprimento igual
ao comprimento livre, isto €, em repouso.

Quando a mola ¢ esticada ou comprimida para um comprimento /, reage com uma forca
dada por

F=—k-(I-1,)=—k-x

O sentido da marcagdo da forca ¢ o sentido positivo do eixo dos xx. Isso significa que,
quando o x ¢ positivo, a forca € negativa, isto €, quando a mola ¢ estendida, a forca com
que a mola reage ¢ negativa, tentando repor o comprimento livre. Da mesma forma, se x
¢ negativo, a forca € positiva, isto ¢, quando a mola ¢ comprimida reage com uma forca
que tenta repor o comprimento livre, contrariando a compressao.

O movimento da massa ¢ regido pela equagdao de Newton
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Substituindo a for¢a, vem

d*x
dt*

—k-x=m-

d’x

t2

+k-x=0

m.

ou ainda

d’x k
—+—-x=0
dt m

Trata-se de uma equacdo diferencial, cuja integragdo introduz duas constantes, uma vez
que a equagao ¢ do 2° grau (envolve a segunda derivada em ordem a ¢).

Se a equagdo for escrita na forma

vé-se que a solugdo x(?) ¢ qualquer funcdo tal que a segunda derivada em ordem ao
tempo seja proporcional ao negativo da propria fungao.

Uma solugdo ¢ formada pela sinusoide

x = Acos(wt+9)

De facto
@:—Aa)-sin(a)t+§)
dt
d’x )
i =—w [Acos(a)t+5)]

Comparando com a equacao do movimento da mola

dt’ e
d’x k
i m
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vé-se que sao solucdes da equacao, as sinusodides tais que

k
w’=—
m

k
w=,—

S

A solugao ¢, assim

x=Acos[\/E-t+5]
m

Repare-se que nao foi colocada qualquer restricdo a amplitude da sinusdide 4 nem a
fase inicial (#=0 s), J; estas sdo, aqui, as duas constantes que a equagdo do 2° grau
implica.

A solugdo ¢ uma familia de fungdes parametrizadas pelas duas constantes.

O movimento particular depende das condicdes iniciais do movimento, a partir das
quais se determinam as constantes. Suponha-se que o movimento ¢ inicializado
esticando a mola para uma posi¢cdo xp € que € imprimida uma velocidade inicial vy.
Esses vao ser os valores de x e para t=0 s, isto €, sabendo que

x=Acos(wt+5)

dx

= =—Aw-sin(ot+5)
dt

com =0 s, vem

X, = Acoso

Vo = —A\/Z -sino
m

Dividindo estas duas equagdes, uma pela outra, vem

X, m

ou
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o= arctg[— \/%V—OJ
Xo

Por outro lado, reescrevendo as equagdes na forma

x—°=cos5
A

V—O-\/E:siné'
A \k

Elevando ao quadrado ambas as equagdes e somando-as, chega-se, finalmente, a
seguinte equacao

Viu-se assim que uma equag¢ado do tipo

d’x k
—+—-x=0
dt m

tem por solucao

x = Acos(wt+9)

em que A e 0 sdo determinados a partir das condigdes iniciais.
4.2.1 Solugdo complexa

Um ntmero complexo identifica um ponto num plano em que o eixo das abcissas € 0
eixo dos nimeros reais e o eixo das ordenadas ¢ o eixo dos niimeros imaginarios. A
unidade do eixo real ¢ I e a unidade do eixo imaginario ¢ j.

Repare-se que se pode pensar no numero complexo como a soma de dois
comprimentos: @, medida no eixo real, e b, medida na perpendicular, isto €, no eixo
imaginario. Sendo assim, multiplicar por j significa rodar o segmento de 90°.

E imediato do teorema de Pitagoras que
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r=+a’*+b*

e da definicao de tangente
b
gp=—
a

Também se pode escrever a € b em funcdo de r e ¢

a=rcos¢
b=rsing

Daqui resulta outra maneira de escrever o nimero complexo:
c=rcosg+j-rsing= r(cos¢+ jsin¢)

Sabendo que
cosg+ jsing = e’

pode escrever-se um nimero complexo da seguinte forma

Esta notagdo permite que entender um niimero complexo do seguinte modo: para marcar
0 ponto a que corresponde, toma-se um comprimento r segundo o eixo real e roda-se
um angulo @. Multiplicar por ¢* significa rodar a partir do eixo dos xx de um angulo ¢.

A equagdao do movimento harmoénico admite como solugao familias de fungdes de
varidvel complexa do tipo

x=A .ej(a)t+5)

Esta solugdo ndo tem significado real, mas ¢ facil extrair a solugdo que tem significado
real a partir desta. A solu¢cdo complexa ¢ do tipo

x=A4-e/* = dcos(wt+8)+ j- Asin(wt+5)

Portanto, a solugdo com significado real é a parte real da solugdo complexa, por outras
palavras a solugdo real € a que existe no “mundo real”.

Importa salientar que, se houver necessidade de efectuar operagdes matematicas sobre a
solugdo real do tipo sinusoidal, ¢ possivel efectuar as operagdes sobre a solugdo
complexa e extrair depois a parte real, o que facilita muito os célculos em intimeras
situagoes.
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4.3 Fasores

A solugdo complexa

x= A'e'/(wt+§)

pode ser decomposta em dois factores

jo  jot

x=A4-e’° -e

Se se tiver a garantia de que se trabalha com uma unica frequéncia @, constante ¢ igual
para varias solucdes, faz sentido representar a solucdo apenas pelo primeiro factor.

Quando tal sucede, representa-se a solugdo por um fasor:
x=A-e”

Para se obter a solucdo sinusoidal — a que tem significado na realidade — tem de se ter
em mente que o fasor € suposto rodar com uma velocidade angular @. Entdo, se se
pretender o valor da solugdo sinusoidal no instante ¢, tem de se rodar o fasor de um
angulo @t e achar a parte real do nimero complexo correspondente.

4.4 Cordaem vibracgao e equacdo de onda

Suponha-se uma corda que pode ter movimentos transversais num Unico plano de
pequena amplitude. Vai-se supor que qualquer movimento s6 pode decorrer
transversalmente ao comprimento da corda em repouso. A corda estd submetida a forca

de tracgdo F.

Analise-se o0 que se passa com um comprimento de corda Ax.

YA

v

A forga que as partes da corda ndo representadas exercem, a esquerda e a direita do
troco que esta a ser analisado, s6 pode ser tangente ao trogo, porque uma corda flexivel
como a considerada so transmite forca de trac¢ao — a for¢a de tracgao F.

Assim sendo, a forca que actua segundo y, direc¢do unica do movimento possivel ¢, da
figura
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F,=Fsin®, - Fsin6,

Se os angulos 0; e 0, forem garantidamente pequenos, o seno toma valores proximos da
tangente e pode escrever-se

F,=F(tgb —1gb,)

Por definicao de derivada, a tangente do angulo feito pela tangente a curva y(x) com o
eixo dos xx ¢ a derivada da fung¢do y(x) no ponto. Desse modo

oy oy
Fy ZF(GELB —E|AJ

As derivadas sdo parciais porque y ¢ funcdo de x e do tempo ¢. Entdo, se x for a massa
por unidade de comprimento da corda, a equacdo de Newton para o0 movimento segundo

yé

F, = oy
T

Substituindo, fica

oy, 0Oy o’y
FIl 22 22 = 4 Ax-
[8x|3 8x|A] H ot?

iy| _iy|
I 8xB axA B azy

Ax Mo

Fazendo Ax tender para zero, obtém-se, por defini¢do de derivada,

82y 82y
F—:
0x> ”azz

que se pode escrever na forma

o’y u Oy

ox* F ot

Esta ¢ uma equacdo as derivadas parciais. A solucdo ja ndo ¢ uma simples familia de
funcdes parametrizada por constantes; ¢ toda a classe de fungdes

y=&(x vy
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formada por todas as fungdes cujo argumento € x #vt, com v > 0.
Para a demonstracdo desta afirmag¢do, considere-se o caso do argumento & = x + vt.

0y _0y da _0y
Oox Oa 0x O«

oy _ 0 (ay]@_a: oy

ox' 0al\ox) ox da

»y_ Oa_ o
ot Oa Ot oa

O’y _0(dy)da_ .y
ot

ot oa ot oa

Substituindo na equacao, resulta

O’y _ndy _,
oa® F oa>

O que ¢ verdadeiro se

VvV =F/u
Para o argumento x — vz, obtém-se o mesmo resultado.
As fungdes do tipo

y=gx £vt)

chamam-se fun¢des de onda ou ondas. O movimento da corda ¢ um movimento em que
sdo propagadas ondas.

4.5 Ondas electromagnéticas

As equagdes dos campos eléctrico e magnético, como visto anteriormente, sao dadas por

. 0°E
VE-¢- =0

ﬂatZ

- 0’B
V’B-¢- =0

ﬂ&tz
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Atendendo a defini¢do de laplaciano de um vector, vé-se que estas duas equagdes

vectoriais se transformam em seis equacdes escalares:

VE —¢ ya;tF;x =

V’E, —¢ ya;E; =

V’E. —g-,ua;fzz =0
€

V’B, —g-,ua;ﬁx =0

V’B, -¢ yi? =

V’B.-¢ yaazﬁz =

Desenvolvendo os laplacianos, as equagdes escrevem-se

0’E. O*E. O°E 0*E
2x + 2x + 2x —5'/1 2)c — 0
ox oy Oz ot
0’E. 0°E. OE 0’E
o Tay T e 0
X y z
O’E. O’E. N O’E,  OE. _

+ £-
ox> 0y 0z’ H ot
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0’B, 0°B. 0’B, 0’B,
~t—+— - u——>=0
0x oy oz ot
0’B, 0°B, O’B 0’B
o7 Ty tonr T H e !
X y z
0°B, 0°B. 0°B. 0°B,
+ + - =0

8-
ox oy o0z2 =~ Hap

Sao seis equagdes de onda semelhantes a equacao que se viu, a uma variavel, para uma
corda vibrante

y wudy_,
ox> F or>

Agora, cada uma das equacdes ¢ a trés variaveis. Viu-se que, no caso de uma variavel, a
solucdao pode ser expressa como um integral duplo de solugdes elementares, chamada
onda harmonica do tipo

y=Acos(wttkx+0)

Agora pode-se dizer que qualquer solugdo de cada uma das seis solugdes escalares pode
ser expressa como um integral quadruplo (em £, k,, k. € f)de solugdes elementares do
tipo, por exemplo, para a componente E,

E =E cos(wttkxtk,ytk z+0y)
Chama-se a esta solu¢do, uma onda plana monocromatica, OPM.
Definindo um vector K , vector de onda

K=ki+kj+kk
e sendo o vector de posi¢dao do ponto dado por

F=xi+y+ zk

pode-se escrever a OPM na forma
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E =E,cos(@wt+K|F+5,)
E,=E,cos(wt+K|F+5,)

E . =E,cos(wt+K|F+5,)

—

B =B,cos(wtK|r+wy,)
B, =Bycos(a)ti12|l7+t//y) .

B.=B,cos(wt*K|F+y,)

Primeiro vai-se confirmar que a OPM ¢ solugdo e quais as condigdes a impor a @ € a

K . Tal vai ser feito para a componente E,, sendo as conclusdes validas para as outras
componentes.

A equacdo ¢
O’E, O°E, O°FE, O’E,
St —t——5 e u—>=0
ox oy 0z ot

E =E,cos(@t+K|F+5,)=E,cos(wttkxthk ytkz+5,)

Tome-se, por exemplo, a solugdo com o sinal negativo. Entdo,

aaEx =—E,sin(@t—K|F+68,)-(—k)=k, -E,sin(@t—K|F+5,)
X

O’E, > - 2

e =—k -E,cos(wt—K|r+o0,)=—k -E

Da mesma forma, concluir-se-ia que

Por outro lado

© 2003 Filipe Santos Moreira 47




Fisica 3 (2EQ) 0%

E . = . =
88;:—EXsm(a)t—K|r+5X)-(a)):—a)-EXs1n(a)t—K|r+5X)
aZEX 2 > — 2

Y =—w -E,cos(wt—-K|r+d,)=—0"-E,

Substituindo na equacao, vem
2 2 2 2 _
-k E -k E -k E +&-y-o -E =0
Dividindo por E,, a equacao ¢ satisfeita pela OPM se
eu@ =k’ +k’+k’

1

Veu

onde K é chamado de nimero de onda, o modulo do vector de onda K, ¢ w a
frequéncia angular.

K=k’ +k>+k’

A onda plana monocromatica pode ser representada, tal como foi feito com a onda
harmonica a uma dimensao na corda, na forma complexa

@
K

E = EX .ej(wt—l?\zf-f-ﬁx)
E =E, .ej(a)t—f(\ﬂ—&y)

E.=E, .ej(a)t—lﬁﬂ—&z)

B. =B, _ej(ff)t—KVW/x)
B = BY ,ej(WI—K\7+Wy)

B =B, .o/t @Kir+vz)
A

Sabe-se, ja, que para encontrar os campos reais tem que se projectar os complexos no
eixo real, isto €, tomar os co-senos dos argumentos das exponenciais.

Inclusive, pode representar-se a solucao fasorialmente
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E.=E,- ej(—kvﬂsx)

=E,- ej(—kvm‘y)

E.=E, _ej(—Kl7+5z)

_ JKlF+py)

=B, e *

B =B _ej(—IZV*Wy)
Y

B =R _ej(—lz\fﬂ//z)
zZ

—z

Sabe-se, agora, que para calcular o campo real, num certo instante, ¢ preciso multiplicar
o fasor por €, rodando de um angulo wt e achar os co-senos.

Note-se, também, que fasorialmente ¢ possivel simplificar a notagao. De facto, em todos

aqueles fasores ha uma parcela comum, e X" . Entdo, para o campo eléctrico, se se

definir um fasor vectorial

E, = E,-e™i+E, -’ j+E, el
pode escrever-se, para o campo todo,

E = Eo e
Da mesma forma, fazendo

B,=B, - i +B,-¢"" j+B, ¢k
resulta

Z__é = Eo e

A OPM propaga-se no espago; interessa saber qual a superficie cujos pontos tém, no
mesmo instante, os mesmos valores do campo. Basta considerar as seis equagdes
escalares como se escreveram ao principio para entender que essas superficies de igual
valor do campo, chamadas frentes de onda, sdo dadas por

wt - K |F = constante

ou, para 0 mesmo instante,
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K |7 = constante

ponto.

Atendendo a figura, vé-se que todos os pontos
pertencentes a um plano normal a
projectam-se na direc¢do de K no mesmo

Isto ¢, a frente de onda ¢ plana. A onda plana
monocromatica diz-se plana justamente por
isso. Diz-se monocromdtica porque envolve
uma unica frequéncia (uma uUnica cor no

espectro visivel, como se vera a seguir).

A onda propaga-se, portanto, na direc¢do definida por K e as frentes de onda, em que
os campos E e B da onda tém, em cada instante, o mesmo valor, sdo planas

perpendiculares a K .

Ha, também, relagdes entre os vectores do campo eléctrico £, do campo magnético B

e do vector de onda K .

As OPM’s podem ser expressas na forma complexa como

i+E,-e

As equagoes de Maxwell sdo

diszE div B=0
£

0B - - OE
rot E =—— rotB=u-J+e&- 11—
ot H ”az

Jlot=k.x—k, y—k.z+6x )7 jlot=k x—k,y—k. z+6y) =
EZEX‘e x ¥ z X X y YJ+EZ.

J(@ot—kx—k,y=k.z+5, )]_(’

Jlot=kx~k y—k z+yy )7 jlot-k x—k, y—k z+yy) = Jlot=k.x—k y—k z+y,) 7
B=B,-e ’ “i+B,-e : "j+B,-e ’ “k

Substituindo, por exemplo, a OPM na equagdo do rotacional de E . Fica, por um lado

i j k
rotE:VxE:i i i
ox oy oz
E. E, E.
em que
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jlot—k.x—k,y—k.z+5y)
E =E, -
X X
E =E .ej(a)t—kxx—k},y—kzz+5y)
y Y

_ j(wt—kxx—kyy—kzz+5z)
E =F,-e

Como a operagdo de derivar, para E,, corresponde a multiplicar por —jk,, vem

i j k
rot E=VxE=|-jk, —jk, - jk,
E, E, E.

A operagao de derivar para E, corresponde a multiplicar por —jk, e para E. corresponde a
multiplicar por —jk..

Atendendo a definicdo de produto vectorial, pode escrever-se
rot E=— J- KxE
Por outro lado

OB _

ot J

Substituindo na equagao de Maxwell

rozE:—Z—lj
vem

—j-KxE=—j-w-B
ou

KxE=w-B

Fazendo o mesmo para as outras equacdes de Maxwell, resulta
K|D=0 K|B=0

KxE=w-B KxH=-w-D
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Destas equagdes, conclui-se que os vectores K, £ ¢ B formam um triedo directo, ou

seja, os campos E e B sdo perpendiculares a K, existem no plano que constitui a
frente de onda e sdo tais que rodando E para B, um saca-rolhas d4 a direc¢do de K .

plano de onda

E

oo

\IE

Faz, entdo, sentido fazer uma mudanga de eixos das coordenadas. O eixo dos zz passa a
coincidir em direcg¢ao e sentido com o vector de onda KX .

Entao,

K=kk

isto €, o vector de onda s6 tem componente segundo o eixo dos zz. Por outro lado, os

campos E e B s6 tém componentes segundo os eixos dos xx e dos yy (e essas
componentes sO variam com z).

Os campos reais tém, entdo, componentes

E =E,cos(wt—kz+6,)
E, =E,cos(wt—kz+5,)

B =B,cos(wt-kz+y,)
B, =B,cos(wt—kz+y,)

Na forma complexa

E

X

E :EY .ej(a)t—kz+§y)

E,- o/ (@1 k+5y)

<

e
_ Jjot-kz+y y)
B =B, -e X
_ J(ot=kz+yy)
B,=B,-e ’
Finalmente
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— J(=kz+6x )
E . =Ey-e :

_ J(=kz+6y)
E =E,-e '

_ J(=kz+y x)
B.=B,-e x
_ J(=kz+yy)
B, =B,-e Y
ou, definindo os fasores de vectores

E,=E, - +E,-¢’]

Bo :BX .ejl//)(;_l_BY -e""”’]

vem

Mais uma vez, como na onda harmoénica da corda vibrante, ¢ possivel definir o
comprimento de onda, A, com marca¢do segundo o eixo dos zz que ¢ o eixo segundo o
qual a onda se propaga, com

Da mesma forma o periodo ¢

T=—
f

e a velocidade da onda é

vé-se que a velocidade de onda ¢
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Para os ¢ e u correspondentes ao vazio, nomeadamente &) e uy, constata-se que a

. r -1 . : 4
velocidade ¢ de 300 000 km-s™, a velocidade da luz, designada por ¢, que ¢ uma onda
electromagnética, isto &,

1

Véo Mo

=3x10%m-s7".

C =
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5 Quantica

5.1 Ondas electromagnéticas

As ondas electromagnéticas (EM) se propagam com uma velocidade de 3 x 10° ms™.
Um exemplo de uma onda EM ¢ a luz, que ndo sdo mais que ondas EM as quais o olho
responde. Estas ondas variam entre uma frequéncia de 4,3 x 10'* Hz (correspondente a
luz vermelha) e 7,5 x 10" Hz (correspondente & luz violeta). Contudo a gama de
frequéncias de uma onda EM vai desde as “baixas” frequéncias — utilizadas nas
comunicagoes radio — até as altas-frequéncias que se encontram nos raios X ¢ Gama.

Ao conjunto de frequéncias das ondas EM chama-se espectro electromagnético,
representado na figura seguinte.

Frequéncia, Hz Radiagdo Comprimento de
onda, m
»n  — — -13
10 Raios 10
10— Gama — 10"
20 -11
10 ] Raios X — 10
10" 101
10" 107
10" Ultra- 10°®
10 ] Violetas — 107
105 — Visivel — 10°
0% — Infra- — 10°
T Vermelhos : 0*
Micro- s
10" ] Ondas 1 0
10" 102
| TV.FM | |
10" 10
107 Radio 1
100 — : — 10
; Difuséo )
100 — Internacional — 10
100 _| | 10°
10° 10*
10* 10°

5.1.1 Interferéncia e difraccéo

Uma propriedade caracteristica de todas as ondas EM ¢ que elas obedecem ao principio
da sobreposicao, que diz que quando duas ou mais ondas da mesma natureza atravessam
um dado ponto ao mesmo tempo, a amplitude instantdnea nesse ponto ¢ a soma das
amplitudes instantaneas das ondas individuais.

Quando duas ou mais ondas de luz se encontram numa dada regido, elas interferem de
modo a produzir uma nova onda cuja amplitude ¢ a soma das amplitudes das ondas
iniciais. A interferéncia construtiva refere-se ao refor¢o de ondas com a mesma fase de
modo a produzir uma amplitude maior; a interferéncia destrutiva refere-se ao
cancelamento total ou parcial de ondas que diferem em fase. Caso as ondas iniciais
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tenham frequéncias diferentes, o resultado serd uma mistura de interferéncia construtiva
e destrutiva.

A interferéncia das ondas de luz foi demonstrada por Thomas Young, que utilizou um
par de réguas iluminadas por uma luz monocromatica de uma s6 fonte. De cada uma das
réguas espalharam-se varias ondas secundarias; tal deveu-se ao fenomeno da difracgao,
que, tal como a interferéncia, ¢ uma caracteristica do fendmeno ondulatério.

5.2 Propagacao da luz

5.2.1 Principio de Huygens

Todos os pontos de uma frente de onda priméria sdo fontes puntiformes de ondas
esféricas secundarias, ondas pequenas, que se propagam para a frente com a velocidade
e frequéncia igual a velocidade e frequéncia da onda primdria. Depois de um certo
tempo, a nova posicdo da frente de onda ¢ a superficie tangente a todas estas ondas
pequenas.

A figura seguinte ilustra este principio, para uma onda plana.

A \B

cA
Frente de
onda >< Nova frente

primitiva de onda

A’ B’

5.2.2 Reflexado

0;
™~

0,

Quando uma atinge uma barreira plana formam-se novas ondas que se afastam dessa
barreira; este € o fendmeno da reflexdo.

A reflexdo ocorre numa fronteira entre dois meios diferentes (por exemplo, uma
superficie ar-vidro); uma parte da energia da onda incidente ¢ reflectida no primeiro

meio e outra parte ¢ transmitida para o segundo meio.

O raio reflectido esta no plano do raio incidente e
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0, =0. (lei da reflexao)

A fraccdo de energia luminosa reflectida numa fronteira depende, de uma maneira

complicada, do angulo de incidéncia, da orientagdo do vector E associado a onda e das
velocidades da luz no primeiro e no segundo meio. A velocidade da luz num meio
(vidro, ar, agua, etc.), v, € caracterizada pelo indice de refraccao, n:

C
n=—
v

No caso de 6; = 8, = 0°, a intensidade da onda reflectida, I, é

n—n
Ir=| ===\ .1,
n, +n,

Se for uma fronteira ar-vidro, vem n; = 1 e n, = 1,5 o que d4 uma reflexdo de somente
4% da energia incidente.

5.2.3 Refraccéo

Quando um feixe de luz atinge uma superficie que separa dois meios diferentes, parte da
energia luminosa ¢ reflectida e parte ¢ transmitida, penetrando no segundo meio. A
mudanga de direcc¢do do raio transmitido ¢ a refrac¢ao.

A onda transmitida ¢ o resultado da interferéncia da onda incidente e da onda provocada
pela absorcao e re-irradiagdo da energia luminosa pelos atomos do meio.

Quando entra no segundo meio, ha um atraso entre a onda re-irradiada e a onda
incidente; este atraso de fase significa que a posicdo das cristas da onda, na onda
transmitida, esta atrasada em relagdo a posi¢ao das cristas de onda na onda incidente no
segundo meio. Por isso, num certo tempo, a onda ndo avanga tanto no segundo meio
quanto a onda incidente no primeiro meio; por outras palavras, a velocidade da onda
transmitida ¢ menor do que a velocidade da onda incidente.

Como a frequéncia da onda € igual nos dois meios, entao

c
i:ﬁ:ﬁzﬁ
S f n
A lei de Snell diz que

n; sin 0; = n, sin 6,

A partir de um certo angulo ndo ha raio refractado, ou seja, a energia total ¢ reflectida;
esse angulo ¢ chamado de angulo critico, 6,
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5.3 Difraccao do espectro electromagnético

5.3.1 Experiéncia da luz de Young

A experiéncia da luz de Young demonstrou que a luz ¢ um fendémeno ondulatorio,
demonstrando que duas ondas luminosas podem interferir uma com a outra. Young fez
com que a luz solar atravessasse um orificio Sy colocado numa tela 4. Como se pode ver
na figura, a difrac¢do faz com que a luz se espalhe e chegue aos orificios S; e S, da tela
B. Uma nova difrac¢ao ocorre quando a luz atravessa esses orificios e propagam-se duas
ondas esféricas no espaco a direita da tela B, onde podem interferir uma com a outra.

Max.

Max.

Max.

Max.
Onda

incidente Mix

Max.

Os pontos do espaco onde a interferéncia € construtiva (maximos de interferéncia) estdo
indicados como Max. As regides claras da tela C aparecem a volta desses pontos, sendo
separadas por pontos escuros, que correspondem aos pontos em que ha interferéncia
destrutiva (minimos de interferéncia). Quando tomadas em conjunto, essas regioes
formam uma figura de interferéncia na tela C.
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Onda

incidente
Sy

S

Para haver interferéncia construtiva entre os raios que chegam ao ponto P ¢ necessario
que as ondas dos raios r; e 1> tenham a mesma fase; como o instante considerado ¢ igual
para as duas ondas e dado que o percurso percorrido pelas duas ondas ¢ diferente, para a
fase ser a mesma entdo a diferenca de percursos tem de ser um multiplo do
comprimento de onda; dado que a diferenga de percurso entre os dois raios ¢ d sin 6, em
que d ¢ a distancia entre as duas fendas, entdo vem, para D » d, situagdo comum,

dsinf=ml

As regides da tela de observagdo onde estdo situados esses maximos de interferéncia sao
chamadas franjas claras e podem ser rotuladas pelos valores de m.

Igual raciocinio pode ser aplicado aos pontos onde hé interferéncia destrutiva; para
esses pontos a diferenca de fase tem de ser 180°, ou meio comprimento de onda. Assim
sendo, vem

dsinHz[er%j%

Os valores de m agora s3o usados para rotular as regides onde estdo os minimos de
interferéncia.

5.3.2 Difracgdo por Rede Cristalina

Como se pode ver anteriormente ha ondas electromagnéticas com diferentes
comprimentos de onda. Para ondas com uma determinada frequéncia, a experiéncia de
Young ndo ¢ possivel de realizar, pois o comprimento de onda ¢ tdo pequeno que o
método de difraccao estudado ndo pode ser aplicado.

Por exemplo, no caso dos raios X, com A = 1 4 (= 0,1 nm), mesmo com uma distancia
entre as fendas d = 3 um, o primeiro maximo ocorre 0,0019° ao lado do maximo central;
em termos praticos, este valor ndo tem qualquer utilidade; alids seria desejavel d = 4,
mas com comprimentos de onda tdo pequenos ndo ¢ possivel construir qualquer
dispositivo mecanico que realize esta fungao.

Para se realizar a difraccdo de ondas com frequéncias elevadas usam-se redes de
cristais, que sdo constituidos por arranjos regulares de d&tomos; assim, temos uma rede
de difraccao cristalina.
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No cristal hd uma unidade basica de dtomos (a chamada célula unitaria) que se repete
em todo o arranjo. Como exemplo ha o cloreto de sédio (NaCl) em que cada célula
unitaria € constituida por quatro ides de sodio e quatro ides de cloro. Este cristal ¢
cubico, sendo a célula unitaria um cubo com aresta ay, como se pode ver na alinea a) da
proxima figura.

Quando um feixe de raios X entra num cristal, como o de NaCl, os raios X sao
espalhados, isto ¢, sdo desviados em todas as direcgdes pela estrutura cristalina. Em
algumas direc¢des, as ondas sofrem interferéncia destrutiva, resultando em minimos de
intensidade; noutras direcgOes a interferéncia é construtiva, resultando em maximos de
intensidade. Este processo de espalhamento e interferéncia ¢ uma forma de difrac¢do,
embora seja diferente da difraccdo da luz através de uma fenda, vista anteriormente.

De facto, o processo de difraccdo por rede cristalina pode ser complicado, pois os
maximos de intensidade aparecem em direc¢des que poderiam ser identificadas com as
direcgdes que os raios X incidentes tomariam se fossem reflectidos por uma familia de
planos reflectores paralelos (ou planos cristalinos) que passam pelos atomos do cristal
(isto € apenas uma abstrac¢do para melhor se compreender o que se passa; na realidade
nao ha reflexdo dos raios X).

A alinea b) da préxima figura mostra trés planos de uma familia de planos com
distancia inter-planar d, que hipoteticamente reflectem os raios X incidentes. Os raios 1,
2 e 3 reflectem-se, respectivamente, no primeiro, no segundo e no terceiro plano. Em
cada reflexdo, os angulos de incidéncia e de reflexdo tém o valor 6. Ao contrario do que
¢ habitual em Optica, esses angulos nao sao medidos em relagdo a normal ao plano.
Nesta situacdo a distancia inter-planar ¢ igual a aresta da célula unitaria a.

Na alinea c) da figura, pode ver-se as reflexdes em dois planos adjacentes. As ondas 1 e
2 chegam em fase ao cristal. Depois da reflexao elas estdo novamente em fase, pois o
que vai ser analisado ¢ o caso em que a reflexdo e os planos reflectores proporcionam
maximos de intensidade na difrac¢do dos raios X pelo cristal. Ao contrario do que
sucede com os raios de luz, os raios X ndo sofrem refrac¢do ao entrar no cristal; além
disso, nao se define qualquer indice de refraccdo nessas circunstancias. Assim sendo, a
diferenga de fase entre as ondas dos raios 1 e 2 ¢ determinada, exclusivamente pelo
percurso. Para que os raios estejam em fase, a diferenca de fase deve ser igual a um
multiplo inteiro do comprimento de onda 4 dos raios X.

Analisando a alinea c) da proxima figura, chega-se facilmente a conclusdo que a
diferenca de percurso entre o raio 1 e o raio 2 € 2d sin 6. Este resultado ¢ vélido para
qualquer par de planos adjacentes da familia de planos representada na alinea b). Vem,
entdo

2dsin @ =m A
Esta ¢ a lei de Bragg e 6 ¢ o angulo de Bragg.
Independentemente do angulo sobre o qual entram os raios X num cristal, hd sempre

uma certa familia que, hipoteticamente, pode reflecti-los de tal forma que seja possivel
aplicar a lei de Bragg. Tal pode ser visto na alinea d) da figura.
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5.4 Radiacdo de um corpo negro

E do conhecimento geral que um metal aquecido brilha desde uma cor avermelhada até
uma cor mais branca, a medida que a temperatura aumenta. De facto, ha outras
frequéncias (cores) as quais os olhos humanos nao reagem, mas que estdo presentes.
Inclusive, ndo ¢ necessario um corpo aquecer até um ponto em que a radiacdo de
energia electromagnética se torne visivel; todos os objectos radiam uma energia
continuamente, independentemente da sua temperatura, apesar de as frequéncias
dominantes dependerem da temperatura.

A capacidade de radiagdo que um corpo tem estd intimamente ligada com a sua
capacidade de absorcdo. Tal é esperado, uma vez que um corpo a uma temperatura
constante esta em equilibrio térmico com o meio envolvente e deve absorver energia
deste a mesma taxa que radia — por exemplo, se tal ndo acontecesse, o corpo humano, ao
receber calor do meio envolvente, aqueceria indefinidamente.

Considere-se um corpo ideal que absorve toda a radiagdo que incide nele,
independentemente da frequéncia; esse corpo tem a designagcdo de corpo negro. Este
corpo, ideal, ¢ independente da sua natureza (ou constituigao).

A radiag@o de um corpo negro consiste na absor¢ao e na emissao de radiagao.

Uma boa aproximagdo de um corpo negro pode ser o interior de um corpo oco; neste,
quando a luz entra por uma abertura, parte dela ¢ reflectida e parte absorvida em cada
reflexdo nas paredes internas da cavidade. Depois de muitas reflexdes, praticamente
toda a energia incidente foi absorvida.
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5.4.1 Lei do Deslocamento de Wien

A figura mostra os dados experimentais da distribuicao de energia na radiacdo do corpo
negro em trés temperaturas diferentes. A energia irradiada varia com o comprimento de
onda e com a temperatura; quando a temperatura do corpo negro se eleva, a quantidade
total de energia emitida aumenta. De igual modo, com a elevacao da temperatura, o
maximo da distribui¢do desloca-se para os comprimentos de onda mais baixos. Este
deslocamento obedece a relacao conhecida como lei do deslocamento de Wien e ¢ dada
por

A,.T=02898x10" (m-K)

em que Anqy € 0 comprimento de onda em que ocorre o pico da curva e 7' ¢ a temperatura
absoluta do corpo que emite a radiagdo.
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12 T = 4000 °K
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5.4.2 A Catastrofe do Ultra-Violeta

Todas as tentativas mais antigas de explicar estes resultados, com base nas terias
classicas, falharam. Para descrever o espectro de radiagcdo define-se I (4, 7) dA como a
poténcia por unidade de area, emitida no intervalo de comprimento de onda di. O
resultado de um calculo baseado no modelo classico da radiagdo do corpo negro ¢
conhecido como lei de Rayleigh-Jeans ¢ é

2mckT

/14

I(A,T) =
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em que k ¢é a constante de Boltzmann (1,38 x 10 J-)K). Neste modelo classico de
radiag¢do do corpo negro, os atomos da parede de uma cavidade, como a enunciada atras,
sdo tratados como um conjunto de osciladores que emitem ondas electromagnéticas em
todos os comprimentos de onda. Este modelo leva a uma energia média, por oscilador,
proporcional a 7.

Contudo, o grafico do espectro da radiagdo do corpo negro obtido experimentalmente, e
o da previsao tedrica de Rayleigh-Jeans estdo mostrados na figura.
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12 Lei de Rayleigh-Jeans
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Nos comprimentos de onda grandes, a lei de Rayleigh-Jeans ¢ uma boa aproximagdo da
realidade. Contudo, para comprimentos de onda pequenos, a diferenca entre a realidade
e a teoria € enorme. O que se pode concluir é que, quando A tende para zero, a fungdo
I(A,T) dada pela lei de Rayleigh-Jeans tende para infinito, ou seja, a radiacdo de
comprimento de onda pequeno deveria ser predominante. Este resultado ¢ negado pelos
resultados experimentais, que mostram que quando 4 tende para zero, a funcdo /(4,7)
também tende para zero. Esta contradi¢ao ¢ denominada de catdstrofe do ultra-violeta.

Outro problema com a teoria classica ¢ a previsdo de uma densidade de energia total
infinita, pois todos os comprimentos de onda sdo possiveis. Ora, um campo
electromagnético com uma densidade de energia infinita ¢ uma situagdo fisicamente
impossivel.

5.4.3 Lei de Planck. Fotéo
Planck descobriu uma férmula de radiacdo do corpo negro que concorda plenamente

com os resultados experimentais, em todos os comprimentos de onda. A funcido que
Planck propds ¢

27the?
I(A,T) = T

em que 4 ¢ a constante de Planck (6,626 x 107 J-).

Note-se que para valores de 4 elevados esta expressdo reduz-se a expressdo de
Rayleigh-Jeans. Além disso, a lei de Planck prevé uma diminui¢do exponencial de
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I(2,T) com a diminuicdo de 4, o que também estd de acordo com os resultados
experimentais.

Na sua teoria, Planck, admitiu duas hipoteses, relativamente as moléculas oscilantes nas
paredes da cavidade:
a) as moléculas oscilantes que emitem radiagdo s6 podem ter valores discretos
de energia, E,, dados por

E, =nhf

em que n ¢ um nuamero inteiro positivo, um numero quantico, ¢ f € a
frequéncia de vibragdo das moléculas. As energias das moléculas estdo
quantizadas e os estados de energia permitidos sdo denominados de estados
quanticos

b) as moléculas absorvem ou emitem energia em unidades discretas de energia
luminosa, os quanta (ou fotdes). Se o nimero quantico se alterar em uma
unidade, a expressdo anterior mostra que a energia irradiada ou absorvida
pela molécula ¢é Af. Entdo, a energia de um fotdo corresponde a diferenca de
energia entre dois estados quanticos ¢ E = hf.
A molécula s6 irradia, ou absorve, energia quando o seu estado quantico se
alterar. Se a molécula permanecer num estado quantico, ndo ha emissdo nem
absorcao de energia. A seguir pode ver-se os niveis quantizados de energia e
as transmissoes propostas por Planck.

O ponto-chave da teoria de Planck ¢ a hipotese, radical, dos estados de energia
quantizados. Esta teoria marcou o nascimento da teoria quantica. Contudo, o trabalho
dele foi o resultado de muitos anos de trabalho e ndo uma mera e hébil manipulagdo
matematica das leis anteriores.

paran = oo
Energia 1
A

E n
4hf i 4
3hf v 3
2hf 2
hf 54— 1

0 —Y 0

5.5 Efeito Fotoeléctrico

Certas experiéncias mostram que, quando uma luz incide sobre certas superficies
metalicas, hd emissdo de electroes pela superficie. Este fenomeno ¢ conhecido como
efeito fotoeléctrico e aos electrdes emitidos chama-se fotoelectroes. A figura seguinte
mostra um esquema que permite a visualizacao desse efeito.
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luz

Um tubo de vidro, ou de quartzo, com vacuo, contém uma placa metalica C que ¢ ligada
ao terminal negativo de uma bateria; uma outra placa metalica, 4, ¢ ligada ao terminal
positivo da bateria, ficando com um potencial positivo. Quando o tubo estd no escuro,
ou seja, quando ndo se incide luz sobre o tubo, a valor lido no amperimetro ¢ nulo,
indicando auséncia de corrente no circuito. Quando se ilumina a placa C com uma luz
monocromatica, com um comprimento de onda apropriado, entdo o valor indicado pelo
amperimetro ¢ diferente de zero, o que indica que hé corrente no circuito, ou seja, ha
uma passagem de cargas através do espago entre 4 ¢ C. A corrente associada a este
processo provém dos electrdes emitidos pela placa negativa e recolhidos na placa
positiva.

As experiéncias mostram que para grandes valores da diferenca de potencial entre 4 ¢ C
— V —, a corrente atinge um valor maximo, correspondente ao caso em que todos os
fotoelectrdes sdo recolhidos em A. Outro dado verificado € que quanto maior for a
intensidade da luz incidente, maior serd o valor da corrente que atravessa o circuito. Por
ultimo, constata-se que para valores de V negativos, ou seja, quando se inverte a
polaridade da bateria, de modo a que 4 seja negativa e C positiva, os fotoelectroes sdo
repelidos pela placa negativa 4. Deste modo s6 os que tiverem energia cinética maior
que eV € que conseguirdo atingir 4, onde e ¢ a carga do electrdo. Além disso, se V for
menor ou igual a V., que € o potencial de corte, nenhum fotoelectrio ira atingir 4, sendo
a corrente nula. O potencial de corte ¢ independente da intensidade da radiacdo.

A energia cinética maxima dos fotoelectrdes esta com relacionada com o potencial de
corte através de

Kmax = ch

Muitas caracteristicas do efeito fotoeléctrico ndo podem ser explicadas pela fisica
classica nem pela teoria ondulatéria da luz, nomeadamente:

a) Nenhum electrdo ¢ emitido se a frequéncia da luz incidente for menor que
um limiar de frequéncia, f., que € caracteristico do material iluminado; esta
observacao ¢ incoerente com a teoria ondulatoria que prevé que o efeito
fotoeléctrico ocorra em qualquer frequéncia, desde que a intensidade da luz
seja suficiente

b) Se a frequéncia da luz for superior ao limiar de frequéncia, o efeito
fotoeléctrico ocorrera e o numero de electrdes sera proporcional a
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intensidade da luz; contudo, a energia cinética maxima dos fotoelectrdes ¢é
independente da intensidade da luz

c) A energia cinética maxima dos fotoelectrdes aumenta com o aumento da
frequéncia da luz

d) Os electrdes sdo emitidos pela superficie quase instantaneamente, mesmo
com intensidades de luz baixas; do ponto de vista classico, seria de esperar
que os electrdoes precisassem de um certo tempo para absorver a energia da
radia¢do incidente antes de ter energia cinética suficiente para escaparem do
metal.

Uma explicagdo bem sucedida do efeito fotoeléctrico foi dada por Einstein, que
generalizou o conceito de quantizacdo de Planck para as ondas electromagnéticas;
Einstein admitiu que a luz (ou qualquer outra onda electromagnética) de frequéncia f
pode ser considerada uma corrente de fotdes; cada fotdo tem a sua energia £ dada por

E=hf

em que /4 ¢ a constante de Planck. Einstein admitiu que a energia da luz ndo estivesse
distribuida uniformemente sobre a frente de onda, mas sim concentrada em regides
discretas (ou “pacotes”), os quanta de luz ou fotdes. A interpretagao de Einstein para o
efeito fotoeléctrico ¢ de um fotdo transmitir toda a sua energia, Af, a um unico electrao
no metal. Os electrdes emitidos pela superficie do metal tém uma certa energia cinética
maxima, K,,,. Assim sendo, a energia cinética maxima dos electrdes emitidos ¢

Kmax = hf_¢

em que ¢ ¢ a funcdo trabalho de extraccdo de um material e constitui a energia minima
de ligagdo de um electrdo no metal e ¢ da ordem de alguns electrdes-volt.

Com a teoria dos fotdes para a luz ¢é possivel explicar os aspectos referidos
anteriormente, nomeadamente:

a) O facto do efeito fotoeléctrico nao ser observado abaixo de um certo limiar

de frequéncia € a consequéncia da energia do fotdo ter de ser maior que a

funcao de trabalho ¢ ; se a energia do fotdo incidente nao for igual, ou maior,

a ¢, os electrdes jamais irdo ser ejectados da superficie, independentemente

da intensidade da luz

b) O facto da energia cinética maxima ser independente da intensidade da luz
pode ser compreendido da seguinte forma: se a intensidade da luz for
duplicada, o nimero de fotdes também o serd, o que duplica o nimero de
fotdes emitidos; porém, a energia cinética dos fotdes ¢ igual a hf —¢, ou

seja, s6 depende da frequéncia da luz e da fun¢do trabalho de extrac¢ao de
electrdes e ndo da intensidade da luz

¢) O facto da energia cinética maxima aumentar com o aumento da frequéncia ¢
entendido atendendo a tltima equacao

d) O facto dos electrdes serem emitidos quase instantaneamente € coerente com
a teoria corpuscular da luz, segundo a qual a energia incidente aparece em
pequenos pacotes € ha uma inter-ac¢do de um para um, dos fotdes com os
electrdes, o que ¢ bem diferente de haver uma distribuicdo de energia sobre
uma grande area.
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Uma confirmagdo da hipotese de Einstein € o facto de haver uma relagdo linear entre a
frequéncia da luz e a energia cinética maxima e foi verificada experimentalmente, sendo
a razao entre as variagoes /.

A frequéncia de limiar ¢ a frequéncia para a qual a energia cinética ¢ nula, ou seja
f. =¢/h; o limiar de comprimento de onda corresponde a essa frequéncia e ¢ dado por

c c _he

Ay=—=—-=
fo ¢h ¢
5.6 Efeito de Compton

Einstein concluiu que um fotdo com energia E, desloca-se numa tUnica direc¢cdo (ao
contrario de uma onda esférica) e ¢ portador de um momento (linear) igual a E/c = hf/c,
ou seja, se um pacote de radiacdo provoca a emissdo ou a absor¢ao de um pacote de
energia Af por uma molécula, entdo ha uma transferéncia do momento para a molécula
com valor Af/c, na direccao do pacote quando houver absor¢do na direccdo do pacote e
na direc¢do oposta quando houver absorc¢ao na direc¢ao oposta a do pacote.

Mais tarde, percebeu-se que o espalhamento de fotdes de raios X por electrdes poderia
ser explicado considerando-se os fotdes como particulas puntiformes, com energia Af e
momento Af/c e havendo conservacao de energia e do momento do par fotdo-electrdo na
colisdo.

Considere-se o que acontece numa colisdo entre um fotdo e um electrdo, atendendo a
figura seguinte:

electrao
a recuar
7
/
//
fotdo s/
incidente 7
el =~ 0
_______ ! —_ —— e
.@ \ ’
= AN 6
A ~

fotdo "<&
espalhado

Apos a colisdo o electrdo, inicialmente em repouso, vai comegar a movimentar-se; esse
movimento vai fazer com que a energia cinética do fotdo apos a colisdo seja diferente da
energia cinética antes da colisdo; a variagdo dessa energia serd igual a perda de energia
do fotdao. Assim sendo, o fotdo tera uma frequéncia f” diferente da inicial apos a colisdo.

Em termos de energia, vem
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hf = hf'+K

Em termos de momento, tem de se considerar o momento segundo a horizontal e
segundo a vertical; assim sendo, vem

Momento final = Momento inicial

W _Hf
7+0_700s5+pc056’ {pccosg:hf—hfcosé
OzﬂSiné‘_pSine pcSIHQth sind

C

Elevando as duas tltimas equagdes ao quadrado e somando-as, vem

pe’ =(hf)* =2(hf )(hf")eos S+ (hf")’
A energia total de uma particula é

E =K +myc’

E :,lmozc4 +p’c?
donde

(K+moc2 )2 =m, c*+p’c’ o pc?=K*+2mc’K
como

K =hf —hf’
vem

pre’ =(hf) =2(hf )hf ")+ (hf') + 2mc* (hf —hf")
igualando os dois valores para p°c’, vem

(hf)* =2(hf Y(hf "Yeos S+ (hf") = (hf)* = 2(hf )(f ")+ (") +2moc” (Bf —hf")

2mye” (hf = hf")=2(hf )(hf )1~ cos )

exprimindo esta relagdo em ordem a 4, vem

%(i_ij =i£(l—cos5)
cc

h\c ¢
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Comof/c=Aef /c=21",vem

moc(1 1}_1—0055

hlaoa A0

Finalmente

A=A = L(l L))
C

m,
Esta ¢ a expressao do efeito de Compton.

Pode, ainda, ser definido o comprimento de onda de Compton, como sendo

Ao =——=2,426x10""m

m,c
podendo escrever-se
A=A =A.(1-cos0)

5.7 Ondas de matéria

Pelo facto dos fotdes terem caracteristicas ondulatorias e corpusculares, talvez todas as
formas de matéria também tenham propriedades ondulatérias e também corpusculares.

De acordo com de Broglie, os electrdes também tém uma natureza dupla de particula e
onda: acompanhando cada electrdo hd uma onda (que ndo uma onda electromagnética)
que guia os electrdes pelo espago. De Broglie chamou a este tipo de ondas, ondas de
matéria.

Sabe-se que 0 momento de um fotdo € p = E/c; como E = hfef=c/A, vemp = hc/cl
e finalmente p = h / A. Daqui se vé que o comprimento de onda de um fotdo pode ser
calculado a partir do seu momento.

As particulas materiais com momento p também devem ter propriedades ondulatérias,
bem como um comprimento de onda associado. Como p = mv, vem

e

P
p my

Esta equacao da o comprimento de onda de de Broglie.

Fazendo uma analogia com os fotdes, de Broglie postulou que as frequéncias das ondas
de matéria (ondas associadas a particulas de massa de repouso ndo nula) obedecem a
relacdo de Einstein £ = Af, de modo que /= E / h.
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5.8 Incerteza

5.8.1 Principio da incerteza de Heisenberg

Na mecanica classica ¢ possivel efectuar medigdes com incertezas arbitrariamente
pequenas ou com exactiddo infinita, ou seja, ndo ha qualquer barreira para o
aperfeicoamento mais refinado dos aparelhos de medida ou dos procedimentos
experimentais.

Na teoria quantica, ¢ impossivel efectuar medi¢des simultdneas da posicdo e da
velocidade de uma particula com exactidao infinita.

O principio da incerteza foi introduzido por Heisenberg e diz que
se uma medida da posi¢do for efectuada com precisio Ax e se uma medida
simultanea do seu momento for feita com precisdo Ap, entdo o produto das duas
incertezas nunca poderd ser menor que um numero da ordem da constante de
Planck, ou seja

Ax-Ap>h

em que 7 =i
2r

Por outras palavras, ¢ fisicamente impossivel medir, simultaneamente, a posi¢do exacta
de uma particula e o seu momento.

5.8.2 Equacao de Schrodinger

As ondas de matéria sdo representadas por uma funcao de onda w(x,y,z,t), em que y ¢é
um numero complexo. A probabilidade, por unidade de volume, (ou densidade de
probabilidade) de uma particula ser encontrada num ponto com coordenadas (x,),z) no

instante ¢ ¢ dada por |1//|2 .

Para as ondas “classicas” tem-se

0%y L‘azy
ox* v oot

Neste caso, considerando, tal como no caso classico, um movimento somente na
direcc¢do dos xx, vem

Oy _ 1 'y
2

Se se confinar a discussdo aos sistemas ligados, cuja energia total £ permanece
constante, entdo, como E = Af, a frequéncia da onda de de Broglie também ¢ constante.
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Pode exprimir-se y(x,¢) como sendo o produto de dois termos, um s6 dependente de x,
w(x), e outro s6 dependente de ¢, ou seja

w(x,0) =y -cos(wt)
Considerou-se o cosseno da frequéncia, pois esta ¢ constante.

Desenvolvendo, vem

2 2
_6 l/2/:cos(a)t)—a 1/2/ 5 5
ox ox oy o
0? w* = ox’* I v
al/;:——z-w-cos(a)t)

t %

Como w = 2zf'= 2zv /A € como para as ondas de matériap = h /A, vem

o _(27) _(27)
v A h n’

Por outro lado, a energia total ¢ a soma da energia cinética e potencial, pelo que,

2

E=K+U=L 11U o p’=2m(E-U)

2m
donde
® p° 2m
v e Y
Finalmente
o’y o’ 2m
=——y=—""-(E-U
ox? V2 h? ( W
Doutra forma
’w  2m
+—(E-Uy =0
= ( )74

Esta ¢ a equagao de Schrédinger para uma dimensao; no caso tridimensional, vira

’w o'w dw 2m
+ + +—(E-U)yy =0
ox*>  oy* ozt W ( W
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5.9 Espectros Experimentais de Absorcéo e de Emisséo

Todas as substancias emitem radiagdo térmica, a uma certa temperatura, caracterizada
por uma distribui¢do continua de comprimentos de onda. A forma de distribui¢do
depende da temperatura e das propriedades das substancias.

O espectro obtido experimentalmente, emitido por um gas rarefeito sujeito a uma
descarga eléctrica, tem um contraste nitido com esta distribuicdo continua; ¢ um
espectro de riscas.

Quando a luz desta descarga ¢ examinada por espectroscopio, verifica-se que o espectro
¢ constituido por algumas linhas brilhantes, de cor pura, sobre um fundo que em geral ¢
escuro.

A (nm) 400 500 600 700

I —

Os comprimentos de onda que constituem um determinado espectro de riscas sao
caracteristicos do elemento emissor da luz. O mais simples de todos ¢ o do hidrogénio.
Uma vez que dois elementos diferentes emitem espectros diferentes, estes constituem a
base de uma técnica pratica e sensivel para identificar os elementos presentes numa
amostra.

Outra forma de espectroscopia ¢ a de absor¢do. Obtém-se um espectro de absor¢ao pela
passagem da luz de uma fonte continua através de um gas ou de uma solu¢do diluida do

elemento que se pretende analisar.

O espectro de absor¢do ¢ constituido por uma série de riscas negras sobrepostas ao
fundo continuo do espectro da fonte.

A(nm) 400 500 600 700

5.10 Atomo de Bohr

O modelo do atomo de Bohr assenta em quatro pontos fundamentais:

a) O electrdo move-se em Orbitas circulares em torno do protdo, sob a
influéncia da for¢a de atrac¢ao coulombiana

b) So certas Orbitas sdo estaveis; essas Orbitas sdo aquelas nas quais o electrao
ndo irradia, logo a energia ¢ fixa (estatica) sendo o movimento do electrao
descrito pela mecanica classica

¢) A radiacdo ¢ emitida pelo d&tomo quando o electrdo “salta” de um estado
estacionario inicial, com maior energia, para um estado com menor energia.
Este “salto” ndo pode ser visualizado nem analisado nos modos classicos.
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Em particular, a frequéncia do fotdo emitido no salto ¢ independente da
frequéncia do movimento orbital do electrdo. A frequéncia da luz emitida
esta relacionada com a variacdo da energia do dtomo e ¢ dada por E; — Ey =
hf

d) O tamanho das oOrbitas permitidas do electrdo ¢ determinado pela condi¢ao
quantica adicional imposta a0 momento angular orbital do electrdo, ou seja,
as Orbitas permitidas sdo aquelas nas quais o momento angular orbital do
electrdo ¢ multiplo inteiro de 7, ou seja, mvr = nh.

Como
k 2
U=qv=—"<
r
vem
2 2
Foksy =M ke
2 r
Por outro lado,
k 2 k 2 2
F, = ef e F,=m-a, = ef =Y
r r r
logo
P v _ ke’
2 2r
e
2 2 2
FeKaU = ke ke :_kee
r 2r 2r
Como
nh
mvr = nh V=— .
5 ) PN mr - I h
my” _ k,e e " ke
2 2r V=
mr

Paran = 1, vem

h2
a, = 5 =0,0529nm
mk e

e

Este ay é o chamado raio de Bohr.
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Assim sendo, pode escrever-se

2
p__ke (ijz—”’ﬁer/

2 2
" 2a,\n n

E-E, ke 1 1
/= L= -3

h _ZaOh nf2 n,

Em termos de comprimento de onda, vem

f ke[ 1 1

o 2

—-
¢ 2apcch\n,” n

1

1
2

O 4atomo de Bohr foi muito bem aceite, pois os dados calculados para o caso do
hidrogénio coincidiam com os valores obtidos na época.

5.11 Espectro do Hidrogénio e Atomo de Hidrogénio

5.11.1 Espectro do Hidrogénio

Ao contrario da teoria de Bohr, observando-se as riscas espectrais do hidrogénio, vé-se
que estas ndo sdo simples, mas antes grupos de linhas muito préximas umas das outras.
De facto, observa-se que, em certas circunstancias, nomeadamente quando se colocam
atomos num campo magnético intenso, algumas das riscas simples sdo, na realidade,
trés linhas bastante proximas.

5.11.2 Atomo de Hidrogénio

A energia potencial no atomo de hidrogénio ¢ dada por

2
k,e

r

U(r)=-

em que 7 ¢ a distancia radial entre o protdo e o electrao.

De acordo com a mecanica quantica, as energias dos estados permitidos do atomo de
hidrogénio sao

2
b ke (ijz—”’ﬁer/

2 2
" 2a,\n n

No caso de problemas unidimensionais, basta um niimero quantico para caracterizar um
estado estacionario. No problema tridimensional do 4atomo de hidrogénio sdo
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necessarios trés niumeros quanticos para cada estado estaciondario, correspondendo aos
trés graus de liberdade do electrdo. Estes trés niimeros, tedricos, sdo representados pelos
simbolos n, [ € m;:

n —numero quantico principal

[ — niimero quantico secundario

m; — nimero quantico magnético orbital

Estes nimeros tém as seguintes limitacoes:
n ¢ um namero inteiro que pode variar de 1 até
/ ¢ um ntimero inteiro que pode variar de 0 até n - 1
m; € um numero inteiro que pode variar de —/ até +/

Por razdes historicas, diz-se que os estados com 0 mesmo numero quantico principal
formam uma camada, identificadas pelas letras K, L, M, ... . De igual modo, os estados

com 0s mesmos numeros quanticos principal e secundéario formam uma subcamada.

A tabela seguinte resume as regras de determinacdo dos valores permitidos de / € m;:

Numero . N° de estados
A Nome Valores permitidos .
guantico permitidos
n Numero quantico principal 1,23 .. Qualquer nimero
/ Numero quantico secundario 01,2 ..,n-1 n
- P ” N —
m Numero quant}co magnético L-1+1,..,0..,1-1, 4]
orbital /

Na tabela seguinte esta a notacao das camadas e subcamadas

Simbolo da camada Simbolo da subcamada

AN [WIN[(—S
leldidialia
N|RWIN|— O~
S0 (NS |«

Fazendo as contas, é-se levado a concluir que, por exemplo, para n = 2, s6 existem
quatro estados orbitais possiveis. Contudo, na realidade constatam-se oito, tal ¢ devido a
um outro numero quantico, o numero quantico magnético de spin — m; — que
corresponde ao sentido de rotagdo do electrao; de facto s6 ha duas maneiras do electrao
girar:

spin para cima

spin para baixo

D
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5.12 Principio da Exclusédo e Tabela Periodica

5.12.1 Principio da Exclusdo

O estado de um atomo de hidrogénio pode ser identificado por quatro nimeros
quanticos: n, [, m; e m,. Por exemplo, um electrdo no estado fundamental do hidrogénio
pode ter os nimeros quanticos n = I,/ = 0, m; = 0 e m; = /. Acontece, porém, que 0
estado de um electrdo em qualquer outro d4tomo também pode ser identificado por este
mesmo conjunto de numeros quanticos. De facto, estes quatro nimeros quanticos
podem ser usados para descrever todos os estados electronicos de um 4atomo,
independentemente do nimero de electroes da sua estrutura.

Uma questdo que se pode colocar ¢ a de saber quantos electrdes pode ter um
determinado conjunto de nimeros quanticos. A resposta a esta questdo € o principio de
exclusdo enunciado por Pauli:
Dois electroes quaisquer num dtomo nunca podem estar num mesmo estado
qudntico, isto é, dois electroes num mesmo dtomo ndo podem ter os mesmos
numeros quanticos n, I, m; e ms.

Se esta regra ndo fosse valida, todos os electrdes de um dtomo acabariam por estar no
estado de energia mais baixa e o comportamento quimico dos elementos seria diferente.
De facto, pode imaginar-se a estrutura atdmica dos atomos complexos como uma
sucessao de niveis de energia crescente, que se enchem um depois do outro, sendo os
electrdes mais externos os principais responsaveis pelas propriedades quimicas do
elemento.

5.12.2 Tabela Periddica

Como regra geral, a ordem de preenchimento das subcamadas de um atomo pelos
electrdes € a seguinte: uma vez completa uma subcamada, o electrdo seguinte vai para a
subcamada vazia seguinte de mais baixa energia. Pode entender-se este principio, pois
se 0 atomo ndo estivesse no estado de energia mais baixo possivel, iria irradiar energia
até atingir esse estado.

Define-se orbital como o estado de um electrdo caracterizado pelos nimeros quanticos
n, [ e m;. Pelo principio da exclusdo, pode ver-se que, em qualquer orbital s6 podem
estar, no maximo dois electroes: um desses electroes com m; = +% € outro com my = -
. Uma vez que cada orbital est4 limitado a ter, no maximo, dois electrdes, o nimero de
electrdes que podem ocupar os diversos niveis também esta limitado.

A seguir mostra-se o nimero de estados quanticos permitidos num atomo até n = 3.

n 1 2 3

/ 0 0 1 0 1 2

my 0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 2 1 0 -1 -2
L T O e N e T R U O A 2 O O I

Uma questdo que se coloca ¢ a seguinte: o que acontece no caso de electroes que
ocupam a mesma subcamada? Ficam em duas orbitais diferentes com spins
desemparelhados (11) ou ficam na mesma orbital com spins emparelhados (1])? Os
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dados experimentais mostram que a configura¢dao mais estavel, isto ¢, a que ¢ do ponto
de vista energético preferivel, ¢ a que tem os spins desemparelhados. Hund estabeleceu
uma regra — a regra de Hund — que diz que quando um datomo tem orbitais de igual
energia, a ordem de preenchimento desses orbitais é a que possibilita o maior numero e
electroes com os spins desemparelhados.

Algumas excepgdes a esta regra ocorrem nos elementos que tém subcamadas quase
completas ou semi-cheias. Uma descricdo mais completa dos elementos pode ser
encontrada na maior parte dos livros de quimica geral.

© 2003 Filipe Santos Moreira 77




Fisica 3 (2EQ) 2%

6 Bibliografia

Analisis Vectorial, H. B. Phillips, Union Tipografica Editorial Hispano
Americana, 1960

Apontamentos de Electromagnetismo, Prof. Carlos Espain

Apontamentos de Ondas, Prof. Carlos Espain

Applied Electromagnetics, M. Plonus, Mc Graw-Hill, 1986

Concepts of Modern Physics, A. Beiser, McGraw-Hill, 1995
Electromagnetismo, W. H. Hayt Jr., LTC, 1995

Engineering Mathematics — A Modern Foundation For Electronic, Electrical
and Systems Engineers, A. Croft, R. Davison, M. Hargreaves, Addison-Wesley,
Essex, 1996

Fisica — um curso universitdario, M. Alonso, E. J. Finn, Editora Edgard Bliicher,
1981

Fisica Atomica, M. Born, Fundagao Calouste Gulbenkian, 1986

Fisica para Cientistas e Engenheiros, com Fisica Moderna, R. Serway, LTC,
1996

Fisica, D. Halliday, R. Resnick, K. S. Krane, LTC, 1996

Fisica, P. Tipler, LTC, 1995

Fundamentos de Fisica, D. Halliday, R. Resnick, J. Walker, LTC, 1995
Introdug¢do ao Electromagnetismo, S. K. Mendiratta, Fundacdo Calouste
Gulbenkian, 1995

© 2003 Filipe Santos Moreira 78




