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1. Calculo vectorial

1.1. Introducéo

A andlise vectorial é um assunto do ambito da matematica e ndo propriamente da
Engenharia. No entanto, € quase impossivel estudar Electrostética e Magnetismo sem usar
calculo vectorial. As simplificaces introduzidas na realizacdo dos célculos e na compreensdo

dos resultados justificam a sua utilizag&o.

1.2. Escalares e vectores

E conveniente comegar por fazer uma distinggo clara entre escalar e vector. O termo
escalar refere-se a uma grandeza, cujo valor pode ser representado por um Unico nimero. Por
exemplo, as variaveis X, y e z sdo escalares, tal como as grandezas que elas representam. Se
falarmos de um corpo que cai auma distanciaL do ponto de referéncia, no instante t, podemos
dizer que L et sdo escalares.

Outros exemplos bastante comuns de grandezas escalares sGo a massa, a presséo, 0
volume, aresistividade, etc.

Uma grandeza vectorial tem sempre associada uma intensidade, uma direccéo e um
sentido no espaco. Estamos a referir-nos a espacos bi e tridimensionais, mas um vector pode
ser definido em espagos n-dimensionais em aplicagdes mais avangadas. Grandezas como
forca, velocidade e acel eracéo so exemplos bastante comuns de grandezas vectoriais.

Podemos constatar, desde j&, que um vector tem concentrada mais informag&o do que
um escalar e que as operacdes aritméticas realizadas com vectores sdo mais complexas do que
as realizadas com escalares.

No contexto desta discipling, iremos falar frequentemente em campos escalares e
vectoriais, relativos a grandezas que podem ser definidas por escalares e vectores,

respectivamente.
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1.3. Operagdes elementares realizadas com vectores

Quando nos referimos a operagOes elementares realizadas com vectores, estamos a
referir-nos a adicéo vectorial, subtraccgo de vectores, multiplicacdo e divisdo por um escalar.
O produto de vectores é uma operagdo mais complexa, que sera tratada posteriormente.

E, ainda, de salientar que sO se podem realizar operagdes com vectores, se eles tiverem
0 mesmo ponto de aplicagdo. Se num mesmo corpo estiverem a ser aplicadas duas forgas com
0 mesmo ponto de aplicacdo, a forca resultante exercida sobre o corpo sera a soma das duas.
Se os pontos de aplicacdo forem diferentes a forga resultante ja ndo sera a soma das duas e

diz-se que o corpo esta sujeito aum momento de forgas.

— —

F1 F
[ [
ER=E1+E2 ER ¢E1+E2

1.3.1. Adicao vectorial

A adicéo vectoria segue aregra do paralelogramo.

B A +B

ou

—_—

A

— —

E fécil verificar graficamente que A + B=B+A, ou sgja, que a adicdo vectorial goza
da propriedade comutativa.
A adicdo  vectorial também  obedece a propriedade  associativa
A+[B+¢)=(A+B):C.
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Vectores coplanares, ou segja, vectores pertencentes a um plano comum, podem
também ser somados, expressando-se cada vector em termos da componente vertica e

horizontal e somando-se as componentes correspondentes.

Ya
A= 3iA+ 1]
B= 2iA+ 3]

A+B=3i+1j+2i+3]=5i+4]

Os vectores definidos no espago tridimensional podem, da mesma forma, serem
somados, expressando-se 0s vectores em termos das trés componentes e somando-se as

componentes correspondentes.
1.3.2. Subtracc¢ao de vectores

A regra da subtraccdo de vectores segue a regra da adicdo, pois podemos sempre
expressar A-B como A +(— 5). Inverter o sinal do segundo vector implica inverter-lhe o

sentido, sendo este adicionado ao primeiro pelaregra da adi¢céo normal.

1.3.3. Multiplicacéo escalar
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Todos os vectores podem ser multiplicados por escalares. O médulo do vector varia,
mas 0 sentido continua 0 mesmo se 0 escalar for positivo. No caso do escalar ser negativo, 0

maédulo do vector varia e o seu sentido € invertido.

v

>|

v

_2A

A multiplicacdo de um vector por um escalar também obedece as propriedades

comutativa, associativa e distributiva.

—

(r+s)><(K+§)= rx(K+§)+s><(K+§)= rxA+rxB+sxA+sxB
1.3.4. Divisdo de um vector por um escalar

A divisio de um vector por um escaar € simplesmente redlizada a partir da

multiplicagdo pelo inverso do escalar.

—

Dois vectores so iguais se asuadiferencafor zero: A =

w!
8
>
o
I

1.3.5. Produto de vectores

A operacdo correspondente ao produto de dois vectores € mais complicada do que as
outras operacdes e do que o produto entre escalares. Por isso, € conveniente introduzir mais
alguns conceitos, nomeadamente 0s sistemas de coordenadas. O mais utilizado é o sistema de

coordenadas cartesianas do qual iremos falar a seguir.
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1.4. Sistema de coordenadas cartesianas

Para descrever um vector, necessitamos de conhecer 0 seu médulo, a sua direccéo e
sentido, angulos, projeccdes ou componentes e expressar tudo isto num sistema de eixos. O
mais simples é o sistema de coordenadas cartesianas ou rectangulares, constituido pelos eixos
X, Y ez que fazem entre si angulos de 90°.

Um ponto é localizado pelas coordenadas X, y e z. Estas sdo, respectivamente, as
distancias da origem a intersec¢do de uma projeccao do ponto nos eixos x, y e z. Um método
alternativo de interpretacdo dos valores das coordenadas é o de considerar 0 ponto como
sendo a interseccdo de trés planos, dados por X = constante, y = constante e z = constante,

sendo as constantes o valor das coordenadas no ponto.

A y
P=(2.2 1)
™==\£;97L)
— 4.1\
Q=(-1,2,1
/ s / X
SN

A figura anterior mostra os pontos P e Q, cujas coordenadas séo P=(2,3,1) e Q=(-
1,2,1), respectivamente. O ponto P esta localizado no ponto comum da intersecgéo dos planos
x=2, y=3 e z=1, enguanto que o ponto Q esta localizado na interseccdo dos planos x=-1; y=2 e
z=1.

1.5.  Componentes de vector e vectores unitarios ou versores
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Para descrever um vector num sistema de coordenadas cartesianas, consideremos um

vector T que parte da origem. Um modo légico de identificar este vector é fornecer as suas

trés componentes vectoriais, relativas aos trés eixos coordenados. Se as componentes do

- - N N A
vector rsdo X,y ez, entdo r = Xi+ Y j+ zk . Podemos assim expressar o vector em termos das

suas trés componentes.
A y
A
A H -
Yio v
n
X i R
N
- % X

Cada uma das componentes tem um maodulo que depende do vector dado, mas cada
uma tem uma direccdo e sentido conhecidos e fixos. Isto sugere o uso de vectores unitarios ou

versores, dirigidos ao longo dos eixos coordenados, no sentido crescente dos mesmos. Assim,

um vector unitario sera, por exemplo, o vector a=1i +1j+1k.
2 Y

N >
—_Yy
=< ¥

z
Podemos também dizer que os pontos P e Q se posicionam relativamente a origem dos
€iX0s coordenados através dos vectores re € ro.
A
y
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Assim o vector Fp, dirigido da origem para o ponto P=(2,3,1) pode ser obtido da

seguinte forma:
re=(2,3,1)-(0,0,0)=(2,3,2) = 2i+ 3]+ 1k
O vector FQ pode ser obtido da mesmaforma;
fo=(-1,21-(0,0,0)=(-1,2,2) = -1+ 2j+ 1k

Por sua vez, o vector FpQ pode ser obtido através daregra da adicdo vectorial. Assim o

vector gue liga a origem ao ponto P, somado ao vector gque liga o ponto P ao ponto Q é igual

ao vector gue ligaaorigem ao ponto Q. Assim o vector FPQ € dado por:
Feo=Fq—Ip = (—1iA+ 2}+1I2)—(2?+ 33+1I2j = —3iA—1E+ ok

O vector rpq Ndo parte da origem dos eixos coordenados. Contudo, ja verificamos que
vectores com 0 mesmo modulo e apontando com a mesma direccdo e sentido séo iguais, de

modo que, para melhor visualizarmos o processo, deslocamos o vector para a origem antes de
determinar as suas componentes.
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Se estivermos a estudar um vector forca, F, podemos escrevé-lo através das suas

componentes escalares, F= F, i+ F ]+ F, k. O médulo ou intensidade do vector F, H!EH ou

simplesmente F € dado por: HEH =F= \/sz +F2+F2.

Cada um dos sistemas de coordenadas tem 0s seus vectores unitarios mutuamente
perpendiculares que vao servir para analisar qualquer vector em termos das suas componentes.
Contudo, vectores unitarios ndo estdo limitados a esta aplicacdo. Frequentemente é Util
escrever um vector unitério com uma direccdo e sentido especificos. Tal é simples, uma vez
gue um vector unitario que aponta com uma dada direccéo e sentido pode ser obtido dividindo
o vector pelo seu médulo.

F Fi+F j+Fk

Assim, o vector unitario ou versor do vector F, é ur = - = =
F o R2+F2+F,

1.6. Produto escalar entre vectores

Estamos a considerar inicialmente o primeiro de dois tipos de multiplicagdo vectorial,

chamado produto escalar ou produto interno entre dois vectores. Assim, dados dois vectores

AeB,o produto interno é definido como sendo o médulo de A pelo médulo de Be pelo

coseno do menor angulo entre os dois.

—

x |B||x cosé,z ou KB:AxBxcoseAB

K-E;:HK

A partir da definicdo de produto interno ou produto escalar, representado por um
ponto, entre dois vectores podemos dizer que o0 seu resultado € um escalar e que obedece a

propriedade comutativa, pois o sinal do angulo ndo afecta a func¢éo cos, que é uma funcéo par.

Assim, A-B=B-A.
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Se estivermos a trabalhar no espaco tridimensional, ndo é muito facil determinar com
frequéncia o angulo entre dois vectores e, por essa razéo, a defini¢éo de produto escalar ndo é

utilizada na sua forma mais basica. E mais fécil obter o resultado considerando-se os dois
Vectores cujas componentes cartesianas sejam A = A i+A j+A ke B= B,i+B, j+B,k.

O produto escalar entre A e Béentdo dado através da expressao seguinte, que ndo envolve

angulos.
A-B=AB,+A B, +A,B,
O termo geométrico projeccdo é também utilizado como produto escalar. Assim, por

exemplo, B-i = Bxcosf ndo émaisdo gue a projeccdo do vector B segundo o eixo dos xX.

Ay

R Yok}

n X

»
>

E-f: B x1x cosé

1.7. Produto vectorial

Dados dois vectores A e B, designamos produto vectoria de A por Ba expressao

A AB. O resultado do produto vectorial € um vector, cujo médulo € o produto dos dois

vectores pelo seno do menor angulo entre eles. A direcgdo é perpendicular ao plano definido

pelos vectores A e Be o sentido é dado pela regra da méo direita ou do “parafuso” ou ainda
do “sacarolhas’.

Em forma de equagdo podemos escrever:
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KA§=AxBxsenean, em que Gn designa um versor perpendicular (normal) ao

plano definido pelos vectores A eB.

O calculo do produto vectorial através da definicdo exige mais trabalho que o calculo
do produto escalar, pois é necessario saber 0 angulo entre os vectores e o versor que da a
direccdo e o sentido do resultado do produto vectorial. Assim podemos resolver o produto

vectoria entre dois vectores através de um determinante, de acordo com 0 apresentado a

Seguir:

—_—

i k
ArB=|A, A, A,|=(A,B,-A,B,)i+(A,B, -A,B,)j+(A,B,-A,B, )k
B, B, B,

X
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