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Equagdes Diferenciais Ordinarias Equagdes Diferenciais
Problemas de Valor Inicial

Equagoes Diferenciais

@ Equacdes diferenciais envolvem derivadas de uma funcéo
desconhecida

@ Equacéo Diferencial Ordinaria(EDO): todas as derivadas sao
relativas a uma Unica variavel independente, por vezes
representando o tempo

@ Solugdo numérica de equacdes diferencias é baseada numa
aproximacgao de dimensao finita

@ Equacéo Diferencial é substituida por uma equacéao algébrica
cuja solugao aproxima a solugao da equacao diferencial
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Equagdes Diferenciais Ordinarias Equagdes Diferenciais
Problemas de Valor Inicial

Ordem de uma EDO

@ Ordem de uma EDO é determinada pela ordem da mais alta
derivada da funcao solugédo que ocorre na EDO
@ Exemplos
y" + 3y’ + 6y = sin(t) é de ordem 2
y" + syy’ = et € de ordem 2
(y')3+6y=—1 édeordem 1
@ EDO de ordem superior pode ser transformada num sistema
equivalente de equacgdes de primeira ordem
@ Analisaremos apenas métodos numéricos para EDOs de
primeira ordem
@ Grande parte do software para EDOs foi desenhado apenas
para a resolugdo de EDOs de primeira ordem
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Equagdes Diferenciais Ordinarias Equagées Diferenciais
Problemas de Valor Inicial

Problemas de Valor Inicial

@ Porsisé a EDO y’ = f(t, y) ndo determina uma fungéo solugdo
Unica

@ Isto porque a EDO apenas especifica o declive y’(t) da fungéo
solugéo em cada ponto, mas nao especifica o valor de y(t) para
algum ponto

@ Em geral, existe uma infinidade de fun¢des que satisfazem a
ODE.

@ Para obter uma solugéo particular, o valor y, da funcao solugéo
tem de ser conhecido para algum ponto #
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Equagdes Diferenciais Ordinarias Equagées Diferenciais
Problemas de Valor Inicial

Problemas de Valor Inicial (continuacao)

@ E necessario que os dados do problema indiquem y () = yo, 0
que determina a solugao Unica da EDO

@ Se considerarmos a variavel independente t como o tempo,
podemos pensar em fy como o tempo inicial e em y, como o
valor inicial da fungao incognita

@ Por isso, é designado por Problema de Valor Inicial, ou PVI

@ A EDO governa a evolugao do sistema ao longo do tempo
desde o seu estado inicial yy no tempo f, € nés procuramos
uma fungéo y(t) que descreve o estado do sistema em fungéo
do tempo
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Equagdes Diferenciais Ordinarias Equagées Diferenciais
Problemas de Valor Inicial

Exemplo 1: Problema de Valor Inicial

@ Considere a seguinte EDO escalar
y'=y
@ O conjunto das solugbes tem a forma geral y = ce!, em que ¢ é

uma constante real qualquer

@ Impondo a condigéo inicial y(f) = yo permite obter a solugao
Unica correspondente a este caso particular

@ Para este exemplo, se fy = 0, entdo ¢ = yy, significando que a
solugéo é y(t) = ype'
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Problemas de Valor Inicial

Exemplo 1, continuagao

Familia das solugdes para a EDO y’' = y
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugao Numérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Solugcao Numérica de EDOs

@ Solucao analitica (nem sempre existe) de EDO é uma fungao
bem definida que pode ser avaliada para qualquer valor de ¢

@ Solucao numérica de EDO é uma tabela de valores aproximados
da funcao solugdo para num conjunto discretos de pontos

@ Comecando em f; com o valor dado ¥y, procuramos seguir o
rasto da fungéo ditada pela EDO

@ Calculo de f(fy, yo) indica o declive da trajectéria nesse ponto

@ Usamos esta informacao para prever o valor y; da solugao no
tempo futuro i = fy + h para um determinado incremento de
tempo h
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugao Numérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Método de Euler

@ Consideramos a EDO y’ = f(t, y) e o desenvolvimento em série
de Taylor da fungao

2
y(t+h) =y(t)+ hy'(t) + %y”(t) +...

2
= V() + B Y(O) + Y ()

@ Método de Euler consiste em eliminar os termos de ordem
maior ou igual a dois

Y1 = Yk + hif(tk, Yi)
@ Método de Euler prevé solucdo através da extrapolacdo ao
longo de uma linha recta cujo declive & f(lx, yx)
@ Método de Euler é de passo-simples porque depende apenas
da informagao num Unico ponto do tempo para avangar para o
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugao Numérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Exemplo 2: Método de Euler

@ Considere o seguinte problema
— =-2x—y, com y(0)=-1

cuja solugéo analitica € dada por y (x) = —3e™* — 2x + 2.
Vamos aproximar a fungéo y(x) solugdo desta equagéo para os
valores de x compreendidos ente 0 e 0.5 utilizando o método de
Euler com passo h = 0.1

Xk Yk y;/( h}/;/( Yk exact
0.0 -1.0000 1.0000 0.1000 -1.0000
0.1 -0.9000 0.7000 0.0700 -0.9145
0.2 -0.8300 0.4300 0.0430 -0.8562
0.3 -0.7870 0.1870 0.0187 -0.8225
04 -0.7683 -0.0317 -0.0032 -0.8110
0.5 -0.7715 -0.8196
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugao Numérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Erros na solugcao numérica de EDOs

@ Métodos numéricos para resolver EDOs incorrem em dois tipos
de erros distintos
e Erros de arredondamento devidos a preciséo finita da
aritmética de ponto flutuante
e Erros de truncatura (discretizacao) devidos aos métodos
de aproximagdo usados e que permaneceriam mesmo que
se usasse uma aritmética exacta
@ Na pratica os erros de truncatura sao o factor dominante e
determinam a exactidao da solugdo numérica de uma EDO

@ Cada passo do método de Euler implica um erro (local) O (h?)

@ Erro total (ou global) inerente a solugao obtida € O (h) (método
de Euler é de primeira ordem)
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugao Numérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Método de Euler Modificado

@ Ordem de exactidao superior pode ser obtida fazendo a média
dos declives obtidos no inicio e no fim do intervalo [tx, tx+1],
originando o método de Euler modificado

Vi1 = Yk + b (F (t, yi) + F (ts1, Y1) /2

@ Como é necessario fazer uma previsdo do valor de yx1 antes
de este ser determinado, este método € conhecido como um
método de previsao correccao

@ Previsao: yici1,p = Yk + hif(te, y)
@ Correcgdo: yYir1,0c = Yk + hi (f (t, Yic) + f (tes1s Yier1,p)) /2

@ Método de Euler modificado é de segunda ordem de exactidao
(erro global é de O(h?))
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugao Numérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Exemplo 3: Método de Euler Modificado

@ Considere o0 seguinte problema

dy

i —2x -y, com y(0)=—1
cuja solugao analitica é dada por y (x) = —3e % — 2x + 2.
Vamos aproximar a fungéo y(x) solugéo desta equagéo para os
valores de x compreendidos ente 0 e 0.5 utilizando o método de
Euler modificado com passo h = 0.1

Xk Yk hyy Yerip Wiip  Yerte

0.0 -1.0000 0.1000 -0.9000 0.0700 -0.9150
0.1 -0.9150 0.0715 -0.8435 0.0444 -0.8571
0.2 -0.8571 0.0457 -0.8114 0.0211 -0.8237
0.3 -0.8237 0.0224 -0.8013 0.0001 -0.8124
0.4 -0.8124 0.0012 -0.8112 -0.0189 -0.8212
0.5 -0.8212
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugéo Numeérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

@ Em cada passo do método de Runge-Kutta de 42 ordem é feita
uma média ponderada de quatros declives

h
Yirr = Y+ g (Ki + 2Kz + 2Ky + KG)

em que

Ki =f (b, yi)

Ko :f(tk + hk/2;yk + (hk/2) K1)
Ko =f (t + he/2, i + (M /2) K2)
Ky =f (t + hy, yk + hkKs)

@ Este método é de quarta ordem de exactidao (erro global é de
O(h*))

Carlos Balsa Métodos Numéricos



Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugéo Numeérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Exemplo 4: Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

@ Vamos resolver pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem o
problema
% =-2x—-y, com y(0)=—1

com x compreendidos ente 0 e 0.5 com passo h = 0.1

Xk Yk hK1 th hK3 hK4 média
0.0 -1.0000 0.1000 0.0850 0.0858 0.0714 0.0855
0.1 -0.9145 0.0715 0.0579 0.0586 0.0456 0.0583
0.2 -0.8562 0.0456 0.0333 0.0340 0.0222 0.0337
0.3 -0.8225 0.0222 0.0111 0.0117 0.0011 0.0115
0.4 -0.8110 0.0011 -0.0090 -0.0085 -0.0181 -0.0086
0.5 -0,8196
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Método de Euler
Método de Euler Modificado

Solugéo Numeérica de EDOs Método de Runge-Kutta de 42 Ordem

Consideragoes Finais

— Métodos Disponiveis no Octave e na NMLibforOctave:
@ Euler: [t,y]=ode_euler (odefun, [ti tf],y0,nh)
@ Euler Modificado: [t,y]=ode_meuler (odefun, [ti tf],y0,nh)
@ Runge-Kutta de 4% ordem: [t, y]=ode45 (odefun, t, y0)
— BIBLIOGRAFIA: Exposicdo baseada essencialmente no
capitulo 9 de
@ Michael T. Heath. Scientific Computing an Introductory Survey.
McGraw-Hill, 2002, New York.
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