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Métodos Numéricos
Definicdo
Aproximagoes

Métodos Numéricos

@ O que é a computacéo cientifica (tradicionalmente analise
numeérica)?

e Concepcao e andlise de algoritmos para a resolucao
numeérica problemas matematicos oriundos da ciéncia e da
engenharia

e Lida com quantidades continuas

e Tem em conta as aproximagodes

@ Nos métodos numéricos concentramos a nossa atengao nos
principais métodos de calculo usados na computagéo cientifica
@ Para que serve a computacgéao cientifica?

e Simular fenébmenos naturais
e Conceber prototipos virtuais concebidos pela engenharia
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Métodos Numéricos
Definigao
Aproximagoes

Origem das aproximagdes

@ Antes da computacao
e Modelacao
e Medicdes empiricas
e Computagbes anteriores
@ Durante a computacao
e Truncatura ou discretizacao
e Arredondamentos
@ A exactidao dos resultados finais reflecte todas as aproximacdes
@ A incerteza dos dados introduzidos (input) pode ser amplificada
pelo problema
@ Perturbacbes durante a computacao podem ser amplificadas
pelo algoritmo
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Métodos Numéricos
Definigao
Aproximagoes

Exemplo 1: aproximagoes

@ Calcular a superficie terrestre através da formula utilizando a
formula A = 47r? envolve vérias aproximagbes
e A Terra € modelada como uma esfera, idealizando a sua
forma ideal

@ O valor do raio é baseado em medidas empiricas e em
computacgdes anteriores
O valor de 7 requer a truncatura de processos infinitos
O valor dos inputs assim como das operagdes aritméticas
sao arredondadas no computador
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Andlise dos Erros Tipos de Erros

Erro Absoluto e Erro Relativo

Erro absoluto = valor aproximado - valor exacto
H __ erro_absoluto
Erro relativo = £ 25200
Ou, valor aproximado = valor exacto x (1+ erro rel.)
Valor exacto, normalmente desconhecido, pelo que é estimado
ou limitado através de um erro maximo
Erro relativo é geralmente calculado com base no valor

aproximado em vez do valor exacto (desconhecido)
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Andlise dos Erros Tipos de Erros

Erros de dados e erros de computagéo

@ Problema tipico: calcular o valor da funcao f : R— Rpara um
dado argumento

e x valor exacto do argumento

e f(x) valor pretendido

e X valor aproximado do input

e f valor aproximado da fungéo a calcular

@ Erro total = (%) — f(x)
= (F(%) = (%)) + (f(%) — f(x))

= erro computacional + erro propagado
@ O algoritmo nao tem efeito no erro propagado
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Andlise dos Erros Tipos de Erros

Erro de truncatura e erro de arredondamento

@ Erro de truncatura: diferenca entre o resultado exacto (para o
input actual) e o resultado produzido pelo algoritmo usando uma
aritmética exacta

— Devido a aproximagodes tais como a truncatura de séries
infinitas ou fins de processos iterativos antes de se verificar
a convergéncia

@ Erro de arredondamento: diferenga entre o resultado produzido
pelo algoritmo usando aritmética infinita e o resultado produzido
pelo mesmo algoritmo usando uma aritmética de precisao
limitada

— Devido a representagao inexacta de niUmeros reais e as
operacdes inexactas sobre esses nimeros

@ Os erros computacionais sdo a soma dos erros de truncatura e
dos erros de arredondamento, normalmente, um destes é
dominante
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Andlise dos Erros Tipos de Erros

Erro anterior (backward error) e erro posterior (forward error)

@ Supondo que queremos calcular y = f(x), com f : R— IR, mas
obtemos o valor aproximado j
@ Erro posterior Ay =y —y

e Erro anterior Ax = X — x, com f(X) =y

o y=f(x)

|

forward error

backward error

|

T e
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Andlise dos Erros Tipos de Erros

Exemplo 2: erro anterior e erro posterior

@ Como aproximagdo a v'2, y = 1.4 tem como erro absoluto
posterior

|Ay| =1y —y| =[1.4—1.41421] ~ 0.0142

que corresponde a um erro relativo posterior de cerca de 1%
@ Uma vez que v1.96 = 1.4, o erro absoluto anterior é

|AX| = |% — x| = [1.96 — 2| ~ 0.04

que corresponde a um erro relativo anterior de cerca de 2%
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Andlise dos Erros Tipos de Erros

Analise do erro anterior

@ |deia: solugao aproximada é a solugao exacta do problema
modificado

@ De quanto deve ser modificado o problema original para originar
o resultado obtido?

@ Quanto é que o os erros nos inputs podem explicar todos os
erros nos resultados calculados?

@ A solugéo aproximada é boa se for a solugéao exacta de um
problema préximo do original

@ O erro anterior é por vezes mais facil de estimar do que o erro a
posterior
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Andlise dos Erros Tipos de Erros

Exemplo 3: analise do erro anterior

@ Vamos aproximar a fungéo cosseno f(x) = cos(x) através da
série de Taylor truncada a partir dos 3 primeiros termos

y=tx)=1-x%/2
@ O erro posterior € dado por
Ay=y—y=Ff—Ff=1-x%/2—cos(x)

@ Para determinar o erro anterior, necessitamos do valor X tal que
f(x) = f(x)

@ Para a fungéo cosseno, X = arccos(f(x)) = arccos(y)
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Numero de Condicao
Sensibilidade e Condicionamento Estabilidade e Exactidao

Sensibilidade e Condicionamento

@ Um problema é insensivel ou bem condicionado se mudangas
relativas no input provocam mudangas relativas semelhantes na
solucao

@ Um problema é sensivel ou mal condicionado se mudancgas
relativas no input provocam muito maiores mudangas relativas
na solucéo

@ Numero de condigcao

[Mud. relativa na sol.|

Cond = - :
|[Mud. relativa nos inputs|

_ ) — ()1 /f() | Ay/y
(&= x) /x| Ax/X
@ O problema é sensivel ou mal condicionado se Cond > 1
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Numero de Condigao
Sensibilidade e Condicionamento Estabilidade e Exactidao

Numero de Condicéo

@ O numero de condicao é um factor de ampliacao do erro
anterior em relacao ao erro posterior

|Erro relativo posterior| = cond x |Erro relativo anterior|

@ Normalmente o numero de condi¢do ndo é exactamente
conhecido e pode variar com o input, pelo que se usa uma
aproximagao ou um limite maximo para o valor de Cond

|Erro relativo posterior| < cond X |Erro relativo anterior|
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Numero de Condigao
Sensibilidade e Condicionamento Estabilidade e Exactidao

Exemplo 4: Numero de Condigdo de uma funcéo

@ Calcular uma fungéo para o input aproximado X = x + Ax em
vez de x

@ Erro absoluto posterior: f(x + Ax) — f(x) = f'(x)Ax
f(x+Ax)—f(x) . f'(x)Ax

f(x) ~ Tf(x)
X)Ax/f(x)
AX/x

@ Erro relativo posterior:
xf'(x)
f(x)
@ Erro relativo no valor da fungédo pode ser muito menor ou muito

maior do que o erro no input, dependendo de x e de f

@ Numero de condigdo: cond ~ ‘f(

Carlos Balsa Métodos Numéricos



Numero de Condigao
Sensibilidade e Condicionamento Estabilidade e Exactidao

Exemplo 5: sensibilidade

@ A funcéo tangente é sensivel para argumentos préximos de /2
e tan(1.57079) ~ 1.58058 x 10°
e tan(1.57078) ~ 6.12490 x 10*
@ Mudanga relativa no output € um quarto de milhao maior do que
a mudanga relativa no input
e Para x = 1.57079, cond ~ 2.48275 x 10°
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Numero de Condicao
Sensibilidade e Condicionamento Estabilidade e Exactiddo

Estabilidade e Exactidao

@ Um algoritmo é estavel se o resultado produzido for
relativamente insensivel a perturbagbes durante a computagéao

@ Estabilidade de um algoritmo é analoga ao condicionamento do
problema original

@ Exactidao: proximidade da solucédo calculada da solug¢éo exacta
do problema

@ Exactidao depende do condicionamento do problema assim
como da estabilidade do algoritmo

@ A inexactiddo pode resultar de aplicar algoritmos estaveis a
problemas mal condicionados ou algoritmos instaveis a
problemas bem condicionados
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Notagao de Virgula Flutuante

Aritmética Computacional

Notacdo de Virgula Flutuante

@ Nos computadores 0s numeros sao representados por um
sistema de numeros de virgula (ou ponto) flutuante da forma

X = +f, « bF
em que
fy: mantissa (fraccao)
b: base
E: expoente

@ Maior parte dos computadores modernos sdo concebidos de
acordo o sistema de ponto flutuante do IEEE, em que a base é
binaria (b = 2)

@ Os computadores convertem os inputs, na base decimal
(b = 10), para a base binaria antes de efectuar as operacoes
pedidas, posteriormente convertem também os resultados para
a base decimal antes de serem apresentados
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Notagao de Virgula Flutuante

Aritmética Computacional

Notacao Cientifica e Notagcdo Normalizada

@ A forma padrdo de representar um numero em computador é
através da notacao cientifica

X = +f, x10F

em que 1 < f, < 10 (todos os digitos de f, sao significativos)

@ Na notacdao cientifica normalizada tem-se 0.1 < f, < 1
Em andlise de erros esta notagéo é util pois verifica a
relacdo —m = E — t, em que m é o0 numero de posicoes
décimas, t € o nimero de digitos significativos e E é 0
expoente na base 10 quando x esta representado nesta
notacao

@ Por exemplo x = 0.0003450
x = 3.450 « 10~* ou x = 3.450E — 4: notacao cientifica
x =0.3450 « 1073 ou x = 0.3450E — 3: not. normalizada
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Notagao de Virgula Flutuante

Aritmética Computacional

Precisdo Maquina

@ A exactidao do sistema de ponto flutuante é caracterizado pela
unidade de arredondamento (ou precisao maquina),
representada por €mnaq

@ Corresponde ao numero de digitos de precisdo com que um
namero real é representado no sistema de ponto flutuante

@ E o erro relativo maximo que se comete ao representar um
namero real no sistema de ponto flutuante

@ No sistema IEEE de preciséo simples emaq ~ 107 e no sistema
|IEEE de precisdo dupla epaq ~ 1071
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Notagao de Virgula Flutuante

Aritmética Computacional

Underflow e Overflow

@ O valor minimo (em valor absoluto) que é possivel representar
no sistema de ponto flutuante é designado por underflow

@ O valor maximo (em valor absoluto) que é possivel representar
no sistema de ponto flutuante é designado por overflow

@ No decorrer da execug¢é@o de um algoritmo se o overflow ocorre
verifica-se um erro fatal responsavel pelo fim precipitado da
execucao

@ N&o confundir underflow com ep,q, embora ambos sejam
pequenos, a precisdo maquina depende do nimero de digitos
na mantissa (fy) enquanto que o underflow é determinado pelo
numero de digitos no campo do expoente (E)

@ Num sistema de ponto flutuante temos

0 < underflow < €maq < overflow
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Notagao de Virgula Flutuante

Aritmética Computacional

Exercicio

| Considere x = 0.005471.
Quantas posi¢des decimais tem x?
Quantos digitos significativos tem x?
Arredonde x a trés posi¢des decimais e determine o erro
absoluto cometido.
Arredonde x a trés digitos significativos e determine o
relativo cometido.
© Escreva x em notagéo cientifica e em notagéo cientifica
normalizada.
[l Considere o nimero correctamente arredondo (obtido por
arredondamento simétrico) a2 = 0.067.
@ Que nimeros com 4 posigdes decimais poderiam ter
originado &?
@ Estime um majorante para o erro absoluto?
@ Estime um majorante para o erro relativo?
© Escreva 4 em notagao cientifica normalizada.

© 000
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