Métodos Numéricos C. Balsa e A. Santos

CAPITULO Il - SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1. INTRODUCAO

Um Sistema de Equagdes Lineares (que, abreviadamente, designaremos por Sistema) é todo o conjunto
de equacdes lineares simultaneas da forma

By X F A X o B X B X, = by
Ay X + A X, t By Xty X =D,
------------------------------------------------------------------ n a X _ b ; i:1,2"”,n
A X+ A, X, e+ X L+ X, = b < JZ:;‘” ! '
Ay X + A X o+ Ay X+ + A, X, = by
X + 4y + z + 3% = 23
2X + 3y + z + 2t = 17
Ex.: y
5 + 7y + 3z + 9t = 52
2Xx + 8y + 6z + 3* = 44
As constantes (reais ou complexas) a; :i=12,..m; j=12..n sdo os "coeficientes" do

Sistema; b :i=12,..m sd0 0s "termos independentes” do Sistema. As "incégnitas" do Sistema
encontram-se representadas pelos simbolos x; : j=1,2,...n.

Notar que o numero m de equacGes ndo €, em geral, coincidente com o nimero n de incognitas.
Por uma questdo de simplicidade, adoptaremos neste curso a resolucdo de sistemas com solucdo unica
(possiveis e determinados) e com igual nimero de equagdes e incognitas.

Chama-se "solucdo™ de um Sistema a todo o conjunto de valores das incognitas que verificam
de forma idéntica e simultanea todas as equacdes do Sistema.

Como exercicio, verifiqgue que a solucdo do Sistema dado como exemplo nesta pagina é
S={314,2}.
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a. Forma matricial de um sistema de equacGes lineares

Um Sistema pode ser escrito sob a forma de uma igualdade matricial

8, a, .. &, X by

em que A, €a matriz dos coeficientes do sistema, x,, € a matriz-coluna das incdgnitas e b, € a matriz-

coluna dos termos independentes.

Com o objectivo de simplificar o calculo numérico envolvido na resolugdo de um Sistema, este pode ser
representado por uma Unica matriz de ordem (m,n+1) - a matriz completa (ou ampliada) do Sistema : [A|b] -

obtida por acréscimo da matriz-coluna dos termos independentes a matriz dos coeficientes do Sistema:

a; A, .. &, b a; A, .. &, b

ay Ay a, bz ou, ainda, Ay Ay .. Ay, bz

aml am2 amn bm aml am2 amn bm
b. Sistemas equivalentes

Dois Sistemas dizem-se equivalentes se tiverem exactamente as mesmas solucdes.

A partir de um Sistema S, é possivel a obtencéo de um Sistema equivalente S, se, sobre o sistema S, for

realizada qualquer uma das seguintes operacdes — ditas operacfes elementares por linhas: (ou por combinagéo

de quaisquer delas).

Notar que estas operacOes elementares corresponderdo a operagdes sobre as linhas da matriz completa do

sistema:

1) Se S, é obtido a partir de S, por alteragdo da ordem de duas (ou mais) das suas equagdes — troca

ordenada de duas linhas da matriz completa do sistema:

E. < E, ; i,j=L2,.m,i=#]j
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2) Se S, é obtido a partir de S, por multiplicagdo de qualquer das equagdes de S, por uma constante ndo

nula — multiplicagdo, por uma constante diferente de zero, de uma linha da matriz completa do sistema:
E, « kE ; k=0;i=12,..,m

3) Se S, é obtido a partir de S, por adicdo de um mdaltiplo de uma equacéo a outra equagdo qualquer —

adicdo, a uma linha da matriz completa do sistema, de um multiplo qualquer de outra linha dessa matriz:

E <« Ei+kEj ; keR,i,j=12,..m ,i#]j

C. Resolucdo de um sistema

. . . T
Resolver um Sistema AX=Db consiste em determinar um vector coluna x:[xl,xz,---,xn] que

transformam todas as equagdes do sistema em identidades. Contudo na pratica, devido ao facto de trabalharmos
com aritmética discreta (os nimeros sdo arredondados com uma certa precisdo) a solucdo obtida é uma
aproximacéo da exacta. Pelo que teremos de verificar sempre a validade da aproximacdo. Uma forma de o fazer
consiste em calcular o residuo do sistema. Se X for uma solugdo aproximada do sistema Ax =b entdo o vector
residuo, definido por r =b— AX, devera aproximar-se do vector nulo, isto é, r ~ 0. Veremos mais a frente que
a medicdo deste erro pode ser melhor efectuada com recurso as normas.

Existem dois grandes grupos de métodos de resolucdo de sistemas: os métodos directos e os métodos
iterativos.

d. Conceito de norma.

Antes de entrarmos na de sistemas de equagGes lineares resolucdo propriamente dita, relembramos aqui
algumas nocdes de algebra linear sobre o conceito de norma. Em termos pouco rigorosos, uma norma vectorial
representa o seu comprimento.

Formalmente, uma norma vectorial é uma aplicacdo

Ix|: R" >R
tal que:
1) [x|z0 VxeR"
2) [x|=0 < x=0
3) ||ax|| =|a|||X|| VaeR,VxeR"
oyl vxyere
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As normas vectoriais mais importantes séo:

n

e Normal: x|, =>|x|

i=1

 Norma2: ||, = Zn:|xi|2 =Vx"Xx
i=1

 Normap: x| = p/Zn:|xi|p
i=1

e Norma infinita: [].. = max

1<i<n Xi |

Exemplo:

Considere o seguinte vector x=[-1 2 -5 3]T. Neste caso temos
[l ==2+[2]+|-5[+[3 =12

|, = V1* + 22 + 57 + 3 = 6.244998
[ = max{[-1f+[2]+|-5|+[3}} =5

2. METODOS DIRECTOS

Os métodos directos derivam da aplicagdo dos métodos algébricos. Em precisdo infinita os métodos
directos conduziriam a solucdo exacta do sistema. Em precisdo finita (aritmética de virgula flutuante) conduzem
a excelentes aproximacgdes da solucdo. Sdo normalmente mais robustos do que os métodos iterativos. Os
métodos directos baseiam-se no método de eliminacdo de Gauss. As suas variantes dependem das caracteristicas
dos sistema a resolver.

a. Método da inversa da matriz dos coeficientes

Se o sistema Ax=Db tiver uma matriz dos coeficientes ndo-singular (admite inversa pois |A|=0) a

solucdo da equacdo matricial (solucdo do sistema) Ax=b é dada por x= A™"b. Pois

Ax=b < A (AX)=A" < (A'A)x=A"b

= Ix=A"D = x=A"D
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Exemplo

Considere o seguinte Sistema:

X + 4y + z + 3t = 23
2x + 3y + z + 2t = 17
bx + 7y + 3z + 9 = 52
2Xx + 8y + 6z + 3t = 44
a) Escreva-o na forma matricial Ax=b.
b) Resolva-0, usando a matriz A™, inversa da matriz A.
Resolugéo:
3413 X 23
2 312 17
AX = b = X y =
57 39 z 52
2 8 6 3 t 44
A matriz A é ndo-singular pois |A=1; logo é invertivel.
Ax=b & x=A"b
X -48 75 1 -5 23 3
y 39 60 -1 4 17 1
= = X =
z -41 63 1 -4 52 4
t 10 -16 0 1 44 2

O conceito de matriz inversa é muito importante do ponto de vista da teoria de matrizes e pode até ser
utilizado para a resolugdo de sistemas lineares de pequenas dimensdes; contudo, quando se trata de sistemas de
grandes dimensdes provenientes de problemas industriais o célculo da inversa é inviavel ou ineficiente pois
requer demasiada memdria para armazenar a matriz assim como um elevado nimero de operagdes necessarias
para obter essa matriz.

b. Método de Gauss

Dado um sistema AXx =b, o método de Gauss decompde-se em duas fases. O objectivo da primeira fase
é, através das operacOes elementares por linhas, anteriormente definidas, transformar a matriz dos coeficientes
A numa matriz triangular superior U de forma a que o sistema correspondente (Ux =cC) seja facilmente
resolvido por substituicdo na segunda fase. Por motivos de simplicidade operacional, todas as operagdes serdo
realizadas sobre a matriz completa do sistema, de acordo com as seguintes etapas:
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1) Escrever a matriz completa do sistema.
a, a, .. a, b
[A:b] _ 8y Ay - By, b
aml am2 amn bm
2) Escolher o “elemento pivot” da linha 1 - sera o elemento a, - e definir os factores multiplicadores da
linha 1 em relag&o as restantes linhas:
a
m, =—* ; 2<k<n

1

E notdrio que, em consequéncia desta operagio, o elemento pivot ndo pode valer zero: a,, #0.

Eliminar a incognita x, nas equagdes de ordem k >1:

L <« L -m,L ; 2<k<n
3) Escolher o “elemento pivot” da linha 2 - serd o elemento a,,: a, #0 - e definir os factores
multiplicadores da linha 2 em relagéo as restantes linhas de ordem superior:
m, = S ; 3<k<n
a22

Eliminar a incognita x, nas equagdes de ordem k >2:

L <« L -m,L, ; 3<k<n

De um modo mais geral, a primeira fase do método de Gauss (condensacao de [Afb]) resume-se as

seguintes trés etapas:

a) Escolher como “elemento pivot” da incognita x, que é o elemento ndo nulo a; para
1<i<n-1 e definir os factores multiplicadores da linha i em relagdo as restantes linhas de
ordem k superiora i:

m, =—; i+1<k<n
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b) Eliminar a incognita x, nas equacdes de ordem k de acordo com a operagédo elementar:

L <« L -mL; i+1<k<n

¢) Modificar os coeficientes das incognitas X; com j #1 nalinha k de acordo com:

a

;=a,—Ma, COM k+isj<n

ij
Esta operacdo ¢ estendida a coluna n+1 de maneira a actualizar o termo independente.
bj = bj -myb,

Como vimos anteriormente este método pode falhar se um dos pivots a; for nulo ou proximo de nulo.
Pois nesse caso a divisdo por um nimero muito pequeno originaria um multiplicador m,, de elevada magnitude

que originaria a instabilidade do método. Por esta razdo o método de Gauss é mais estavel se a magnitude dos
factores multiplicadores for inferior a unidade (|m|<1).

A estabilidade é conseguida escolhendo para pivot o elemento com o maior valor absoluto de entre os
possiveis (elementos da coluna i abaixo da diagonal principal). Este processo € designado por método de
Gauss com pivotagem parcial — “pivotagem”: escolha do elemento pivot; “parcial”: por ser feita apenas entre
alguns dos possiveis elementos da coluna a que pertence o pivot.

No fim da primeira fase, a matriz aumentada do sistema, que era inicialmente dada por

a;, & 3 a; a1 A, b, |
aZl aZZ aZi aZj aZ n-1 a2n bZ
[A b] = all ai2 all aij al n-1 aln bl 1
an -11 an -1,2 an -1 an -1,j a'n -1,n-1 an -1,n bn -1
L an]. an2 T ani T anj T an,n—l ann : bnn J

é representada pela matriz [U EC]. Esta matriz representa um sistema equivalente ao primeiro (admite a mesma

solucdo) e tem a seguinte estrutura
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u].l ulZ 1i ulj 1,n-1 1n Cl

O uZZ u2| u2j u2,n—l uZn C2

O O uii uij ul n-1 uln CI

0 0 0 0 un—l,n—l un—l,n D Chy
_0 o --- 0 .- 0 0 Uy, Cnn_

Depois da primeira fase concluida procede-se a segunda fase do método de Gauss designada por
substituicéo regressiva ou inversa. Esta consiste em determinar os valores das incognitas X, resolvendo o

sistema UX = C por substituicéo regressiva, isto €, comega-se a resolver da incognita de maior ordem X, para a

incognita de menor ordem X, . Este processo resume-se as seguintes operacoes

Xl_Cl (Up X, Fd Uy X+t Uy X))
Uy,
X G (Ui Xy ot U X e U X))
=
&
Cn—l B Cn—l,n X
Xn—l =
Cn—l,n—l
C
_“n
X, =
nn

c
X, = ——,
unn
seguindo-se as restantes varidveis atraves da formula
n
c - Z U X,
x = —2  para i =n-1,---,2,1.

u

Capitulo 2 — Sistemas de equacdes lineares 23



Métodos Numéricos

C. Balsa e A. Santos

Exemplo

a)

b)

33X + 4y +
2Xx + 3y +
5 + 7y +
2x + 8y +

z + 3t =
z + 2t =
3z + 9 =
6z + 3t =

23
17
52
44

Resolva-o pelo método de Gauss, de forma estavel (com pivotagem parcial)

vamos transformar a matriz [Afb] numa matriz triangular superior:

N O N W

0 N w b

D W -

o O o O

o O O O o O o O

o O o O

w O© N W

23 L &
17
52
44
7 3 9
0,2 -0,2 -16
-0,2 -0,8 -2,4
52 48 -0,6
7 3 9
52 4,8 -0,6
-0,2 -0,8 -2,4
02 -0,2 -16
7 3
5,2 4,8
0 -0,615384615
0 -0,384615385
7 3
5,2 4,8
0 -0,615384615
0 0

52 ]
-3,8
-8,2
23,2

52 ]
23,2
-8,2
-3,8]

9
0,6
—2,423076923
-1,576923077

9
0,6
—2,423076923
-0,0625

N W N O

Escreva na forma matricial Ax=b 0 seguinte Sistema:

739 5
31217 my= 04
4133 23 my= 06
8 6 3 : 44| m, = 04
L4

~0,038461538
0,038461538

52
23,2
~7,307692308
~4,692307692| m,, = 0,625

52
23,2
—7,307692308
0,125

. Na primeira fase
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Finda a primeira fase, procedemos a resolucdo do sistema por substitui¢do regressiva ou inversa:

(52-7(1)-3(4)-9(2))/5=3

X

X = 3

y=(23,2—4,8(4)—(—0,6)(2))/5,2=1 y = 1

zZ= (—7,307692308— (-2, 423076923)(2))/(—0,615384615) =4 < ; = 4

(= -0,125 _ t = 2
-0,0625

c. Meétodo da factorizacdo LU.

O método da factorizacdo LU é uma variante do método de Gauss. Consiste em decompor a matriz dos
coeficiente no produto de duas matrizes triangulares:
A=LU,
sendo a matriz L uma matriz triangular inferior (L, de “Lower”) e U uma matriz triangular superior (U de

“upper”).
A resolucdo do sistema Ax =b equivale a resolugdo de (LU)X=b oude Ly=b sendo y=UX . O sistema

pode assim ser resolvido em duas etapas:

1) Ly=b
2)Ux=y

Uma vez que as matrizes dos coeficientes destes dois sistemas (L e U ) sdo triangulares, a sua resolugéo é

facilmente efectuada por substituicdo (directa no primeiro e inversa no segundo sistema).
O maior esforco de calculo deste método consiste na factorizacdo de A que é feita através do processo de
eliminacdo de Gauss. Supondo que A é uma matriz do tipo nxn, vamos agora procurar as formulas gerais que

nos permitem obter as matrizes L e U .

Em primeiro lugar relembramos da disciplina de Algebra Linear que as operacdes elementares (também
utilizadas no método de Gauss) podem ser representadas através do produto por uma matriz elementar.

Exemplo:

Se A for uma matriz do tipo 4x4

OO RN
~N~Nwk
O Oowr
[Nl N ]
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a operagdo elementar L, = L, —2L, corresponde a multiplicar A pela matriz E

2110 2110 1 0 0 0fl2 110

4 3 3 1| -2, O 1 1 1| |-2 1 0 0|4 3 3 1

8 7 9 5 8 7 95|70 0 1 0//8 7 95

6 7 9 8 6 7 9 8 0 0 0 1 | 6 7 9 8 |
E A

Da mesma forma a eliminagdo dos termos abaixo da diagonal na primeira coluna da matriz A pode ser obtida
multiplicando por E;

1 000]2110] 2110
Ea_l-2 1 00[4331/_|0111
"=l 4 0 1 08 7 9 5/7|0 355

300 1)6 7 9 8 [0 46 8

Através deste exemplo podemos constatar que a reducdo da matriz A, do tipo 4x4, a uma matriz triangular
superior U pode ser obtida através do produto de trés matrizes elementares: E;E,E/A=U .
No caso geral em que a matriz A é do tipo nxn, a redugdo a uma matriz triangular superior através de
operacOes elementares sera efectuada através do produto de n—1 matrizes
E..E.,-E,EA=U.

Como todas a matrizes elementares admitem inversa, a equacao anterior pode ser escrita como

A=E'E,"---ELE U,
As matrizes elementares E, séo todas elas triangulares inferiores com a seguinte estrutura

1 -
1
Eo= _ml_<+l,k 1 ’
- _n‘.]m'k 1_

Sendo

aj )

m, =— (k<j<n)
a'kk

o multiplicador utilizado para anular a; (subtraimos m, vezes a linha k alinha j). Ainversa da matriz E, é

simplesmente dada por
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Pois como se pode verificar E,'E, = E,E,* =1,, sendo |, amatriz identidade do tipo nxn. Atengfo que esta

forma de obter a matriz inversa so € possivel devido & estrutura particular de E, . Em geral, a matriz inversa ndo

pode ser obtida de forma tdo simples como é o caso aqui, mas sim através dos métodos gerais estudados em
Algebra Linear, como por exemplo 0 método da matriz adjunta.

Para além da facilidade com que é possivel obter as matrizes Ek’l, outro aspecto importante consiste na

facilidade de calcular o produto E,'E, ;. Efectivamente o produto destas matrizes é dado por

1

1
E B = Mgy 1
mkfrZ,k mk+_2,k+l 1
L mm,k mm,k+l 1_
Assim o produto E;'E;"---E " ¢ dado por
1
m, 1
1p=-1 -1
L=E"E, -—E,= My My 1

mnl mn2 mn,n—l 1

Os resultados anteriores mostram que as matrizes L e U, correspondentes a factorizacdo de A, podem ser

obtidas através do processo de eliminacdo Gaussiana. A matriz U corresponde a matriz A depois de
condensada a uma matriz triangular superior. A matriz L corresponde a matriz dos multiplicadores m;,

utilizados para condensar a matriz A, colocados na respectiva posicéo ij .
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Exemplo:

Continuando com o exemplo anterior, a condensacdo completa da matriz A leva a seguinte factorizacéo

(verifique!):
2110 1 0 0 0|2 110
4 3 31| (2 1000111
8 7 9 5| (4 3 10|00 2 2|
6 7 9 8 3 411 ‘0 0 0 2
A L U
Supondo agora que queriamos resolver o sistema
2 1 1 0}||x 3
4 3 3 1||%|_|7
8 7 9 5% | |17
6 7 9 8]x, 15
Em primeiro lugar procedemos a resolucéo do sistema Ly =b:
Y1 = 3
2y, + Y, = 7
4y, + 3y, + Y, = 17
3y, + 4y, + vy, + vy, = 15
cuja solucdo Yy é facilmente obtida por substitui¢do directa
3
1
y= 21
0
Em segundo lugar resolvemos o sistema UXx =y :
2X, + X, + X = 3
X, + X + X, =1
2X; + 2%, = 2
2x, = 0

cuja solucéo corresponde igualmente a solucéo do sistema original e € facilmente calculada através de
substituicdo regressiva (ou inversa)

x=[1,0,1,0] .

A factorizacdo LU , tal como aqui foi apresentada, s6 é garantida para as matrizes Definidas Positivas (ver
bibliografia). Para as restantes matrizes essa factorizacdo podera ndo existir, pelo que é necessario introduzir a

Capitulo 2 — Sistemas de equacdes lineares 28



Métodos Numéricos C. Balsa e A. Santos

pivotagem parcial. A factorizacdo resultante é dada por PA=LU, em que a matriz P é a matriz das
permutacgdes (correspondentes as trocas de linhas efectuadas sobre A quando da sua condensagdo). Desta forma
a resolucéo do sistema Ax = b, equivalente ao sistema PAX = Pb, efectua-se em duas etapas:

12 Etapa: Resolve-se por substituicéo directa

Ly =Pb
2% Etapa: Resolve-se por substituicdo inversa
Ux=y

Exemplo:

Vamos resolver o mesmo sistema utilizado no exemplo anterior mas agora através do método da
factorizacdo LU com pivotagem parcial. Vamos comecga por factoriza a matriz dos coeficientes na forma
PA=LU . Como

DO RN
~N~NWwhk
OCOwr
oI, O

Comegamos por permutar a linha 1 com a linha 3 (L, <> L;) . Este operagdo pode ser obtida através de

0 010][2110] (8795
oA 010 0.4 331 (4331
/1 00 0/[|87 95| |2110

0 00 1/|6 7 9 8| |6 7 9 8

Agora na matriz resultante vamos anular as entradas da primeira coluna que estdo abaixo da diagonal principal
através das operacoes

L, « L,-12L

L« L -Y/4L,

L, « L, —3/4L,

Na forma matricial estas operacGes correspondem a

100 0][8 7 9 5
8 795|149 0llp .t 38 _3
oa |4 33 1|2 22
Y2 11 o"% 01 0[]0 —% —% —%'
6 79 8] |3 79 17
=00 1/j0 - = =—
L4 I 4 4 4
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Agora a linha 2 permuta com a linha 4. A operacédo L, <> L, corresponde a multiplicacéo a esquerda

por P,:
1 0 0 0][8 7 9 5
1000|8795 (34100lloc 7 9 ¥
F>F)A_00014331_4 4 4 4
“_00102110_%010'0—%—%—%'
0 1 0 0|6 7 9 8 1 1 3 3
— 00 1|0 = —— ——
L2 JL 2 2 2
Continuando com o processo de eliminacdo na segunda coluna obtemos, fazendo
%
wen{ )
—3
L4<—L4—(—AJL2
A
obtemos
1 0 0 0]|[8 7 9 5
8795 |3 4 gollof 2 ¥
6 79 8| |4 4 4 4
PPA= = . .
“2110%—%1000—5;
4 3 31 1 9 6 )
- — 0 1|0 0 —= —=
L2 7 1L 7 7
Agora permutamos a 3? linha com a 4% (L, <> L,) multiplicando por P, :
1 0 0 0|[8 7 9 5
1000]87 95 |3 1 gollo? & ¥
PPPA_01006798_4 4 4 4
“1_00012110‘%-%10'00—2-%'
0 01 0|4 3 31 1 3 5 4
-~ — 0 1{/0 0O = =
L4 7 JL 7 7 ]
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—2
A (ltima etapa da eliminac&o que consiste em fazer L, < L, —(—; L, éentdo:
/7
'L 0 0 0|[8 7 9 5]
87953 1 goflo L 2 Y
P,P,PA= ° 798 . v
TEUT4 0303 1_% -~ 1 0[]0 0 —g —%'
2110 1 3 1 5
- — - 1|10 0O 0 =
L4 7 3 JL 3
Obtemos assim a factorizacao
1 0 0 0|[8 7 9 5]
8795 |3 1 0ollol 2 ¥
PA=LU 6798 . L
= = = .
4 3 31 % —% 1 0{(0 O —g —%
2110
131 1/{0 0 O 2
L4 7 JL 3 ]
com
1000200000110 1]0010O0
0100/00O01/|0 100 (0O0O001
P=PP,P = - - - -
0001|001 0|2 00O0] [O1O0O
0 01 0/]/010O0|0O0O0T1 1 000

Procedemos agora a segunda fase da resolucdo do sistema Ax =b comecando por resolver por substituicdo
directa o sistema

1 0 00
3 1 goffn] o010
4

0 0 01

Ly=Pb=|1 2 Yo o,

> =2 1 0)lya| [0 1 0 0f]17
l_§11y4 100 0/|15
L4 7 3
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isto é
" =1y = 17
_yl + yz = 15 9
i‘r ) Y, = 2
=
— — J— + = 7 6
2Y1 7y2 Ys y, = ——
1 3 1 7
Zyl - 7y2 + §y3 + Yy, = 3 Yy, = 0
Seguindo-se a resolugdo por substituicdo inversa de UX =y
8x, + 7x, + 9% + b5x, = 17 x =1
Ty 4 2%+ My 2 2
47 4°° 47 4 X, =0
6 2 _ be :
A L B R
§X4 = 0 X, =0

Nos exemplos anteriores as operacdes foram feitas na forma algébrica de forma a melhor explicar o método da
factorizacdo LU, contudo na prética este procedimento é inviavel. As plataformas de calculo arredondam o

resultado de cada operacdo de acordo com as suas caracteristicas (no primeiro capitulo vimos que essa
caracteristica € designada por precisdo ou epsilon maquina (&, )-

3. METODOS ITERATIVOS

Os métodos iterativos quando convergentes conduzem a solucdes validas com erros de aproximacao

semelhantes aos obtidos com os métodos directos.

Existem dois tipos de métodos iterativos: os estacionarios e 0s ndo-estacionarios. Os primeiros sao 0s
mais antigos e sdo em geral pouco eficientes quando se trata de obter solu¢Bes muito precisas pois convergem
devagar. S0 exemplo de métodos estaciondrios o Método de Jacobi e o Método de Gauss-Seidel que
estudaremos neste capitulo.

Os métodos ndo estacionarios sdo recentes e muito eficientes na obtencdo de solucdes precisas. Séo
exemplos 0 métodos dos Gradientes Conjugados (CG) para sistemas simétricos e definidas positivas e 0 GMRES

para sistemas ndo simétricos. Neste texto abordaremos apenas o CG.
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Resumidamente, um método iterativo para determinacdo da solucdo X de um sistema de equacoes

lineares AX=b pode ser descrito do seguinte modo:

i)

Definir (de forma arbitraria ou ndo) uma aproximacao inicial x© 3 solucdo do sistema. E muitas

vezes utilizado o vector nulo como aproximacao inicial a solucdo (X(O) =0). Essa aproximacéo tera

associado o vector erro dado por e =x" —x, cuja norma 4, =[e[ =[x~ x| mede a qualidade
da aproximacéo x?.

Determinar uma nova aproximacdo x® que, para consecucéo dos objectivos do problema, deve ser
mais proxima da verdadeira solucdo do que a aproximacdo inicial. Devera ter associado um erro
inferior ao anterior, isto é, A, ¥ <A © sendo A ® :||x*—x“>||

Determinar uma nova aproximacio A ® que tera associado um erro

A =[x < AP,

Terminar o processo de calculo de aproximacdo a solucdo (iteracdo de ordem k) quando o erro
AW = ||x -~ x‘k)|| <tol , sendo tol a margem de erro previamente fixada.

Mas, sendo desconhecida a verdadeira solugdo X', o controlo do erro A, =[x | associado & uma

aproximacdo X ndo pode ser feito de forma directa. E comum utilizar a norma do vector residuo do sistema
|r[|=b— AX]| como medida da qualidade da aproximago a solugdo X. Em teoria |A,[|=0 sees6se |r||=0.

Contudo, na pratica estas quantidades ndo sdo necessariamente pequenas em simultdneo. Repare-se que

multiplicando a equacdo Ax =D por um escalar & a solugdo ndo é alterada, mas o residuo é multiplicado por

um factor « . Por esta razdo o residuo pode ser arbitrariamente grande ou pequeno dependendo da escala

problema. O residuo pode ser insignificante a menos que se tenha em conta a sua importancia relativamente aos
dados do problema. Por esta razdo usa-se muitas vezes o residuo relativo definido por |r|/|b| ou por

Ie]l7 (]| A %]]) - Contudo o residuo esta relacionado com o erro, pois observamos que

e=x -%=A'b-ATAR=A"(b— AR) = Ar.

Calculando as normas e as suas propriedades a estes vectores verificamos

el =A™ <A™ r]l

Para além do residuo, outra forma de medir indirectamente o erro consiste em calcular a norma de duas

aproximagdes consecutivas a solugéo |x* -x*| ou entao a diferenca relativa |x* —x*|/|x*| . Contudo, esta

grandeza pode ser pequena sem que 0 erro 0 seja. Em situacdes em que a convergéncia € lenta (o erro diminui

pouco de iteracdo para iteragdo) esta grandeza sera4 muito pequena apesar de x*) estar ainda distante de X" .
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Critérios de paragem:

Um processo iterativo serd executado indefinidamente se ndo existir uma instrugdo de paragem do

programa (de um modo semelhante a uma estrutura repetitiva mal definida, ocorrendo um ciclo infinito).

Um processo iterativo deve ser interrompido se:

i) For detectado algum indicio de divergéncia do processo: por exemplo, 0 erro cometido numa

certa iteracdo ser superior ao erro cometido na iteracdo anterior.

a desejada (A, <tol).

i)

Se j& foi conseguido o célculo de uma aproximagdo a solugdo, com uma margem de erro inferior

Deve 0 processo iterativo, ainda, ser interrompido se a sua convergéncia for demasiado lenta; tal
pode ser conseguido através da fixacdo de um nimero méaximo de iteracOes a realizar (k

max )

a. Meétodos iterativos estacionarios: método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel s&o
sistemas de equac0es lineares da forma

& & &y,
AX = b & G Ay &n
anl anz ann

Este sistema pode escrever-se também como

a11)(1 + alZXZ +

anlxl + anZXZ +

Isolando uma variavel diferente em cada um

et X, =
Ay Xy +aX, +-

métodos iterativos estacionarios para a resolugdo de

by

+a,, X, =h,

n

”+anan :bn

dos primeiros membros das equacBes deste sistema

obtemos
X = [b-(a+agxttax)]  / ay
X, = [bz _(a21X1+a23X3 Tt Ay X, )} / Ay
Xn = |:bn - (anlxl + anZXZ teeet an,n—lxn—l ):| / a‘nn
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Cada equagdo pode ser descrita em geral atravées de

X = |b=Yax | [ a : com i=12--,n
i1

j#i

Esta formula mostra-nos que X, pode ser calculada se estiverem disponiveis os valores das restantes
variaveis X; . Esta € a ideia que esta na base dos método de Jacobi e de Gauss-Seidel.

No método de Jacobi, X; € calculado utilizando os valores das restantes variaveis X i obtidos na iteracdo
anterior. Enquanto que no método de Gauss-Seidel X, €é calculado utilizando os valores mais actuais das
restantes variaveis X;. Se X; ja foi calculado na iteragdo actual (incognitas X; em que J <1) utiliza-se esse

valor, caso contrario (incognitas X; em que j>1) utiliza-se os valores obtidos na iteracdo anterior. As

férmulas de recorréncia para estes métodos séo:

Método de Jacobi Método de Gauss-Seidel
n i-1 n

x9 =|b->axY |la;, i1 x9 =|b->ax - > ax! Y l/a;,  icien
}j j=1 j=i+l

Exemplo:

Vamos escrever as formulas de recorréncia do sistema

anX, + apX, + 85Xy = bl
A X+ ApX, 8% = bz
X Tt apX, t+ AnX = b3

Método de Jacobi: Método de Gauss-Seidel:
X = (b-apd Y —and ™) 1 oay, X = (e —agd )/ oay
ng) = (bz - a21X1(k71) - azsxgkil)) / 3y ng) = (bz - a21X1(k) - azsxgkil)) / ay
Xék) = (bs - a31X1(k_1) - aazxgk_l)) / Ay ng) = (ba - aslxi(k) - aszxgk)) / Ay
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Vejamos agora, através de um exemplo simples, que tipo de problemas podem ainda acontecer.

Exemplo:

Determinar, com cinco decimais correctas, a solugdo do seguinte sistema de equacdes pelos dois
métodos iterativos apresentados. Vamos considere x'© =[1; 0.5] e vamos aproxima a norma do erro através de

(k) [y (k) (k-1)
]

X + 22y = 17 3 22 17
{7x - 2y = 6 < [7 -2 6}
Método de Jacobi Método de Gauss-Seidel
i | x"= % y" = %sz ? A< 0.5x10° X = w y" = %Xz(n ? A< 0.5x10°
0 1.00000 0.50000 1.00000 0.50000
1 -1.66667 4.00000 0.37x10* F -1.66667 -8.83333 0.98x10* F
2 -23.66667 -8.83333 0.22x10? F 70.44444 243.55556 0.25x10° F

Da evolugcdo, mesmo que inicial, dos dois processos da para perceber que nenhum dos processos de
calculo é fiavel: da primeira para a segunda iteragdo verifica-se um aumento do erro cometido, isto é, qualquer
dos processos é divergente.

Para assegurar a convergéncia destes dois métodos iterativos, deve ser garantida a seguinte condi¢do
suficiente de convergéncia:

Os métodos iterativos de Jacobi e de Gauss-Seidel sdo convergentes se a matriz dos coeficientes do
sistema for uma matriz diagonalmente dominante, isto é:

la;| = Zn:‘aij‘ , para i=12,---,n
2
e la;| > Zn:‘aij‘ , para algum i=12,---,n

=t
j#i
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As condi¢Bes expostas nem sempre sdo verificaveis; contudo, nos problemas reais é frequente a
existéncia dessas matrizes ou, entdo, de matrizes que, através de permutagdo de linhas, podem ser transformadas
em matrizes diagonalmente dominantes.

Vejamos o exemplo anterior: permutando a primeira equagdo com a segunda obtemos uma matriz dos
coeficientes diagonalmente dominante:

7Xx - 2y = 6 - 7 2 6
3X + 22y = 17 3 22 ¢ 17

Resulta daqui que 0s processos iterativos sdo convergentes:

Método de Jacobi Método de Gauss-Seidel
i | xV= w y =g ? A< 0.5x10° X" = L;H y =t 7 As 05x10°
0 1.00000 0.50000 1.00000 0.50000
1 2.85714 0.63636 0.14x10° F 1.00000 0.63636 0.14x10° F
2 1.03896 0.63636 0.39x10" F 1.03896 0.63105 0.39x10! F
3 1.03896 0.63105 0.53x107 F 1.03744 0.63126 0.15x10 F
4 1.03744 0.63105 0.15x107 F 1.03750 0.63125 0.59x10* F
5 1.03744 0.63126 0.21x10° F 1.03750 0.63125 0.23x10° \Y
6 1.03750 0.63126 0.59x10* F 1.03750 0.63125 0.90x107 \Y
7 1.03750 0.63125 0.81x10° F
8 1.03750 0.63125 0.23x10° \Y
9 1.03750 0.63125 0.31x10° \Y

Verificamos também que o método de Gauss-Seidel converge em menos iteragdes para a solu¢do do que
0 meétodo de Jacobi (devido ao facto de utilizar sempre os valores das aproximaces as variaveis mais
actualizados, que em principio estdo mais proximos da verdadeira solucao).

Forma matricial dos métodos iterativos estacionarios:

Efectuamos de seguida uma abordagem dos métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel. Vamos representa-los na

forma matricial de forma acompreender um pouco melhor o seu funcionamento.
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Seja, entdo, um sistema de n equaces lineares e incdgnitas, possivel e determinado:

a,
a
Ax=b < 2

anl

B e By || X
By e By [ X
an 2 "' ann Xn

Decomponha-se a matriz A (matriz dos coeficientes) numa soma de trés matrizes assim definidas:

A=D+L+U
em que:
a, O
0 a
D =diag (A) = 2
0 O
0 0O .. O
a 0O .. 0
L=| 2 ey =
a, a 0

0
0
€
ann
0 a'lZ aln
0 0 .. a,
0 0 0

duas matrizes estritamente triangular (inferior no caso de L e superior no caso de U).

Na resolucdo da equacdo A x = b, em que a matriz A é substituida pela soma das trés matrizes

acabadas de definir (A=D+L+U ); o modo como essas trés matrizes sdo associadas conduz a defini¢do de

processos iterativos correspondentes aos métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel.

Por intermédio de operacfes matriciais e aplicacdo de propriedades relacionadas com essas operacdes,

determinemos as formulas iterativas dos métodos de Jacobi e de Gauss-seidel:

Ax=D

(D+L+U)x=b

Método de
JACOBI
(D+(L+U))x=b
< Dx+(L+U)x=b
< Dx=—(L+U)x+b
< D'Dx=D"(-(L+U)x+B)

Método de
GAUSS-SEIDEL

( D+L +U)x:b

(
(D+L)x+Ux=b
(
(

D+L

~— ~— —

=
= x=-Ux+b
=

D+L

~—

71(D+L)x:(D+L)7l(—Ux+b)
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& Ix=D"(~(L+U)x)+D'B & Ix=(D+L)" (-Ux)+(D+L)"b
& x=-D'(L+U)x+D'B & x=—(D+L)"U+(D+L)"b
Considerando: Considerando:

T, :—Dfl(L—i—U) TGs:_(D'H‘)ilU

c,=D"b Ces =(D+L)"b
e que a variavel X do 1° membro da igualdade e que a variavel X do 1° membro da igualdade depende
depende do valor de X ja conhecido (presente no 2° do valor de X ja conhecido (presente no 2° membro da
membro da igualdade): igualdade):

k k-1 _
X® =1 x" Y yc, X =T x M 4 cgg

X =T x Y 1¢

Como se pode observar no quadro anterior, ambos os métodos tém uma formula de recorréncia matricial
semelhante que é dada por

X =T x4,

Este formula é comum a todos métodos iterativos estacionarios (tal como podera verificar na bibliografia
do capitulo, para alem destes dois métodos existem outros métodos iterativos estacionérios: SOR e SSOR por
exemplo). De método para método varia a forma como a matriz de iteracdo T e o vector ¢ sdo construidos. No
método de Jacobi T=T,=-D?*(L+U) e c=c, =D7h, no método de Gauss-Seidel T =Ty =—(D+L) U e
Ces =(D+L)"b.Estas formulas de recorréncia matricial sdo semelhantes as formulas de recorréncia apresentadas
na sec¢do anterior para cada uma das variaveis X; e como tal ndo sao necessarias para implementar estes dois

métodos. Contudo a formulas matriciais permitem compreender melhor o comportamento destes métodos.

A formula matricial de recorréncia dos métodos estacionarios é semelhante & formula do método do
ponto fixo usada para determinar raizes de fungdes (ver capitulo anterior). Como tal analise da convergéncia é
semelhante, embora estejamos agora na presenca de matrizes e ndo de grandezas escalares. No caso da versdo
matricial da iteracdo do ponto fixo, a convergéncia verifica-se quando o raio espectral da matriz de iteracdo é
inferior a 1, isto é

p(A) <1,
Sendo o raio espectral o maior dos valores préprios de A em valor absoluto

p(A) = max |Al.

Aec(A)
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Quanto mais 0 p(A) se aproximar de zero mais rapida sera a convergéncia. Pelo que o objectivo das

diferentes decomposicdes é de obter uma matriz de iteracdo com o raio espectral mais baixo possivel.

Na prética, esta forma de validar o método € pouco interessante pois implica um acréscimo consideravel
de trabalho computacional (muitas vezes superior ao de resolver o prdprio sistema!). A Unica forma de o fazer
consiste em verificar se a matriz A é diagonalmente dominante, tal como atrds mencionamos, caso nao o seja
nada se pode concluir sobre a sua convergéncia. No entanto, caso seja possivel reforcar o peso da diagonal
principal da matriz, deve-se permutar-se as equacgtes do sistema antes de comegar a iterar.

Exemplo:

Utilizando as formas matriciais dos métodos iterativos estudados, vamos calcular com uma aproximagao
a 5% decimal, a solucéo de

12 9|[x] [54
7 1 10x|=|20
15 1|[x]| |7

Resolucéo:

A matriz dos coeficientes do sistema ndo é uma matriz diagonal dominante, mas, através de operacGes
elementares (permutacdo de linhas), pode ser transformada numa matriz diagonal dominante:

1 2 9] [x] [54 7 1 10 [x] [20 711 20
7 1 1|x|x |=|20| < 1 5 1i{x|x|=|7]|; A=l1 5 1|,B=|7
15 1| [x 7 1 2 9| |x| |54 1209 54
700 ¥ 0 0 011
Método de Jacobi: D=0 5 0|,D"'=|0 ¥ O0|,L+U=|1 0 1};
0 09 0 0 % 1 20
0 -0.14286 —0.14286 2.85714
T,=-D*(L+U)=| -02 0 -01 |,c,=D'"b=| 14
-0.11111 -0.22222 0 6
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(k) () _ fly (k) _ g (kD) -5
k X AY =X =x"T| <05x10
0 2.85714 1.40000 6.00000
1 1.80000 -0.37143 5.37143 0.18x10* Falso
2 2.14286 -0.03429 5.88254 0.51x10° Falso
12 2.05173 i -0.17241 i 5.81035 0.95x10° Falso
13 2.05172 -0.17241 5.81034 0.33x10° Verdadeiro
700 0.14286 0 0
Método de Gauss-Seidel: D+L=|1 5 0|, (D+L)" =|-0.02857 0.2 o |,
129 ~0.00952 -0.04444 0.11111
011 0 -0.14286 -0.14286 2.85714
U=[0 0 1|;Te=—(D+L)"U=|0 002857 -0.17143|, c, =(D+L) b=|0.82857
000 0 000952 0.05397 5.49841
(k) () _ {[x(k) _ (kD) -5
k X A =[x =X ) <0.5x10
0 2.85714 0.82857 5.49841
1 1.95329 -0.09034 ! 5.80304 0.92x10° Falso
2 2.04104 -0.16882 5.81073 0.88x10" Falso
5 2.05172 -0.17241 5.81034 0.14x10* Falso
6 2.05172 -0.17241 5.81034 0.77x10° Verdadeiro

Analisando as propriedades espectrais das matrizes de iteragdo, verifica-se que p(T,)=0.305 e
p(Tss) =0.056, justificando a melhor taxa de convergéncia apresentada pelo método de Gauss-Seidel em

relacdo ao método de Jacobi (converge duas vezes mais rapidamente). De uma maneira geral, quanto mais o raio
espectral da matriz de iteracdo se aproximar de zero mais rapida sera a convergéncia.

b. Métodos iterativos ndo-estacionarios: Método do Gradiente Conjugado

Existe uma vasta gama de métodos iterativos ndo-estacionarios destinados a diferentes tipos de sistemas. A
maior parte destes métodos foram desenvolvidos nos ultimos cinguenta anos. Seu desenvolvimento efectuou-se
em paralelo com o desenvolvimento dos computadores e do seu poder de célculo. Do ponto de vista
computacional estes métodos iterativos sdo tradicionalmente considerados mais eficientes do que os métodos
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directos quando se trata de resolver sistemas de grande dimensdo. Sem entrar em detalhes, os métodos iterativos
sdo implementados com mais eficiéncia computacional.

O método do Gradiente Conjugado foi desenvolvido por Hesteness e Steifel em 1952 e esta na base de muitos
outros métodos desenvolvidos posteriormente. O CG destina-se a resolugdo de sistemas AX=b gm que A ¢
simétrica e definida positiva.

Em cada iteracdo k o CG calcula uma solucdo aproximada x* que é extraida de um conjunto
designado por subespaco de Krylov: {b, Ab, A, ---, A"‘lb} , de maneira a minimizar a norma- A do erro ||e||A.

Sendo o erro definido por e=x" —x" e |e|, =+ve'Ae.

Para resolver um sistema Ax=Db com n incégnitas, trabalhando em aritmética infinita (sem
arredondamentos) este método conduziria a solugdo exacta em exactamente N passos. Por essa razdo o CG foi
durante muito tempo considerado um método directo. Contudo verificou-se que para sistemas de grande
dimensdo e usando uma aritmética de ponto flutuante este convergia num numero de iteragdes muito inferior a
dimenséo n.

A convergéncia deste método depende muito do espectro da matriz dos coeficientes A. Quanto mais
proximo de 1 estiver o quociente A, / A, mais rapida sera a convergéncia.

n

Algoritmo — Gradiente Conjugado
L0 o [0y O (0)
for k=1,2,---
a, - (r“ D r«D) (p«D" Ap&Dy  cumprimento do passo

x® = &1 Lo, p(kfl)

solugdo aproximada
=y AP residuo
B - (r ) J(re ey
p(k) =r® B, p(k—l)

end

direccdo de procura

Trabalho pratico sobre o método do Gradiente Conjugado.

Este trabalho devera ser elaborado por grupos de dois ou trés alunos e devera ser entregue até ao dia 28 de Maio.

12 parte:

Efectue uma descricdo do método do Gradiente Conjugado (CG), referindo a origem histérica, o funcionamento,
algoritmo, propriedades, convergéncia, etc... Nao transcreva textos, resuma por palavras suas a informagao que
achar mais importante e que é capaz de compreender. Sempre que tiver duvidas sobre algum significado deve
referi-lo. Efectue uma lista da bibliografia consultada. Para esta parte ndo use mais de quatro paginas.
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2% parte:
Resolva um sistema de médias dimensdes através do CG implementado na plataforma Octave ou Matlab.

1. Gere uma matriz esparsa com dimensdes 500 x500 de acordo com o seguinte procedimento:
a. Coloque 1 sobre toda a diagonal principal.
b. Fora da diagonal coloque nimeros pertencentes ao intervalo [—1,1] gerados aleatoriamente.

c. Substitua as entradas a; fora da diagonal (i = j) por zeros se ‘aij‘ >7.

2. Gere aleatoriamente um vector b de dimensdo n.

3. Resolva o sistema Ax =b pelo método do CG para os casos em que 7 =0.01, 7=0.05, 7=0.1¢
7=0.2, considerando como critério de paragem o residuo relativo

]
2<10*

ol

sendo r* =b— Ax™® o vector residuo.
Analise a evolugdo dos residuos de cada um dos quatro sistemas ao longo das vinte primeiras
iteracBes do CG. Comente os resultados observados.

4. Elabore um relatério e organize os resultados de forma a visualizar e comparar facialmente os quatro
sistemas. Sintetize as suas principais observagdes sobre os resultados obtidos e tente relaciona-las
com as propriedades tedricas do CG descritas na primeira parte do trabalho. Esta parte do trabalho
ndo devera ter mais de quatro paginas.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

(Métodos directos)

1. Resolva o seguinte sistema de ordem 2 utilizando uma aritmética de 4 casas decimais.
a. Pelo método de Gauss

b. Pelo método de Gauss com pivotagem parcial.

0,0003x + 1,246y 1,249 . x = 10
0,4370x - 2,402y 1,968

2. Resolva o seguinte sistema de ordem 2 utilizando uma aritmética de de 4 casas decimais pelo método de
Gauss com pivotagem parcial apés ter efectudo o “scaling” das linhas do sistema (divida cada elemento
da linha pelo maior elemento ‘aij‘ pertencente a essa linha.

1,000x + 1000y 1001 . X
0,5x - 0,0001y 0,5001 y

3. Resolva os seguintes sistemas possiveis e determinados pelo método de Gauss com pivotagem parcial.

5x — = 13
a) y
X + y =11
3X 7y = 15
b) { B
4x + y =5
X - 6y = -1
C) y
4x + y = 2,25
X + 4y - z = -3
d) X + By + 9z = 16
3x + 4y + 7z = 49
2X -y + 1z =7
e) 5x — 2y + 2z = 16
X + y + z =1
2x -y + 3z = 8
f) 38X + 2y + 7z = -7
-2X + y + 2z = -3
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3X
2X
5x
2X

9)

>

h)

+ o+ + +

+ o+

4y
3y
7y
8y

2y

y
3y
9y

+ o+ + +

3z
6z

5z

10z
3z

+ o+ + +

3w
2w
9w
3w

8w
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17
52
44

44
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4, Resolva os seguintes Sistemas, por factoriza¢do LU :

g o

b) {SX

4x

d) X
13x

2X
e) 5x
3X

2X

3X
2X
5x
2X

9)

+ 5y =13
+ 14y = 11
+ 7y = 15
+ vy =5
- 6y = -1
+ y = 2,25
+ 4y - z
+ b5y + 9z
+ 4y + 7z
-y + z
- 2y + 2z
+ Yy + z
-y + 3z
+ 2y + Z
+ y + 2z
+ 4y + z
+ 3y + z
+ 7y + 3z
+ 8y + 6z

+ o+ + +

3w
2w
9w
3w

23
17
52
44

Capitulo 2 — Sistemas de equacdes lineares

46



Métodos Numéricos C. Balsa e A. Santos

X — 2y + 5z + 8w = 44
h) X + y - z + w = 14
X 4+ 3y + 10z - 3w = 36
X — 9y + 3z + w = 8
5. Considere a seguinte matriz:
2 1 10
|14 3 31
A=lg 7 9 5|
6 7 9 8

a) Efectue a factorizacdo LU da matriz A.
b) Resolvaosistema Ax=b,comb=[3 7 17 15]T.

c) Resolvaosistema Ax=b,comb=[2 3 5 O]T.

(Métodos iterativos)

6. Resolva, por métodos iterativos estacionarios, com aproximacao a quinta decimal, os seguintes sistemas
possiveis e determinados:

3x + 7y = 15 [0.01673
a) : X =

6x + y = 5 | 2.13569

4x + = 22 [4.8400
b) y : X =

x - 6y = -11 | 2.6400
0 13x + 11y = 22 _ o _| 606122

5x + 8y = -11 ' | -5.16326

X + 4y — z = 13 [2.96800
d) X + 5y + 9z = 16 : X =12.52000

3x + 4y + 7z = 49 | 0.04800

2x - y + 3z = 13 [-1.33333
e) 3x + 2y + z = 16 : X =| 6.33333

-2X 4+ 5y + 2z = 49 | 7.33333
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7. Resolva, de uma forma critica, pelos métodos iterativos estudados, os seguintes seis sistemas de
equacdes lineares:

x - 1y + z = 17 [—3.29414]
a) X + 2y - 13z = 16 : X =|-2.56112
17X + 2y + z = 49 | -1.87818 |
10x. - 11y + z = 23 [-3.93161]
b) 11x + 2y - 13z = 16 ; X =| —6.16565
-17x + 2y + 1z = 49 | —5.50608 |
10x. - 1ly + z = 23 [-17.69681 |
c) 11x + 2y - 13z = 16 . X =|-19.93085
-17x + 2y + 11z = 49 | -19.27127 |
10x - 1ly + z = 23 [—77.48936 |
d) 11x + 2y - 13z = 16 . X =|—79.72340
-17x + 5y + 11z = 49 | -79.06383 |
ox - 1y + z = 23 Processos divergentes
e) 11x + 2y - 13z = 16 . .
A(')zA(I_l)
-17x + 6y + 11z = 49
X + 4y + 7z = 23 Processos divergentes
f) 4x + 7y + 12z = 16 (i) < A()
7x + 12y + 197 = 49 AT ZA
X + 4y + 3z = 23 [0.47222 ]
) 2x + 5y + z + 2w = 17 ) X < 0.96576
g 2X + 2y + 11z — 3w = 52 ' | 5.27713
5 - y + 3z + 9w = 44 | 2.97481 |
X - 2y + 5z + 85w = 44 [0.80799]
h) Wix o+ y - z + w = 14 X < 0.18350
x + 3y + 1042z - 3w = 36 2.80005
x - 9By + 3% + w = 8 165239 |
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11x -

i V3x o+
8 -y

2x + 9y -

) 2y +

J2y
8y

\/§y + 10z - 3w

+ \/§z + 12w

72
z

+ u
+ 8u

z

+ Vv
+ bv

19
27
18
17
29

44
14
36
28

[4.16189]
1.30824
3.38542
1.80139 |

[2.69808]
2.56467
1.65819
1.22331
| 5.55534
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