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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Sistemas de Equagoes Lineares

@ Dada uma uma matriz A, m x n, e um vector b, n x 1, queremos
encontrar um vector x, n x 1, que verifique a igualdade

Ax=b

@ Corresponde a perguntar: “Existe algum vector b que seja
combinacgéo linear das colunas de A?” (0 mesmo que
b € span (A)?)

@ Se sim, os coeficientes da combinagao linear correspondem aos
componentes de x

@ A solugéo pode ou nao existir e pode ou nao ser Unica

@ Neste capitulo vamos considerar apenas o caso m = n (matize
dos coeficiente quadrada)
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Singularidade e Nao-Singularidade

Uma matriz A, n x n, € nao-singular se verificar qualquer uma
das seguintes propriedades

@ Ainversa de A, designada por A~', existe
Q det(A) #£0
@ Caracteristica(A) = n

© Para qualquer z # 0, Az # 0
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Existéncia e Unicidade

@ Existéncia e unicidade da solugcao de Ax = b depende de A ser
ou nao singular

@ Pode depender igualmente de b, mas apenas no caso de A ser
singular

@ Se b € span (A), 0 sistema diz-se consistente

A b N° de solucdes
nao-singular  arbitrario uma (Unica)
singular b € span (A) infinitas
singular b ¢ span (A) nenhuma
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Interpretagédo Geométrica

@ A duas dimensdes (no plano), cada equacéo representa uma
linha recta

@ A solucéo é o ponto de interseccdo das duas rectas

@ Se as duas rectas nao forem paralelas (ndo-singular), o ponto
de interseccao é Unico

@ Se as duas rectas forem paralelas (singular), das duas uma, ou
as rectas nao se intersectam (ndo ha solugdo) ou entédo
coincidem (existem infinitas solugdes)

@ Para maiores dimensdes, as equagdes correspondem a
hiperplanos; se a matriz for ndo-singular a intersecgao dos
hiperplanos é solugéo Unica
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Exemplo: ndo-singularidade

@ Sistema 2 x 2

5 +4x> = bo
ou em notagao matricial

o3 2)[1)- (2]

€ nao-singular independentemente do valor de b

{ 2X1 + 3xo by

@ Por exemplo, se b=[8 13]T, entdo x = [1 2]T é a solugéo
Unica
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Exemplo: singularidade

@ Sistema2 x 2
o 2 3 X1 o b1 N
w2 e [R]-[R]-
€ singular independentemente do valor de b
@ Comb=1[4 7]T nao existe solucdo

@ Comb=1[4 8]T, x=[a (4-2a) /3]T € solugao para qualquer
valor real «, pelo que existem infinitas solugoes

Carlos Balsa Métodos Numéricos



Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Normas Vectoriais

@ Norma de um vector é uma generalizagcao da magnitude ou
maédulo de um escalar

@ Utilizaremos apenas normas-p, definidas como

n
Ixll, = D Il
i=1

para o inteiro p > 0 e o vector x de dimensao n
@ Casos particulares importantes
. n
o norma-1: ||xl; = 7., |xi

1/p

1/2
e norma-2: ||x|l, = (X7 X
e norma-oo: x|/, = max; ||
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Exemplo: Normas Vectoriais

@ Desenho mostra a esfera unitaria em duas dimensées para
cada uma das normas

<71.6.1.2>\ -
\\\
Z

2.0

@ Para o vector desenhado as normas tem os seguintes valores
Ixlly =28, Ixll; =2.0, [ixl=1.6

@ Em geral, para x € R’, tem-se ||x||; > || x|, > [|x]| .
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Propriedades das Normas Vectoriais

@ Para qualquer norma vectorial

@ ||x|| >0sex#0

o ||vx|| = |v|- ||x|| para qualquer escalar ~

o | x+y| <Ix| + |yl (desigualdade do triangulo)
o [lIx[l = Iyl < llx =yl
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Normas Matriciais

@ Norma matricial correspondente a uma dada norma vectorial &
definida como

Ax
4] = max 12
T

@ Norma matricial mede o alongamento maximo que a matriz
produz sobre um vector
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Normas Matriciais

@ A norma matricial correspondente a norma-1 vectorial é a
maxima soma em absoluto por coluna

n
1Al = max>_ |aj]
i=1

@ A norma matricial correspondente a norma-oo vectorial é a
maxima soma em absoluto por linha

n
|Allc = max > |a|
j=1
@ Uma forma facil de memorizar estas normas consiste em

lembrar-se que estas correspondem as normas vectoriais
quando a matriz € do tipo n x 1
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Propriedades das Normas Matriciais

@ Qualquer norma matricial verifica
o Al >0se A#£0
o ||¥All = || . ||Al| para qualquer escalar ~
o |[A+ Bl < [|All + Bl

@ As normas matriciais que definimos verificam igualmente
o |AB|| < [IA].|B]
o [|Ax| < ||A|l . |Ix|| para qualquer vector x
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigdo

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Numero de Condicao

@ Numero de Condicdo de uma matriz quadrada nao-singular é
definido por
cond (A) = || Al [|A~"|
@ Por convengéao, cond (A) = oo se A for singular
@ Uma vez que

-1
cond (A) = <max |AX> . (min AX')
A0 x| x20 x|

0 nuamero de condigdo mede a razdo entre o alongamento
maximo e o encolhimento maximo provocado pela matriz sobre
um vector ndo nulo

@ cond (A) elevado significa que A é aproximadamente singular
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigdo

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Propriedades do Numero de Condigcao e Aproximacao do seu Valor

@ Propriedades do numero de condigao

Para qualquer matriz A, cond (A) > 1

Para a matriz identidade /, cond (/) = 1

Para qualquer matriz A e escalar v, cond (vA) = cond (A)
Para qualquer matriz diagonal D = diag(d}),

cond (D) = ’:ﬁ:ﬂj“

@ Definicdo de numero de condigdo exige a matriz inversa pelo
que o seu calculo é caro do ponto de vista computacional

@ Na prética, é feita uma estimativa de baixo custo do numero de
condicao
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Limite do Erro

@ Seja x a solucdo de Ax = be X asolugdo de Ax = b+ Ab
@ Se Ax = X — x verifica-se o limite superior

l1Ab]
x|l = 6]l

para a mudanca relativa na solugdo x devida a mudanca relativa
no termo independente b
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Limite do Erro, continuagao

@ Verifica-se um resultado semelhante para mudangas relativas
na matriz: se (A+ E)x = b, entdo

lax] JAE]
=20 < cond (A) -1
I A

@ Se os dados introduzidos forem exactos até a precisao
maquina, o limite superior do erro em x é

[Ax]
<cond(A)e
g = oond ) eme
@ Significando que a solugdo computada perde aproximadamente
logyo(cond (A)) digitos decimais exactos em comparagdo com o

input
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas

Numero de Condigao

Limite do Erro

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Limite do Erro, continuagao

@ Condicionamento de um sistema é afectado pela escala relativa
das linhas ou colunas

@ Mau condicionamento do sistema pode resultar da ma escala
relativa da matriz assim como da matriz ser aproximadamente
singular

@ Mudar a escala da matriz pode ajudar a melhorar o
condicionamento mas ndo pode alterar a singularidade
aproximada da matriz
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Singularidade e Nao-Singularidade
Normas
Numero de Condigao

Existéncia Unicidade e Condicionamento

Limite do Erro

@ O vector residuo da solugéo aproximada x do sistema Ax = b é
definido por
r=b-—Ax
@ Em teoria, se A é ndo singular, entéo ||x — x| = 0 se e sO se
Ir]| = 0, mas n&o sao obrigatoriamente pequenos em
simultaneo

@ Dado que
[Ax]l

1]l

7l
Al [[x]
um pequeno residuo relativo implica um pequeno erro relativo
na solugao aproximada apenas se A é bem condicionada

< cond (A)
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares actorizagdo LU
¢éo de Cholesky

Resolucao de Sistemas de Equagbes Lineares

@ Resolver um sistema consiste muitas vezes em transforma-lo
num sistema equivalente com a mesma solugao e mais facil de
resolver

@ Pré-multiplicar (a esquerda) os dois membros do sistema
Ax = b por uma matriz ndo singular M sem afectar a solugao
(por exemplo para mudar a escala da matriz)

@ Pré-multiplicar pela matriz de permutacdo P para trocar a ordem
das linhas na matriz
@ P apenas contém um 1 em cada linha e em cada coluna,
os restantes elementos sédo todos 0 (é uma permutagao da
matriz identidade)
e Observa-se que P~' = PT
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizagao de Cholesky

Exemplo: Permutacao de Duas Linhas de uma Matriz

@ Para permutar a posigao relativa de duas linhas temos de
multiplicar a matriz por uma matriz P obtida a partir da matriz
identidade permutando as linhas correspondentes

@ Consideramos a seguinte matriz

A=

NN W=
© ©w =
© 0= o

2
4
8
6
A permutagdo da linha 1 com a linha 3 (1 < 3) faz-se através de
2
4
PA = 8
6

0 0 7
0 0 3
1 0 1
0 1 7

O = W

5
1
0
8

»N A~

0
1
5 | =
8

NN W=
©O© O w-=

0o 1
10
0 0
00
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizagao de Cholesky

Sistemas de Equagoes Lineares triangulares

@ Os sistemas triangulares sao facilmente resolvidos por
substituicao

@ Se U é triangular superior as entradas abaixo da diagonal
principal sdo todas nulas: uj = 0 para i < j e o sistema Ux = b
€ resolvido por substituicao regressiva

n
Xn = b/ Unn, Xj = b,-—Zu,-jx/-/u,-,- , i=n—1,...,1
J=i+1

@ Se L é triangular inferior as entradas acima da diagonal principal
s&o todas nulas: /j = 0 para i > j e o sistema Lx = b é resolvido
por substituicdo progressiva

i—1
X1=b1/U117 Xi = b/—ZU,’jX/'/U/,‘ s i:2,...,n
j=1
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Processo de Eliminagao de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizagao de Cholesky

Processo de Eliminacao de Gauss

@ Para transformar um sistema genérico num sistema triangular
utiliza-se o método de eliminacado de Gauss em que temos de
substituir determinados elementos ndo-nulos da matriz por
zeros

@ Isto pode ser conseguido através da combinacéo linear de

linhas
=[]
a
@ Se a; # 0 entdo

@ Consideramos o vector
1 0 a1 | &
—32/31 1 ao o 0
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Processo de Eliminagao de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares actorizagdo LU

¢éo de Cholesky

Matrizes de Eliminagdo Elementares

@ Genericamente, podemos anular todas as entradas abaixo da
posicéo k de um vector a de dimensao n através da

transformacao
(1 - 0 0 -~ 07 a ] [ ar ]|
10 .- 1 0o --- 0 ax | oa
Ma=1o ... —mei 1 o 0||a || o0
o - -m; 0 --- 1 ]| an | | 0 |
emque m; = aj/axkparai=k+1,....n

@ Divisor ax, chamado pivot, tem de ser diferente de zero

Carlos Balsa Métodos Numéricos



Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizagao de Cholesky

Factorizacao LU

@ Multiplicando sucessivamente a matriz A por n — 1 matrizes
deste tipo, de forma a anular todos os elementos abaixo da
diagonal, comegando pela primeira coluna, obtemos uma matriz
triangular superior

MMy .. M_1A=U

@ O produto das matrizes elementares origina a matriz triangular

inferior
1
— M1 1
MMy ..M, = | —M1 —m32 1 -M
—Mpy —Mp2 --- —Mpp_y 1
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugao de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizagao de Cholesky

Factorizacao LU, continuacao

@ Como MA = U entdo A = M~'U e dada a estrutura particular da
matriz M tem-se que

1
mo+ 1

M= | M mapx 1
My Mpz - mn,n—1 1

@ Obtemos assim uma factorizagdo da matriz A no produto de
uma matriz triangular inferior L = M~ por uma matriz triangular
superior U, i.e,

A=LU

este processo é designado por factorizagcao LU
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizagao de Cholesky

Factorizacao LU, continuacao

@ Na factorizagéo LU, A = LU, a matriz L é constituida por todos
os multiplicadores mj; utilizados para anular os elementos
nao-nulos de A e U é a matriz que resulta da condensacao de A
a forma triangular superior

@ Uma vez obtida a factorizacdo de A, o sistema Ax = b pode ser
resolvido facilmente em duas etapas, pois

Ax=be (LUx=b<s L(UX)=beLly=b com y=Ux

e consequentemente a sua resolugao efectua-se através de

@ Resolver por substituicdo progressiva Ly = b
@ Resolver por substituicdo regressiva Ux = y
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizagao de Cholesky

Factorizacao LU com Pivotagem Parcial

@ O método da factorizagao LU falha se surgir um pivot igual a
zero ou muito pequeno (a divisdo por um valor de baixa
magnitude pode provocar um overflow)

@ Para evitar este problema permutam-se as linhas de A de
maneira a que o elemento da coluna com maior valor absoluto
figue na posicao de pivot

@ Desta forma obtemos a factorizagado LU de uma permutagéo de
Aie, PA=LU

@ Como o sistema a resolver Ax = b é equivalente a PAx = Pb

(LU)x=Pb < L(Ux)=Pb< Ly=Pb  com y =Ux

a sua resolucao efectua-se através de

@ Resolver por substituicdo progressiva Ly = Pb
@ Resolver por substituicdo regressiva Ux = y
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugao de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU

Factorizagao de Cholesky

Factorizacao LU, continuacao

@ No Octave, a resolugao do sistema Ax = b:
Factorirazéo: [L, U, P] = lu(A)

Resolugéo:
Q y=1L\(Pb)
Q x=Uvy
@ Exercicio: resolver o sistema Ax = bigual a
2110 Xq 3
A 4 3 3 1 X | |7
18 7 9 5 x3 | | 17
6 7 9 8 X4 15

@ Resolugéo no capitulo 3, do texto de apoio
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Processo de Eliminacédo de Gauss

Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU

Factorizacdo de Cholesky

Tipos de sistemas

@ A resolucdo do sistema Ax = b,comAc R"™"e x,bc R,
depende sobretudo das propriedade da matriz A

@ Aé Simétricase A= AT
@ A é Positiva Definida se ATyA > 0 para qualquer y # 0 € R”
@ Métodos Directos

Factorizagao LU se A for ndo-singular

Factorizagdo LU com pivotagem parcial se A for
nao-singular

Factorizacdo de Cholesky se A for Simétrica e Positiva
Definida

Sao robustos pois, usando uma aritmética de precisao
infinita, conduzem a solugéo exacta

Mas tradicionalmente implicam elevados recursos de
memoria em comparagdo com os métodos iterativos
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizacdo de Cholesky

Factorizacao de Cholesky

@ Se A é simétrica e positiva definida € possivel fazer a
decomposicao
A=LLT
em que L é uma matriz triangular inferior

@ Método é conhecido como Factorizagcdo de Cholesky e tem a
vantagem de necessitar apenas de determinar o factor L para se
poder resolver o sistema Ax = b

@ Resolver por substituicdo progressiva Ly = b
@ Resolver por substituicdo regressiva L' x = y
@ No Octave, a resolugao do sistema Ax = b:
Factorirazdo: R = chol(A),em que R = LT

Resolucao:
Qy=FR\b
Q@ x=R\vy
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizacdo de Cholesky

Factorizacao de Cholesky, continuacao

@ Versdo em que a matriz L substitui progressivamente a matriz A

| ALGORITMO: FACTORIZAGAO DE CHOLESKY ||

Input: Ac R™"
Output: L e R™" (¢; =0sei <))
Forj=1:n
Fork=1:j—-1
Fori=j:n
ajj = ajj — aik-ajk
End
End
gj = /&)
Fork=j+1:n
& = aj/aj
End
End
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizacdo de Cholesky

Exercicio: factorizacéo de Cholesky

@ Exercicio: resolver o sistema Ax = bigual a

3 -1 —17[x 1
A=| -1 3 1| | x|=]|1
1 -1 3 || x 1

@ Resolugédo: Comegamos por calcular a raiz quadrada da entrada
sobre a diagonal da primeira coluna v/3 ~ 1.7321 e dividimos os
restantes elementos da coluna por este valor, obtendo

1.7321
-0.5774 3
-05774 -1 3
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizacdo de Cholesky

Exercicio, resolugcao

@ A segunda coluna é actualizada subtraindo-lhe a entrada (2, 1),
—0.5774, vezes a entrada da primeira coluna situada sobre a
mesma linha, a terceira coluna é actualizada subtraindo-lhe a
entrada (3, 1), também —0.5774, vezes a entrada
correspondente da primeira coluna, obtendo-se

1.7321
—-0.5774  2.6667
—0.5774 —1.3333 2.6667

@ A segunda coluna ¢ entdo dividida pela raiz quadrada da sua
entrada diagonal, +/2.6667 ~ 1.6330, originado

1.7321
—-0.5774  1.6330
—-0.5774 -0.8165 2.6667
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizacdo de Cholesky

Resolugao, continuacao

@ A terceira coluna é actualizada subtraindo-lhe a entrada (3, 2),
—0.8165, vezes a entrada da segunda coluna situada sobre a
mesma linha e obtém-se

1.7321
—-0.5774  1.6330
—0.5774 -0.8165 2.0000

@ Calculando a raiz quadrada da terceira entrada sobre obtemos,
v/2.0000 ~ 1.4142, obtemos resultado final

1.7321
L=] —-05774 1.6330
—0.5774 -0.8165 1.4142
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Processo de Eliminacédo de Gauss
Resolugéo de Sistemas de Equagdes Lineares Factorizagdo LU
Factorizacdo de Cholesky

Resolugao, continuacao

@ Para obter a solugdo do sistema Ax = b, resolvemos por
substituicao
@ Resolver por substituicdo progressiva

0.5773

Ly=b<y=| 08165
1.4142

@ Resolver por substituicdo regressiva

1.0000
L'x=b< x=| 1.0000
1.0000
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Métodos lterativos Estacionarios
Métodos lterativos Nao-Estacionarios
Resolucéo de Sistemas por Métodos lterativos Métodos lterativos Nao-Estacionarios

Métodos lterativos

@ Os métodos iterativos dividem-se em
Estacionarios, por exemplo:
e Jacobi

o Gauss-Seidel
e SOR

Nao-estacionarios, por exemplo:
o Gradiente Conjugado se A é simétrica e positiva
definida
o MINRES se A é simétrica
e GMRES para qualquer A
@ Os métodos iterativos conduzem a uma solucdo aproximada,

mas com erro controlado, tém vantagens computacionais e
implicam menos recursos de meméria do que os métodos
directos
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Métodos lterativos Estacionarios
Métodos lterativos Nao-Estacionarios
Resolucéo de Sistemas por Métodos lterativos Métodos lterativos Nao-Estacionarios

Métodos lterativos Estacionarios

@ A resolugao do sistema Ax = b por um método iterativo
estacionario consiste em fazer a decomposi¢cdo A= M — N,
com M nao singular, de maneira a obter a relagéo

Ax=b & (M-—N)x=0>b
< Mx=Nx+b
s x=M'Nx+M'b
sobre a qual se baseia o esquema iterativo
X(k+1) — Gx(k) +c

@ Meétodo convergente se p(G) = p(M~'N) < 1 e quanto mais
pequeno for o raio espectral de G mais répida sera a
convergéncia, pelo que M deve ser escolhida de forma a
minimizar p(G) e a facilitar os célculos (deve ser proxima de A e
ter uma forma simples como diagonal ou triangular)
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Métodos de Jacobi

@ Método de Jacobi consiste na decomposicao M =D e
N = —(L+ U), em que D é uma matriz diagonal igual a diagonal
principal de A, L e uma matriz triangular inferior igual a parte
inferior a diagonal principal de A e U é uma matriz triangular
superior igual a parte superior a diagonal principal de A

@ Assumindo que A ndo tem entradas nulas sobre a diagonal
principal, de maneira a que D n&o seja singular, o método de
Jacobi consiste em

x(k+1) — p=1 (b —(L+U) x(k))

que em termos de componente equivale a

1

1 - .
X-(k+1):5 b,—ZaUXj(k) s I:'I,...,n
ji =

J#
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Métodos de Gauss-Seidel

@ A lenta convergéncia do método de Jacobi é devida em parte ao
facto de nao fazer uso da informagéo mais recente disponivel

@ Método de Gauss-Seidel remedia isto utilizando cada nova
componente da solugdo assim que elas sédo calculadas

i—1 n
k41 1 k+1 k H
= b=y e = 3 ek | i=1n
4 j=1 J=i+1

@ Usando a mesma notacdo que anteriormente, o método de
Gauss-Seidel consiste em fazer a decomposicdio M =D+ L e
N = —U que origina o seguinte esquema iterativo na forma
matricial
xkD) = (D4 1)~ (b - Ux<k>)
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Convergéncia dos Métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel

@ Se a matriz A for estritamente diagonalmente dominante por
linhas

n
lail > layl i=1,....n
=1
i
os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel sdo convergentes
@ Condigao suficiente mas nao necessaria; métodos poderédo
convergir mesmo nao se verificando, em particular se A néo for
estritamente diagonalmente dominante em todas as suas linhas
mas apenas diagonalmente dominante
@ Estes dois métodos convergem simultaneamente para a solugao
mas o método de Gauss-Seidel € mais rapido pois o raio
espectral da sua matriz de iteragao € igual a raiz quadrada do da
matriz de iteracdo do método de Jacobi, i.e, p(Ggs) = +/p(Gr)
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Exemplo: Métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel

@ Descreva os esquemas iterativos de Jacobi e de Gauss-Seidel
para a resolugdo do sistema

1 2 9 X4 54
Ax=bs |7 1 1. x | =120
1 5 1 X3 7

@ Alterando a ordem das equagdes obtemos um sistema
diagonalmente dominante por linhas

129 Xi 54 7 1 1 Xi 20
711 | %|=|2]|a|1 51| |x|=]|7
1 5 1 X3 7 1 209 X3 54
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Exemplo, continuagéo

@ Escrevendo o sistema em termos das suas componentes

obtemos
7X1 + X2 + X3 = 20 X1 =(20 — xo — x3)/7
X1 +5%+x3=7 & Xo = (7—Xx1 — Xx3)/5
X1 +2Xo + 9x3 = 54 X3 = (54 — x1 — 2x2)/9
@ O esquema iterativo de Jacobi é
x1(k+1) = (20— x(k xék))/7
xz(k“) = (7-x (k (k))/S para k=012, ...
S (7 S 2x§k )/9
@ O esquema iterativo de Gauss-Seidel é
X1(k+1) — (20— X(k ék))/7
X?Ek“) = (7- x(k+1 )/5 para k=0,1,2,...
X§k+1) _ (54— X1(k+1 2X2k+1 )/9
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Successive Over-Relaxation

@ Método Successive Over-Relaxation(SOR) permite melhorar a
taxa de convergéncia do método de Gauss-Seidel

@ Utiliza o passo na direcgédo da préxima iteragéao de
Gauss-Seidel como direccao de procura, mas com um
paréametro de procura fixo designado por w

@ Comecando com x(), calcula a préxima iteragao dada pelo
método de Gauss-Seidel, xG 1) depois em vez desta define a
proxima iteragdo como sendo

sk+1) ()+w( k1) _ (k))

= (1 —w)x(k) —|—wx(k+1)

que corresponde a uma média ponderada entre a iteracdo
corrente e a proxima iteracdo de Gauss-Seidel
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Successive Over-Relaxation, continuacao

@ w é o parametro de relaxacgao fixo escolhido para acelerar a
convergéncia

@ w > 1 origina sobre-relaxacéo, w < 1 origina sub-relaxacao e
w = 1 origina o método de Gauss-Seidel

@ Método diverge se néo se verificar 0 < w < 2, mas é geralmente
muito dificil escolher o valor éptimo de w
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Métodos lterativos Nao-Estacionarios

Nos métodos nao-estacionarios a matriz de iteracao nao é
constante

Procuram obter em cada iteracdo a melhor aproximacéao a
solucdo de acordo com certas restricoes e utilizando a
informacéo das iteracdes anteriores

Grande variedade (maior parte recentes): GG, MINRES,
GMRES,...

Tipo de método escolhido depende das propriedades do
sistema a resolver

Muito eficientes (numérica e computacionalmente) na resolugéao
de sistemas esparsos de grandes dimensdes (um sistema é
esparso de possuir muito mais entradas nulas do que ndo-nulas)
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Método do Gradiente Conjugado

@ Sistema Ax = b pode ser resolvido pelo método do Gradiente
Conjugado(CG) se a matriz A for simétrica e positiva definida

@ Em cada iteracdo k o CG procura o valor de
xK) € span {b, Ab, A%b, - - - , Ak=b} que minimiza ||| ,, em que
e = x* — x9) & o erro absoluto, x* é a solucéo exacta e
lell, = veTAe

@ O conjunto gerado pelos vectores {b, Ab, A%b, --- , Ak="b} é
designado por Subspaco de Krylov e a norma-A do erro
absoluto (||e|| ,) € conhecida por norma energia do sistema
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Método do Gradiente Conjugado, continuagao

| ALGORITMO: GRADIENTE CONJUGADO ||
Input: Ac R™"e b, xp € R’
Output: x, € R’

foZb—AXo
So =1
Fork—=123 ...

ak = rlrc/sk Ask

Xk+1 = Xk + 0k Sk

Ikyq1 = I — akASk

Bret = N1 /T Tk

Sk+1 = Ik+1 + Bki1Sk
End
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