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Ajuste de Dados pelos Minimos Quadrados

Ajuste de Dados

@ Dados m pontos (t;, yi) pretende-se encontrar um vector x de
dimensao n cujos parametros ajustam melhor a fungdo modelo

f(t, x),
mlnz i — £ (4, X))

@ Problema linear se a fungéo f for linear nas componentes de x
f(t,X) =X{P1 + Xopo + ...+ Xpdn

em que ¢; depende apenas de ¢

@ Problema pode ser escrito na forma matricial como Ax = b, com
aj=¢j(t)e b=y
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Ajuste de Dados pelos Minimos Quadrados

Ajuste de Dados

@ Problema pode ser escrito na forma matricial como

o1(tr)  d2(tr) - éa(tr) X1 ¥

P1(l)  @a(te) - on(te) Xe | | )

$1(tm)  P2(tm) -+ on(tm) Xn Ym

@ Fazendo a; = ¢;(1j) e b; = y; podemos escrever
ayn a2 - an X1 by
a axp - a2 X2 b>
Ax = ) . } .| = ) =b

ami ame - amn Xn bm

@ Como nestes problemas m > n, o sistema resultante é
sobredeterminado (mais equagdes do que incognitas)
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Ajuste de Dados pelos Minimos Quadrados

Ajuste de Dados

@ Sistema é mais correctamente representado por Ax = b porque
a igualdade nao é geralmente satisfeita

@ Solugéo x é o vector que minimiza o quadrado dos desvios
anteriormente apresentado que, na notacdo matricial, coincide
com o quadrado da norma-2 do vector residuo b — Ax

: 2 o _ 2
min |73 = min b — Ax]
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Ajuste de Dados pelos Minimos Quadrados

Exemplo: Ajuste de Dados

@ Encontrar o polinémio do segundo grau P(t) = Xy + xat + x3t?
que melhor ajusta os seguintes dados no sentido dos minimos
quadrados

t|-10 -05 00 05 1.0
y| 10 05 00 05 20

@ Ajustando um polinémio de segundo grau aos cinco pontos
origina o problema de minimos quadrados lineares

1 4 f 7

1 b l’22 X1 )2
Ax= |1 t3 X | 2| ys | =b

1 4 X3 Va

1 & Vs

@ Matrizes cujas colunas (ou linhas) sdo potencias sucessivas da
variavel independente é chamada matriz de Vandermonde
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Ajuste de Dados pelos Minimos Quadrados

Exemplo, continuagéo

@ Introduzindo os respectivos valores

1 -1.0 1.0 1.0
1 -05 025 X1 0.5
Ax=| 1 0.0 0.0 00 [ =b
1
1

12

0.5 0.25 0.5
1.0 1.0 2.0

@ Solucao deste sistema, que aprenderemos mais tarde a
calcular, é
x =[0.086 0.40 1.4]"

pelo que o polinémio é

P(t) = 0.086 + 0.40¢ + 1.4
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Ajuste de Dados pelos Minimos Quadrados

Exemplo, continuagéo

@ Curva resultante e pontos dados sdo mostrados no grafico
Yy
2 - °
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Existéncia e Unicidade

Existéncia, Unicidade e Condicionamento
Condicionamento

Existéncia e Unicidade

@ Problema de minimos quadrados linear Ax = b tem sempre
solucéo

@ Solucao é unica se, e s6 se, as colunas de A séo linearmente
independentes,i.e., se r(A) = n (caracteristica de A é n), sendo
Auma matrizmxn

@ Se r(A) < no problema de minimos quadrados linear nao é
Unica

@ Vamos considerar apenas o caso em que A tem todas as suas
colunas linearmente independentes r(A) = n
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Existéncia e Unicidade

Existéncia, Unicidade e Condicionamento
Condicionamento

Ortogonalidade

@ Vectores v e v» sdo orthogonais se 0 seu produto interno
(escalar) é nulo, v/ v» =0

@ Espaco gerado pelas colunas da matriz A,
span(A)={Ax : x € R"}, tem dimens&o n&o superior a n

@ Se m > n, geralmente b ¢span(A), pelo que nédo existe solugéo
exactade Ax=0b

@ Vector y = Ax em span(A) mais proximo de b em norma-2
ocorre quando o residuo r = b — Ax é orthogonal ao span(A),

ATr=AT(b— Ax) =0,
originado a equacgao normal

ATAx =ATb
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Existéncia e Unicidade

Existéncia, Unicidade e Condicionamento
Condicionamento

Ortogonalidade, continuagdo

@ Relacdo geométrica entre b, r e span(A):

y=Ax
span(A)
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Existéncia e Unicidade

Existéncia, Unicidade e Condicionamento e

Condicionamento

@ Matriz ndo quadrada A, m x n, ndo admite inversa no sentido
usual
@ Se r(A) = n, a pseudoinversa de A é definida por

A+ _ (ATA)—1AT
e 0 numero de condicao por
cond(A) = [|All, - || AT,

@ Por convencéo, cond(A) = oo se r(A) < n

@ Tal como o numero de condi¢do de matrizes quadradas mede a
proximidade da singularidade, o numero de condicao de uma
matriz rectangular mede a proximidade de ter um caracteristica
incompleta (r(A) < n)

@ Solugéo do problema de minimos quadrados linear Ax = b é
dada por x = A*b que é a solugdo da equacio normal
ATAx = ATb
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Existéncia e Unicidade

Existéncia, Unicidade e Condicionamento e

Sensibilidade e Condicionamento

@ Sensibilidade da solugao do problema de minimos quadrados
Ax = b depende de b assim como de A

@ Definindo o angulo 6 entre b e y = Ax por

Illz _ lAX]l,
cos(f) = —= =
=], = ol
@ Limite da perturbagdo Ax na solugéo x devido a perturbacao
Abem b é dada por
[AX]|, 1 [|Abl,
< A
xl, = "W eos(@) el

@ Da mesma forma para uma perturbagao E na matriz A,

[Ax]l, 1Ell,
112 1Al

< ([cond(A)]2 tan(6) + cond(A))
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Método da Equagao Normal
Resolugao de Problemas de Minimos Quadrados

Método da Equacao Normal

@ Se A, m x n, tem caracteristica n, a matriz AT A, de dimenséo
n x n, é simétrica e positiva definida, pelo que a sua
factorizagéo de Cholesky

ATA=1LLT
pode ser usada para obter a solugéo x da equagao normal
ATAx = ATb

que tem a mesma solugcédo que o problema de minimos
quadrados linear Ax = b

@ Método da equagao normal envolve a transformagao

rectangular — quadrada — triangular
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Método da Equagao Normal
Resolugao de Problemas de Minimos Quadrados

Exemplo: Método da Equagao Normal

@ Utilize 0 método da equacao normal para o ajuste polinomial do
exemplo anterior

@ Vimos que o problema de minimos quadrados linear consiste
em determinar o vector x que minimiza o residuo do sistema
sobredeterminado

1 -10 1.0 1.0

1 -05 025 X 0.5
Ax=| 1 0.0 0.0 X | =| 00 |=5b

1 05 0.25 X3 0.5

1 1.0 1.0 2.0

@ Solugédo x obtida através da resolugao da equagao normal
ATAx =ATb
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Método da Equagao Normal

Resolugao de Problemas de Minimos Quadrados

Exemplo, continuagéo

@ Matriz dos coeficientes e termo independente

ATA =

ATp =

1 1 1 1 1
-1.0 -05 00 05 1.0
10 025 00 025 1.0

[ 5.0 0.0 25 ]

0.0 25 0.0

25 0.0 2125
1 1 1 1 1
-10 -05 00 05 1.0
1.0 025 0.0 025 1.0
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Método da Equagao Normal
Resolugao de Problemas de Minimos Quadrados

Exemplo, continuagéo

@ Factorizacdo de Cholesky da matriz simétrica e positiva definida
AT Aresulta em

(50 00 25
ATA=1] 00 25 0.0

| 25 0.0 2.125
[ 2.236 0 0 2.236 0 1.118

= 0 1.581 0 0 1.581 0|=L"L
| 1.118 0 0.935 0 0 0.935

@ Resolvendo o sistema triangular inferior Lz = AT b por
substituicdo regressiva obtemos z = [1.789 0.632 1.336]T

@ Resolvendo o sistema triangular superior L” x = z por
substituicdo progressiva obtemos x = [0.086 0.400 1.429]T
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