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Equacgoes Nao-Lineares

@ Dada uma fungéo f, procuramos x, tal que
f(x)=0

@ Solugéo x é raiz da equagao, ou zero da fungao f

@ Pelo que o problema é conhecido como encontrar a raiz da
equacao ou encontrar o zero da funcao
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Equacgoes Nao-Lineares

Dois casos importantes
@ Equacédo nao-linear Unica sobre uma Unica incognita, em que

f:R— R

Solucéo é o escalar x para o qual f(x) =0
@ Sistema de n equagdes simultaneas em n incdgnitas, em que

f R R

Solugao é o vector x para o qual todas as componentes de f
sdo nulas simultaneamente, f(x) =0
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Existéncia e Unicidade da Solugao

@ Existéncia e unicidade da solugao sdo mais dificeis de averiguar
para equacdes ndo-lineares em comparagao com as equagdes
lineares

@ Se f é continua e sinal(f(a))#sinal(f(b)), entdo o Teorema do
Valor Médio implica que exista x* € [a, b] tal que f(x*) =0

@ N&o existe um resultado analogo tao simples para o caso de n
dimensdes
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Exemplos: Uma Dimensao

Equacdes nao-lineares podem ter um numero variado de
solucoes

@ exp(x) + 1 = 0 nao tem solucao

@ exp(—x) — x = 0 tem uma solugéo

@ x2 —4sin(x) = 0 tem duas solugéo

@ x% —6x2+11x — 6 = 0 tem trés solugéo

@ sin(x) = 0 tem infinitas solugao
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Multiplicidade

@ Se f(x*) = f(x*) = f(x*) = ... = M (x*) = 0 mas
f(m(x*) # 0, entdo a raiz x tem multiplicidade m

22 9% +1

@ Sem=1(f(x*) =0e f'(x*) # 0), entdo x* é uma raiz simples
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Sensibilidade e Condicionamento

@ Numero de condigao do problema de calculo da raizes x* de
f:R—Ré1/|f(x*)]

@ Raiz é mal condicionada se a linha tangente for
aproximadamente horizontal

@ Em particular, raizes multiplas (m > 1) sdo mal condicionadas

@ Numero de condigao do problema de calculo da raizes x* de
fFR—-Ré HJF1(X*) , com J; a matriz Jacobiana de j,

()} = O (x)/0x

@ Raiz mal condicionada se a matriz Jacobiana for
aproximadamente singular
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Sensibilidade e Condicionamento

Bem Condicionado Mal Condicionado
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Sensibilidade e Condicionamento

@ Que entendemos por solugao aproximada de um sistema
nao-linear,

If(X)] ~ 0 ou [|X — x*|| =~ 07

@ Primeira medida corresponde a um “residuo pequeno”, segunda
mede a proximidade em relagao a (geralmente desconhecida)
solucdo verdadeira x*

@ Critérios de solucdo ndo sao necessariamente pequenos em
simultaneo

@ Residuo pequeno implica solugédo exacta apenas se o problema
for bem condicionado
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Taxa de Convergéncia, continuagao

@ Para um método iterativo genérico, define-se o erro na iteragao
Kk por
ek = Xk — X*
em que X é a solucdo aproximada e x* a solugao verdadeira

@ Para métodos que mantém o intervalo onde se situa a solugao
conhecido, em vez de se utilizar uma aproximacao especifica a
solugao verdadeira, considera-se que o erro é igual ao
comprimento do intervalo que contém a solugao

@ Sequéncia dos erros converge com uma taxa r se

. e
lim || k+1rH — C
koo |||

para alguma constante finita e ndo-nula C
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Taxa de Convergéncia, continuagao

Alguns casos particulares com interesse
@ r=1:linear (C < 1)
@ r > 1: superlinear
@ r = 2: quadratica

Taxa de convergéncia \ Digitos ganhos por iteragao

linear constante
superlinear aumenta
quadratica duplica
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Método da Bissecgao

@ Método da bisseccao consiste em dividir sucessivamente a
meio o intervalo onde est4 situada a raiz até que a solugao seja
isolada com a correc¢ao pretendida

[ ALGORITMO: METODO DA BISSECGAO ||

Input: a e btal que x* € [a, b]
Output: X (solucdo aproximada)
while ((b — a) > tol)
m=(a+b)/2
se f(a)xf(b) > 0
a=m
else
b=m
end
end
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Métodos Numéricos para uma Dimenséo Método de Newton-Raphson

Exemplo: Método da Bissecgao

@ Aproxime, com uma exactidao de duas casas decimais (tol/ < 0.5e — 2),
a raiz da equagéo
f(x) = x* —4sin(x) =0
sabendo que x* € [1, 3]
@ Verificamos que f(1) = —2.365884 e que f(3) = 8.435520

a b m f(m) Ay
1 3 2 0.362810
1 2 1.5 -1.739980

1.5 2 1.75 -0.873444

1.75 2 1.875 -0.300718

1.875 2 1.9375 0.019849

1.875 1.9375 1.906250 -0.143255 0.125
1.906250 1.9375 1.929688 -0.143255 0.0625
1.921875 1.9375 1.929688 -0.021454 0.0313
1.929688 1.9375 1.933594 -0.000846 0.0156
1.933594 1.9375 1.935547  0.009491 0.0079
1.933594 1.935547 0.0040 < fol

©COoONNOOOPAWN = O X
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Método da Bissecg¢ao, continuagéao

@ Método da bisseccao converge de certeza, mas é lento

@ Em cada iteragdo o cumprimento do intervalo contendo a
solucdo é reduzido a metade, taxa de convergéncia € linear,
comr=1eC=05

@ Dado um intervalo de partida [a, b], o cumprimento do intervalo
depois de k iteragdes € (b — a) /2%, pelo que a redugéo do erro
abaixo de certo valor tol implica que

b—a
k< log, <m/)

independentemente da fung¢éo f envolvida
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Método de Newton-Raphson

@ Desenvolvimento de uma fungao em Série de Taylor
3

h? h
f(X+h)%f(x)+f’(x)h+f”(x)5+f’”(x)§+...

@ Truncando a série de Taylor a partir do termo de primeira ordem
f(x+h)~f(x)+f(x)h

obtemos uma funcéo linear em h que aproxima f em torno de x
@ Substituindo a fungao néo-linear pela funcao linear, cujo zero é
h=—f(x)/f (x), obtemos uma aproximagéo do zero de f
@ Como os zeros das duas fungdes nao sao exactamente os
mesmo repete-se este processo sucessivamente, originando o
método de Newton-Raphson

f(x
Xk+1:Xk—f,((XI;))
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Métodos Numéricos para uma Dimenséo Método de Newton-Raphson

Método de Newton-Raphson, continuagéao

@ Método de Newton-Raphson aproxima a fungao nao-linear f, na
vizinhanga de x, pela recta tangente em f (x)

T N
Th41
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Métodos Numéricos para uma Dimenséo Método de Newton-Raphson

Exemplo: Método de Newton-Raphson

@ Aproximar com uma exactidao de duas casas decimais (fol < 0.5e — 2)
a raiz da equagéo
f(x) = x* —4sin(x) =0
sabendo que x* € [1, 3]
@ Derivada é
f'(m) = 2x — 4 cos(x)
pelo que o esquema iterativo é
_ Xg —4sin(xy)
2xx — 4 cos(xk)
Escolhendo xo = 3 como valor de partida, obtemos

Xk4+1 = Xk

X f(x) f'(x) h Ay

3.000000 8.435520 9.959970 -0.846942

2.153058 1.294772 6.505771 -0.199019 0.846942
1.954039 0.108438 5.403795 -0.020067 0.199019
1.933972 0.001152 5.288919 -0.000218 0.020067
1.933754 0.000218 < tol

A WON = OX
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Convergéncia do Método de Newton-Raphson

@ Para raizes simples (f(x*) = 0 e f/(x*) # 0) a convergéncia do
método de Newton-Raphson é quadratica (r = 2)

@ Mas as iteragbes tem de ser iniciadas suficientemente préximas
da raiz para convergir

@ No caso de raizes multiplas, a convergéncia € apenas linear,
com constante C =1 —(1/m), em que m é multiplicidade da raiz

k f(x)=x>-1 f(x)=x%-2x+1

0 20 2.0

1 125 1.5

2 1.025 1.25

3 1.0003 1.125

4 1.00000005 1.0625
5 1.0 1.03125
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Sistemas de Equacgdes Nao-Lineares

Resolucao de sistemas de equacdes nao-lineares é mais dificil
do que resolver uma Unica equagao porque
@ Existe uma maior variedade de comportamento, pelo que a

determinagdo da existéncia e do numero de solugées ou uma
boa estimativa inicial € muito mais complicado

@ Em geral, ndo existe uma maneira simples de garantir a
convergéncia para a solucao pretendida ou simplesmente de a
localizar a solucao

@ Numero de célculos a efectuar cresce rapidamente com a
dimensé&o do problema
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Método de Newton

@ Para n dimensdes, o método de Newton tem a forma
Xki1 = Xk — J(xx) 7 F(Xk)
em que J(xx) é a matriz Jacobiana de f
{J()}; = 0fi(x) /0%

@ Na pratica, ndo se inverte explicitamente a matriz J(xx), em vez
disso resolve-se o sistema linear

J(Xk)5k = 7f(Xk)
em ordem ao passo Jx e definimos a nova iteracdo como

Xk+1 = Xk + Ok
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Exemplo: Método de Newton

@ Aproximar a solugdo do sistema ndo-linear

. Xy +2Xo — 2 . 0
f(x)_o‘:*{x$+4x§—4}_[o]

efectuando duas iteragdes do método de Newton
@ Matriz Jacobiana é

Ofi(x1,x2)  Ofi(x1,X2) 1 2
Jf(Xk) = sz((f);?’xz) afz(a;?,)(z) = |: 2x1 8x ]
OX4 OXo 1 2
@ PRIMEIRA ITERAGAO: Escolhendo xo = [1 2]" como
aproximagao inicial obtemos

f(Xo)_{133}» Jf(XO)_|:; 126}
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Exemplo, continuagéo

@ Resolucao do sistema linear

127, [ -3

2 16 |~ | —-13
~1.83 -0.83
—-0.58 1.42

@ SEGUNDA ITERAGAO: Recalculando para um novo ponto

f(x)= [ 422 } » Jila) = { —11.67 112.3 }

~ . . 1 2 0
@ Resolucao do sistema linear 167 113 }61 = { 479 ]

obtemos d1 = [0.64 — 0.32], pelo que
Xo = X1 + 61 =[-0.19 1.10]T (continuando a iterar iriamos
aproximar-nos de x* = [0 1]")

origina g = [ ] pelo que x; = xp + dp = [
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Critério de paragem

@ Na prética, os dois critérios de paragem mais usuais sao:
e Erro: impondo que uma certa aproximacao do erro
absoluto seja inferior a um valor tolerado

[ X1 — X1 || = (|| < tol
ou entao impondo 0 mesmo critério ao erro relativo
aproximado
X1 — X §
IXiest = Xertll - H0ll - _
([ Xk1 [[ Xkt

o Residuo: em vez de obter uma aproximagao do erro,
verifica-se a proximidade de zero da norma da fungéo

1 (Xk1)| < tof

sabendo que este critério € um bom indicador da
proximidade da solugdo apenas quando o problema € bem
condicionado
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