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CAPITULO Il

Aproximacao de fungdes pelo método dos Minimos Quadrados

1. Alguns conceitos fundamentais de Algebra Linear

Relembramos nesta seccao alguns conceitos importantes da algebra Linear que utilizaremos no
contexto do método dos minimos quadrados.

e Espaco gerado por uma matriz.

Considerando a matriz A R™", o subespaco gerado pelos vectores coluna desta matriz é
representado por span(A) e corresponde ao conjunto de todos os vectores que sdo combinacéo

linear de dos vectores coluna de A. Simbolicamente:
span(A)={yeR":y=AxcomxeR"}.
e Produto escalar.

Considerando dois vectores (matrizes coluna) v, e v, e R™, o produto escalar de destes dois

vectores € um escalar que resulta de
% = o, ], cos(0).

ol
Sendo @ anguloentre v, e v,.

e Vectores ortogonais.

Em consequéncia da definicdo anterior dois vectores ndo nulos v, e v,e R"™ sdo ortogonais
(perpendiculares ou normais) se o respectivo produto escalar for nulo, isto é se v/v, =v,v, =0.

Consequentemente, se um vector u for ortogonal a um conjunto de vectores v,,V,,---,v, que

n

constituem as colunas de uma matriz A< R™" entdo u' A=0, pois
u"A=[u"v, u"v,-u"y, |=[00---0]
1 2 n .

Por outro lado também se verifica que A'u =0, pois

vu| [0
ATy = vul [0
viul |0
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2. Formulacéo do problema.

Dada uma fungéo (sob a forma de tabela com m pontos)

y,=f(x), 1=L2,---,m

Queremos encontrar um polinémio de grau n—1

n+l

P(X) =Cy +C,X+CX* +++++C, X

Para um determinado n < m . Este polindmio ajusta os dados no sentido dos minimos quadrados
se minimizar a soma dos quadrados dos desvios em relac;ao aos dados, isto é,

S= Z(y. .)

Minimizar S é 0 mesmo minimizar o quadrado da norma do residuo do sistema

_ 2 -1
P(Xl)_yl Co"'clxl"'czxi""""'Cn-lxln =Y
_ 2 -1
P(XZ)_yZ PN CO+C1X2+C2X2+---+Cn_lXS =Y,

2 -1
XX X, Cy Y,
2 -1
X, X Xy C, Y,
X, X5 o X c, =y | Ac=Yy.
2 -1
_1 Xn Xpo o er:l N _Cnfl_ _ym_

O vector residuo deste sistema é r = y— Ac e a sua horma dois é

i=1

= 200 -P00)
Pelo que o quadrado desta norma é ||r||j =S

O problema dos minimos quadrados reduz-se assim a resolucdo do sistema Ac =Yy . Contudo o

problema ndo é tdo simples quanto parece pois como temos m>n (mais equagdes do que
incdgnitas) o sistema € sobredeterminado. Na maior parte dos casos estes sistemas ndo admitem
solucdo pois y ndo é combinacdo linear dos vectores coluna da matriz A (y ¢ span(A)). Para

que y e span(A) a matriz A teria de possuir m vectores coluna linearmente independentes.
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3. Método da equacdo normal

O facto do sistema ndo admitir solucdo exacta ndo € grave no contexto dos minimos quadrados
pois nos apenas estamos interessados em resolver aproximadamente um sistema Ax=Db de
maneira a encontrar o vector x que minimiza o residuo r =b— Ax.

%T:b—-Al’
Sesia
!

y= Az

Figura 1 — Descricdo geométrica do problema dos minimos quadrados. O paralelogramo
representa o subespago span(A) (gerado pelos vectores coluna de A), ao qual o vector b

geralmente ndo pertence.

Dados uma matriz A R™" (com m>n) e um vector b e R™, procuramos um vector x e R" tal
que a norma de (cumprimento de) r =b— Ax seja minima. Tal como se pode visualizar na figura
1 o cumprimento do vector residuo r é minimo quando r L span(A), isto €

A'r=0
& AT (b—AX)=0
< ATAx=A"b

Esta Gltima equacdo é designada por equacdo normal do sistema. O sistema resultante da
equacdo normal € um sistema possivel e determinado. A solucdo deste sistema é a solucéo
aproximada do sistema original ( Ax =b) que minimiza o residuo r =b — Ax.

Aplicando agora este resultado ao problema original. Dados os pontos (xi, yi) para i=1,2,---,m,

para calcular o vector, ¢ dos coeficientes do polindmio de ordem n—1, que melhor aproxima os
dados no sentido dos minimos quadrados temos de resolver o sistema

ATAc=ATy.

Esta é o método tradicionalmente usado para resolver o problema dos minimos quadrados. Tem
no entanto a desvantagem de implicar a resolucdo de um sistema mal condicionado, pois a
medida que o grau do polindmio aumenta as colunas de A aproximam-se cada vez mais da
dependéncia linear. E o mau condicionamento de A"A ¢ proporcional ao quadrado do
condicionamento de A. Pelo que a resolucédo do sistema normal devera ser efectuado com todos
0s cuidados de maneira a minimizar a introducéo de erros.
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Exemplo:
Considerando os dados da seguinte tabela

X 0 1 2 3 4 5
y |10 27 58 66 75 99

determine o polinémio de grau 4 que melhor ajusta os dados no sentido dos minimos quadrados.

O polinébmio de grau quatro tera a seguinte estrutura

_ 2 3 4
P,(X) =C, +C,X+C,X" +C,X" +C,X".

A determinac&o dos coeficientes deste polindmio implica a resolugdo do sistema

ATAc=A"y
em que a matriz A é igual a
1% % X x| [10 0 ‘
1x, X x5 x| (111 1 1
Al % X; X% %[ |12 4 8 16
1 x, XX x x| (13 9 27 81
1 % X X x| |1 4 16 64 256
11 X X X X | [1 5 25 125 625

A resolucéo do sistema

5 15 55 225 979 ¢, | [ 3350 |
15 55 225 979 4425 || ¢ 113.60
ATAc=A"y«<| 55 225 979 4425 20515 |.|c, [=| 452.80
225 979 4425 20515 96825 ||c, 1944.80
1979 4425 20515 96825 462979 |c, | |8737.60 ]
conduz a
0.97183
0.11997
c=| 2.63403
-0.99120
| 0.10625 |

O polindémio de grau quatro que melhor aproxima os dados no sentido dos minimos quadrados €

P,(x) =0.97183+0.11997x + 2.63403x*-0.99120x* + 0.10625x*

Hoje em dia, para problemas de grande dimensdo, usam-se métodos alternativos muito mais
eficientes do ponto de vista computacional. Para mais informacGes sobre estes metodos
recomenda-se a consulta da bibliografia do capitulo.
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4. Problemas Propostos

1. Considere a seguinte funcéo y =t(x) , dada sob a forma da seguinte tabela:
X, -8 -4 -2 -1 0 1 2 4 6 9 11
Y =t(x) -785 | -53 13 13 7 7 25 163 | 517 | 1663 | 2997
a) Determine o polindbmio de grau 3 que, no sentido do método dos minimos quadrados que melhor
aproxima a tabela dada. Estime: t(-2), t(5), t(-10) et(12).
b) Determine a combinacéo linear das fungGes {1, 2x-1,(x+2)° ,(x—1)3} que, no sentido do método
dos minimos quadrados, melhor aproxima a tabela dada. Estime: t(-2), t(5), t(-10) et(12).
2. Determine a combinagdo linear do seguinte conjunto de funcdes: {(2x+1)”} ., due, no sentido
do método dos minimos quadrados, melhor aproxima a seguinte tabela:
X 0 1 2 4 6 10 15 20
y =f(x) 1.75 8.25 28.75 | 159.75 | 490.75 | 2136.75 | 7029.75 | 16471.75
3. Considere a seguinte funcéo (tabela):
X; -1 0 1 23
fi=f(x) -15 -10 -5 0 5
a) Qual o polindmio do 1° grau que, no sentido do método dos minimos quadrados, melhor
representa a funcéo dada.
b) Qual a combinacdo linear dos polinémios {2x—1, 5X+4} que, no sentido do método
dos minimos quadrados, melhor representa a funcéo dada.
X; -2 -1 0 2 3 4
4, Considere a seguinte funcéo: fi = f(x) 11 -5-511

a) Qual o grau do polinémio que melhor se adapta a funcdo dada?
Defina o polindmio de regressdo.

2 2
b) Qual a combinagéo linear dos polinémios {X —x=1, (x+1), x +1}
método dos minimos quadrados, melhor representa a funcdo dada.

gue, no sentido do
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5. Determine a combinagdo linear das fungdes {1’ X,1+x,1- X} que, no sentido do método dos
minimos quadrados, melhor representa o conjunto de pontos:(o’ 0'2), (1’ 2'5), (2' 5'0), (4' 10'2),
(5,12.4)
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