Métodos Numéricos C. Balsa e A. Santos

Capitulo I — Erros e Aritmética Computacional

1. Introducgéo aos Métodos Numéricos

O objectivo da disciplina de Métodos Numéricos é o estudo, desenvolvimento e avaliacdo de
algoritmos computacionais que permitam obter, com uma precisdo arbitraria, a solu¢do aproximada de
um problema, utilizando um numero finito de operacdes aritméticas.

Este primeiro capitulo destina-se a estudar os erros associados as grandezas numéricas,
nomeadamente a sua quantificagdo em funcao das suas origens. Existem sobretudo duas grandes causas
para os erros: 0s dados incorrectos e 0s processos computacionais. Em problemas reais, os dados
introduzidos no algoritmo sdo na maior parte dos casos dados aproximados recolhidos de varias formas
e como tal tém um erro associado. Esses erros tém varias origens como por exemplo a utilizacdo de
aparelhos de medicéo defeituosos, erros de leitura, dados insuficientes, etc. O estudo deste tipo de erros
néo faz parte do ambito deste disciplina. Focaremos a nossa atencdo apenas nos erros resultantes do
processo de calculo.

A todos os problemas que envolvam calculo computacional estd intrinsecamente associada a
existéncia de dois tipos de erro principais: os erros de arredondamento e os erros de truncatura. Os
primeiros resultam do facto de todos os computadores, incluindo as maquinas de calcular, usarem uma
aritmética discreta para representar 0s nimeros reais e como tal todos 0os numeros sdo representados
com uma preciséo finita. Essa precisdo obriga a que se cometa um erro que varia conforme o tipo de
método usado para arredondar o nimero. O erro de truncatura resulta da utilizacdo de métodos de
calculo aproximados ou incompletos e como tal ndo exactos. Por exemplo, a utilizagcdo de apenas
alguns termos de uma série infinita para calcular o valor de determinada funcdo implica a existéncia de

um erro relativo aos restantes termos da série que foram desprezados (truncados).
2. Erro absoluto e erro relativo

Seja x o valor exacto de um nimero e x um seu valor aproximado. Diz-se que x representa x

com um erro absoluto (erro) Ax dado por

AX = ‘x—x‘
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AX AX AX

O quociente r, = - W ~ W

X

representa o erro relativo com que x representax. E usual a representaco deste erro em percentagem:

ro~ X.100%
g

Ex.1

Atente para os seguintes niimeros x e os correspondentes valores aproximados x que lhes sdo

associados:
x =0.000006 x=0.000005 Ax =0.000001 r ~02=20%
X = 600000 , X = 606000 : AX = 6000 , r.~0.01=1%

Como se pode observar, apesar do erro absoluto ser largamente maior no segundo caso o erro relativo
correspondente é menor do que no primeiro. A importancia de um erro é melhor observada quando
quantificada em termos relativos.

Na maioria dos problemas préticos ndo é possivel determinar o exacto valor de um erro com
que um valor aproximado representa um valor exacto. Considera-se, entdo, um limite superior (um
majorante) desse erro. Por outro lado, sempre que houver necessidade de arredondar o valor de um erro
(absoluto ou relativo) esse arredondamento sera efectuado por excesso de forma garantir que o erro real

seja inferior ao erro estimado.

3. Erros de arredondamento

Antes de proceder a analise dos erros de arredondamento introduzimos duas definicGes:

Decimais correctas: diz-se que um numero x se encontra representado com m decimais correctas

quando a sua parte decimal apresenta m decimais e resulta de um arredondamento correctamente
efectuado sobre um outro namero. Por exemplo, supondo que o numero x=0.00231 esta

correctamente arredondado, entdo possui cinco decimais correctas (m=5).

Algarismos significativos: diz-se que um numero x Se encontra representado com t algarismos (ou

digitos) significativos quando esta representado por t algarismos, contados da esquerda para a direita,
a partir do primeiro algarismo diferente de zero. Por exemplo, supondo que o numero x =0.00231 esta

correctamente arredondado, ent&o possui trés algarismos significativos (t =3).
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Devido a limitacGes dos aparelhos de célculo, as representacGes quer dos numeros quer dos
resultados das operacdes envolvendo esses numeros sofrem arredondamentos. Existem varios metodos
de arredondamento (arredondamento simétrico, por corte, por defeito, etc). O método mais correcto
(que minimiza o erro) é o arredondamento simétrico. E também o método usado pela maior parte dos
computadores actuais, fabricados de acordo com as normas standard definida pelo sistema
internacional IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers). E também esse o método que

adoptaremos neste curso.

Arredondamento simétrico
Para representar, por arredondamento, um namero real com um ndmero finito de algarismos,
adopta-se 0 seguinte procedimento:
1. eliminam-se os algarismos situados a direita do algarismo situado sobre a Gltima ordem decimal
que se pretende manter;
2. se o primeiro algarismo da parte eliminada for inferior a 5, 0 nimero obtido é a verdadeira
representacdo, ap6s arredondamento, do nimero dado;

3. se o primeiro algarismo da parte eliminada for ndo inferior a 5, adiciona-se 1 (uma unidade) ao

algarismo da Ultima ordem decimal conservada. O numero assim obtido é a verdadeira

representacdo, apos arredondamento, do numero dado.

Ex.2

Representem-se 0s nimeros dados correctamente arredondados com as m decimais indicadas e

calculem-se os erros absolutos (e os respectivos limites superiores de erro — majorantes do erro)

associados.

X = 7 =3.1415926536 , m=2 ; x=3.14 , Ax~0.0016, Ax<0.2x107
X = 7 =3.1415926536 , m=6 ; x=3.141593 , Ax~0.00000046, AX<0.5x10°
X =~/2 =1.4142135623 m=3 ; x=1.414 , Ax~0.00021, Ax<0.3x10°°
x =-L =0.0012870012 m=5 ; x=0.00129  , Ax~0.0000030, Ax<0.3x10°
X = 98.8800102 , m=2 ; X =98.88 , Ax~0.00001, AX<0.1x1072
x = 0.099792649 , m=4 ; x =0.0998 , Ax ~0.000007 , Ax<0.1x107*
x =10.08264948 : m=4 ; x=10.0826 , Ax ~0.000049, AX<0.5x10™
x =101.2500001 , m=1 ; x=101.3 , AX~0.050, AX<0.5x10"
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Pode observar-se que o erro absoluto é sempre inferior a 0.5x10™™, pois se x esta
correctamente arredondado por arredondado (por arredondamento simétrico) com m decimais o seu
erro absoluto serd sempre Ax<0.5x10". A partir do majorante do erro absoluto sabemos qual 0 nimero
minimo de decimais correctas (m) em X.

Notar, ainda, que sempre que se trate da representacdo de um limite superior de erro, o
arredondamento deve ser efectuado “por excesso” a um digito, isto é, adicionando 1 (uma unidade) ao
primeiro algarismo significativo e rejeitamos os restantes algarismos. Este sera o procedimento habitual

gue usaremaos neste curso para representar o majorante do erro absoluto.

Notacéao de ponto flutuante

Nos computadores 0s numeros reais sao representados por um sistema de nimeros de ponto

flutuante. Diz-se que um numero x esta representado em “notacdo de ponto (ou virgula) flutuante” se

esta escrito na forma

x = +f x bf
em que f : é a chamada mantissa (ou frac¢ao)
b : a base (a base usual é a base decimal, b=10)

E : 0 expoente.

E sobejamente conhecida das calculadoras a “notag&o cientifica”, em que
1 < f <10

X

Uma das vantagens do uso da notacéo cientifica é a de que todos os algarismos que integram a

mantissa sdo significativos.

Nos problemas de “Anélise de Erros” é usual a utilizacdo da “notacdo de ponto flutuante

normalizada”, em que
01 < f <1

X

Usando a notacdo normalizada, todos os algarismos que integram a parte decimal da mantissa
sdo significativos. Considerando E o expoente da base 10 na notacdo normalizada verifica-se a
seguinte relacdo entre digitos significativos t e decimais correctas m
-m=E-t.

Ex.3
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Represente, em notacdo de virgula flutuante normalizada, 0os numeros 12.3450, 0.0003450 e

-2.05x10°. Com quantos algarismos significativos esta cada um deles representado?

12.3450 = 0.123450x10° : 6 algarismos significativos : t=6
0.0003450 = 0.3450x10°° : 4 algarismos significativos : t=4
-2.05x10° = -0.205x10°° : 3 algarismos significativos : t=3

Observamos igualmente que a relacdo —m = E —t se verifica em todas os casos (verifique!).
Ex.4
Vamos representar os numeros dados correctamente arredondados com os t algarismos

significativos indicados (usando a notacdo normalizada) e calcular os erros relativos (e os respectivos

limites superiores de erro — majorantes do erro) associados a cada arredondamento.

x=r = 31415926536 2 _ 031410 AX < 0.2x107
= 0.31415926536x10" ’ ' ., < 07x10°

-7 =  3.1415926536 - < 05x10°
=7 1 t=7 : x=03141503x100 X = 0910
= 0.31415926536x10 r, < 16x107

= = - < . -
x=+/2 14142135623 t_a ; 0141410 AX < 03x104
= 0.14142135623x10* r, < 22x10°

S _ -5
X = 0.0012870012 - ; - 0.120x10° AX < 0.3x10
= 0.12870012x10° r, < 24x10°

X =  98.8800102 - < 0.1x107
) t=4 : X = 0.9888x10? Ax = 01100

= 0.988800102x10 r, < 11x10°

x =  0.99792649 - _ 009810 AX < 0.1x10°*
= 0.99792649x10™ ’ ' o, < 11x10°

x = 10.08264948 - AX < 05x10™
i t=6 : X =0.100826 x 10’ X .

= 0.100826x10 r, < 5.0x10°
= 101.2500001 - < 05x10*

X ; t=4 : X =0.1013x10° Ax = 0510
= 0.1012500001x10 r, < 50x10*

Podemos observar que o majorante do erro relativo ¢ sempre inferior a 5.0x10™" e como tal se

x estd arredondado com t algarismos significativos, entdo r <5.0x10". Tal como efectuamos neste
exemplo, neste curso utilizaremos, no maximo, um algarismo significativo para o erro absoluto (A, ) e

dois algarismos significativos para o erro relativo (r, ).
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A notacdo de ponto flutuante utilizada pelos computadores para representar nUmeros reais tem
precisdo, isto é, um namero real é representada com um ndmero finito de digitos. Como tal o conjunto
de todos os numeros incluidos no sistema de notacdo de ponto flutuante é discreto. Mas em
contrapartida o conjunto dos numeros reais é continuo. Isto acarreta um erro de arredondamento na
representacdo de alguns numeros cujo valor exacto apenas é representado através de uma precisao
infinita. Por exemplo, o ndmero irracional 7z apresenta um nimero total de digitos infinito e como tal a
sua representacao no sistema de ponto flutuante implica sempre um certo erro de arredondamento que
varia de computador para computador. A caracteristica responsavel por este erro é designada por

unidade de arredondamento, precisdo maquina ou épsilon maquina (& _..) € € determinada pelo

maq
numero de algarismos que compde a mantissa usada pelo sistema de ponto flutuante. Para o sistema de
ponto flutuante binario definido pelo IEEE, usado pela grande maioria dos computadores, tem-se
Enaq ~107" em precisdo simples e &,,, ~10™*° em preciséo dupla.

Outra limitagdo do sistema de ponto flutuante é que, para além de ser discreto, é também finito.
Como tal nimeros excessivamente grandes ou excessivamente pequenos ndo tém representacao neste
sistema. Estes limites, designados por underflow e overflow, sdo determinadas pelo numero maximo de
algarismos que o sistema de ponto flutuante permite incluir no campo destinado ao expoente (E).
Estas caracteristicas variam igualmente conforme o tipo de normas adoptadas pelos fabricantes de
computadores (particularmente dos microprocessadores).

Resumindo, as trés grandezas que caracterizam um sistema de numeragdo de ponto flutuante
possuem a seguinte relacdo de ordem de magnitude:

0 <underflow < ¢, < overflow

4. Erros de truncatura

O erro de truncatura é a diferenca entre o resultado verdadeiro (obtido com os dados disponiveis
usando um algoritmo exacto) e o resultado produzido por um algoritmo que calcula uma solugéo
aproximada a partir dos mesmos dados. S&o exemplo deste tipo de processos de calculo aproximados a
truncatura de séries infinitas, a substituicdo de derivadas por diferengas finitas ou o terminar de uma
sequéncia iterativa antes da convergéncia. Neste capitulo analisaremos o caso do erro de truncatura do
contexto das séries numéricas e da aproximacao de funcGes através do polindbmio de Taylor.

Muitos métodos numéricos baseiam-se em processos de calculo envolvendo séries infinitas;
mas apenas é possivel considerar um numero finito de parcelas, i.e., 0 processo de célculo é truncado

(cortado) num certo ponto do seu desenvolvimento.
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Ex.5

Considerar como aproximagbes de: e = > 2n1 - = 1.64872127070013
n=0 n:

A aproximacdo ao valor real da soma da série depende do nimero de parcelas consideradas. Quanto

mais parcelas tiver a série mais digitos correctos teremos no resultado final:

Q

5
Je ~ > 1 _ 164869791666667 ~ 1.6487

=~ 2" n!
10 1

Je = > Tl 1.64872127068737 ~ 1.6487212707
n=0 n:
13 1

Je = > 5 . = 1.64872127070013
n=0 n:

Mas também

9513

Ve = znl - = 164872127070013
=0 n!

pelo que se coloca a seguinte questdo: “Quantas parcelas devem ser consideradas para célculo da

soma de uma série convergente, com erro inferior a um limite previamente fixado?” A resposta

depende do tipo de série e do critério usado na verificacdo da sua convergéncia.
4.1. Soma de uma série numeérica convergente
Por simplificacdo de linguagem, a partir deste momento, quando se mencionar “série numérica”

deve-se entender que se trata de uma “série numérica convergente”. Como calcular a sua soma, com

um erro inferior a um limite previamente fixado?

e Série alternada: > (-1)a,

Numa série alternada, o erro absoluto da soma Ag € inferior ao valor absoluto do primeiro

termo desprezado, isto é

As <[T,|=[-D)"a,

Como tal, se pretendemos que o erro absoluto seja inferior a uma certa tolerancia (A <tol ), a
série serd truncada a partir do termo de ordem n—1 se

T = ‘(—1)" a| < tol.

Ex.6
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Quantas parcelas devem ser consideradas para calcular, com cinco decimais correctas, o valor

de: i (-1

=~ 2"n!

O célculo com cinco decimais correctas equivale a que o erro absoluto seja ndao superior a

0.5x10”° (a tolerdncia maxima é tol =0.5x107°).

Pelo que vamos impor a condicao

()

< 05x10° < 1 < 0.5x107°,
2" n! 2" n!

IT,|<tol < ‘

Resolvendo por tentativas:

-1) Termo 7 (—1)"
Y < 0.5x10°° > )

n 2" n! T, t 2"n!
1 0.50x10° Falso -0.50000 00000 -0.50000 00000 -0.50000
2 0.13x10° Falso 0.12500 00000 -0.37500 00000 -0.37500
3 0.21x10™ Falso -0.02083 33333 -0.39583 33333 -0.39583
4 0.26x10” Falso 0.00260 41667 -0.39322 91667 -0.39323
5 0.26x10° Falso -0.00026 04167 -0.39348 95833 -0.39349
6 0.22x10" Falso 0.00002 17014 -0.39346 78819 -0.39347
7 0.16x107 Verdadeiro -0.00000 15501 -0.39346 94320 -0.39347
8 0.97x107 Verdadeiro 0.00000 00969 -0.39346 93352 -0.39347

Assim, para obter uma precisao de 5 decimais correcta sao necessarias sete parcelas, i.e,

f () _ i (" _ ~0.39347

~ 2"n! =~ 2"n!
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e Critério de D’Alembert:

Se a uma série de termos positivos »'a, for aplicado o critério da razéo (ou D’Alembert), a

n=1

;= . a
serle sera convergente se: <k <1
a

n

O numero de parcelas suficiente para calcular a soma s, com erro absoluto A, inferior a tol é

dado pela seguinte condigéo:

R, = Lan < tol
1-k
Ex.7
- - +00 l
Calcular, com sete decimais correctas, o valor de > )
n=1

O célculo com sete decimais correctas equivale a dizer que a tolerancia maxima para o erro

absoluto é 0.5x107.

Pelo “critério de D’ Alembert”, conclui-se que a série é convergente pois

a,, 1 < 1
a, (n+2)(2n+1) 12O

Conhecido o valor de k, é possivel determinar (por tentativas) o numero de parcelas (n)

suficiente para calcular a série com a precisio exigida (tol <0.5x10™") resolvendo em ordem a n a

seguinte desigualdade:

. < 05x10” = _1 < 05x107
11x(2n)!

n

R, = La
1-k

Tal como no exemplo anterior, vamos resolver por tentativas (iteragdes):
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1 B 1 g
i Tix(2ny ~ 0040 T = o) 2 (ni
1 0.45x10 Falso 0.5000000000 | 05000000000 | 0.5000000
2 0.38x10° Falso 0.0416666 667 |  0.5416666 667 |  0.5416667
3 0.12x10° Falso 0.0013888889 | 05430555556 |  0.5430556
4 0.23x10° Falso 0.0000248016 | 05430803571 |  0.5430804
5 0.25x107 | Verdadeiro 0.0000002 756 | 0.5430806 327 | 0.5430806
6 0.10x10° |  Verdadeiro 0.0000000021 | 05430806348 |  0.5430806
: - o e 1 & 1
Assim, com a precisdo de 7 decimais correctas: Z; i - Z; i 0.5430806

e Critério de Cauchy:

Se a uma série de termos positivos > a, for aplicado o critério de Cauchy, a série sera

n=1

convergente se: pfa, =k <1

O numero de parcelas suficiente para calcular a somas, com erro absoluto Ay inferior a tol €

dado pela seguinte condicéo:

R, = K < tol
1-k

Ex. 8

. . . & 1
Calcular, com cinco decimais correctas, o valor de >’ g
n=1 .

Pelo “critério de Cauchy”, conclui-se que a série € convergente pois que

nanﬁi:k<l
5.8

Conhecido o valor de k, é possivel determinar (por tentativas ou analiticamente) o nimero de
parcelas suficientes para calcular a soma da série com a correccao exigida:

R = K < 05x10° .
1-k 48x58"*

< 05x10°
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1 81
— — < 05x10° T =

o 4.8x5.8"* < 0510 " 5.8" le 5.8"

1 0.21x10° Falso 0.17241 37931 0.17241 37931 0.17241
2 0.36x10% Falso 0.02972 65161 0.20214 03092 0.20214
3 0.62x10" Falso 0.00512 52614 0.20726 55705 0.20727
4 0.11x107 Falso 0.00088 36658 0.20814 92363 0.20815
5 0.18x10° Falso 0.00015 23652 0.20830 15925 0.20830
6 0.32x10* Falso 0.00002 62683 0.20832 78608 0.20833
7 0.55x10™ Falso 0.00000 45290 0.20833 23898 0.20833
8 0.94x10° Verdadeiro 0.00000 07809 0.20833 31707 0.20833
9 0.16x10°® Verdadeiro 0.00000 01346 0.20833 33053 0.20833

+00 8
Assim, com a preciséo de 5 decimais >’ 51;” = 5; = 0.20833
=1 . n=1 .

O numero de parcelas suficientes para calcular a soma da série com a precisao exigida poderia,

neste caso, ser determinado analiticamente:

n
k < 05x10° = ; < 0.5x10°
1-k 4.8x5.8"
10°
In=——
o n 24 . 705
In5.8
P n==8

4.2.  Polindmio de Taylor

Muitas das séries numéricas utilizadas para aproximacdo de fun¢Ges chamadas transcendentes
(logaritmicas, exponenciais, trigonométricas, etc) derivam da Formula de Taylor também conhecida
por série de Taylor, que tem 0 nome do matematico inglés Brook Taylor (1685-1731).

Se x esta proximo de a e f uma funcdo que admite n+1 derivadas entre a e x verifica-se
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f(x)=f(a)+ ()(x a)+ ()(x a)2 4+t (:fa)(x—a)” ((M)())( a)™,

onde z € um numero entre a e x. A soma dos n+1 termos do membro direito constitui P,(x), o
polinémio de Taylor de grau n que aproxima a funcdo f em torno do ponto a, isto é,

fll

Pn(x):f(a)+¥(x—a) ()(x a)’ + f(:fa)(x—a)“.

Os termos de ordem superior ou igual a n+1 séo agrupados no termo R, que representa o resto

apos truncatura

f (n+1) (Z) (
" (n+1)!

a)™*.
Podemos, pois, escrever
f(x)=P,(x)+R (X).
Assim se queremos aproximar f(x) pelo polinémio de Taylor P,(x) com um erro absoluto A
inferior a tol devemos impor a seguinte condicao:
R,|<tol .

Para garantir que o resto |Rn| é menor que tol deve sempre considerar-se 0 seu maior valor

(majorante de R, ), em termos absolutos, para valores de z compreendidos entre a e X .

Ex.9

Vamos aproximar o valor de In(1,1) utilizando o polinébmio de Taylor do terceiro grau (n=3)
para aproximar a funcdo f (x)=In(x) em torno do ponto a =1.
Se n =3 entdo necessitamos das quatro primeiras derivadas de f

f(x)=In(x) — f@)=0

f'(x)=% S of()=1
f“(x):-i S ofr1)=-1
f"'(x)_% S fr(1)=2
f<4>(x)=—34 e

O polinébmio de Taylor de grau 3 é
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P,(X) :0+(x—1)—%(x—1)2 +%(x—1)3.
Substituindo x por 1,1 temos um valor aproximado de In(1,1)
In(1,1) = P,(1,1) =0+(0,1) —%(0,1)2 +%(0,1)3 =0,09533333333333.

Para sabermos quantas decimais exactas existem nesta aproximacao calculamos um majorante

para o erro absoluto AS

_|@.¢| _|o,0001) _

=== =0,000025<0,5x107*,
|4z | 7] 4 |

Ag <|Ry|

significando que a aproximagéo é valida até pelo menos a quarta casa decimal In(1,1) ~ 0,0953.

5. Problemas propostos

1. Sejam X, y, e z trés quantidades exactas. Por arredondamento, obtiveram-se as seguintes
aproximacoes:

X =231 y=231 z~0.000231

a) Conte o numero de casas decimais e 0 nimero de algarismos significativos correctos nas
aproximacdes dadas.

b) Calcule os limites superiores de erros absolutos e relativos em cada caso.

c) Comente os calculos efectuados nas alineas anteriores.

2. Dados os seguintes numeros:
a~-623.45 b ~ 0.00062345 ¢~ 623.45x107
d ~ -623.45x10’ e ~-1002x10™’ f ~ 1002x10°’
g ~ 0.000895 h ~ -0.000589x10™ i ~-0.058x10”

a) Escreva-os em notacdo de virgula flutuante normalizada.
b) Indique o nimero de algarismos significativos de cada um.
c) Determine os respectivos majorantes dos erros absolutos e relativos.

3. Dados os seguintes numeros:
a=+2 b=2%-3 c =419
d=0.77" e=-16 f=¢®

a) Represente-0s com t=3 e t=>5 algarismos significativos correctos.
b) Determine os erros absolutos e relativos correspondentes as varias situacdes da
alinea anterior.
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4. Dados 0s seguintes nimeros x e 0s respectivos erros absolutos Ax ou relativos ry associados,
escreva-os correctamente arredondados (use notagdo normalizada):

X A r
1.23456789 00—
123.456789 0.8x10° e
123.456789 = ---ee- 4x107°
123.456789 e 8x107°

5. Determinando previamente o numero de parcelas necessarias (n), calcule com cinco

decimais (m =5) correctas o valor das seguintes séries:

+o0 1 +0 2 n
R 5% ()
< 1 & (-’
d
O L Gy (e L () D S I CE ) R e
I 0033—7; w
3 f :
) HZ:; (n+2)! ) = (2n)!
o 2n n o —l n+l n 2n
I o3 S0
i (sn+3n) i (5n°+3n™)
. s ~1)"* n! . s I
) 31.51 7l( ! J) :
5 315171 L (2n+1)! = 357 .. -(2n+1)
+00 1 +00 2”
k I =
) ~ 2n! ) = 3n!

6. Calcule um valor aproximado de cos(47°), utilizando o polinémio de Taylor com resto de
grau 3 relativo a fungdo f(x)=cos(x), em torno de a = /4. Indique o grau de correcgéo
do resultado obtido.

7. Utilizando o polinémio de Taylor de f(x)=In(l+Xx), em torno de a=0, calcule In(5/4)
com cinco casas decimais correctas.

8. Pretende-se calcular uma aproximacdo do ndmero real c :Esin(%j com trés casas

T

. . s . x sin(x

decimais correctas, através do polinomio de Taylor que aproxima a fungdo f(x) = A

a. Determine o menor numero de termos a considerar no desenvolvimento, de modo a
obter a correccdo referida.

b. Determine o valor de ¢ de acordo com a alinea anterior e estime um majorante do erro
cometido.
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