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Problemas de Optimizacao

Optimizagao

» Dada uma fungéo f : R” — IRe um conjunto S C R, encontrar
x* € S tal que f(x*) < f(x) paratodoo x € S.

» x* é chamado minimizador ou minimo de f

» Basta considerar a minimizagéo, pois 0 maximo de f é igual ao
minimo de —f

» A fungdo objectivo f é normalmente derivavel, podendo ser
linear ao n&o linear

» O conjunto restricao S é definido por um sistema de equagbes e
inequagdes que pode ser linear ou néo linear

» Os pontos x € S sdo chamados pontos praticaveis
» Se S = R’ o problema nao tem restricdes
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Problemas de Optimizacao

Problemas de Optimizagao

» Um problema genérico de optimizagao continuo:
min f(x) sujeito a g(x) =0 e h(x) <0

emquef  R—Rg:RR—-R"eh: R - F

» Programacéao linear: f, g e h sdo todas lineares

» Programacé&o néo linear. pelo menos uma das fungbes f, ge h
€ nao linear

» Vamos considerar apenas os problemas de programagao nao
linear sem restricbes
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Optimizagé@o Unidimensional

Método de Newton para Optimizagcao Unidimensional

» Método de Newton para a resolugéo de f(x) = 0:
Xir1 = X — f(xi)/f'(x), para k=0,1,...

» Num problema de optimizagao o Método de Newton é usado
para a resolucao de f'(x) = 0:

Xk+1 = Xk — f/(Xk)/fH(Xk), para k= 0,1,...

» Converge quadraticamente (duplica o nimero de digitos
correctos em cada iteragdo k) para o zero de f'(x) desde que o
ponto de partida esteja suficientemente préximo da solu¢éo
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Optimizagé@o Unidimensional

Exemplo 1: Método de Newton

» Usar o método de Newton para minimizar f(x) = 0.5 — xe=*
» Primeira e a segunda derivada de f sdo dada por

fi(x) = (2x2 —1)e™

f7(x) = 2x(3 — 2x2)e ™

» Formula de recorréncia do Método de Newton para encontrar o
zero de f'(x) é

X1 = xk — (2xg — 1)/ (2% (3 —2x§)), para k=0,1,...

» Usando a estimativa inicial xo = 1, obtemos
k Xk f(Xk)

0 1.000 0.132
1 0500 0.111
2 0.700 0.071
3 0.707 0.071
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Optimizagdo Multidimensional

Pontos Criticos

» Para fungdes de uma Unica variavel podemos encontrar o
minimo analisando os pontos em que a derivada é igual a zero

» Generalizacao a funcdes de n variaveis consiste em encontrar
os pontos criticos, isto é, a solugao do sistema nao linear

Vi(x)=0

em que V£ (x) & o vector gradiente de f, cuja iesima
componente é 9f(x)/0x;

» Mas nem todos os pontos criticos sdo minimos: podem ser
também maximos ou pontos de sela
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Optimizagdo Multidimensional

Pontos Criticos de Funcdes Multidimensionais

» Para uma fungdo f : R" — IRduas vezes diferenciavel, podemos
distinguir os pontos criticos através da matriz Hessiana H(x),
matriz das segundas derivadas parciais, definida por

0%f(x
(HO), = 5o

que é simétrica
» Se no ponto x*, H(x*) é
» Positiva definida, entdo x* € um minimo de f
» Negativa definida, entdo x* € um maximo de f
» Indefinida, entdo x* é um ponto de sela de f
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Optimizagdo Multidimensional

Pontos Criticos de uma Funcgao Bidimensional
Regras praticas para verificar se a matriz € positiva definida:
» Factorixagéo de Cholesky existe: A= LL"
» Valores proprios de A sdo todos positivos

» Todos os determinantes superiores esquerdos de A sdo
positivos

Regras praticas para verificar se a matriz A é negativa definida:
» Valores préprios sdo todos negativos

» Determinantes superiores esquerdos de ordem par sdo
positivos, de ordem impar sao negativos

Regras praticas para verificar se a matriz é indefinida:
» Valores préprios positivos e negativos
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Optimizagdo Multidimensional

Pontos Criticos de uma Funcgao Bidimensional

Para uma funcgéo f(xq, x2) : IR — Rduas vezes diferenciavel,
podemos distinguir os seguintes casos

> |H(x*)| > 0 e 82f/9x;? > 0, entdo x* é um minimo de f
> |H(x*)| > 0 e 92f/9x;? < 0, entdo x* é um méaximo de f
» |H(x*)| <0, entdo x* & um ponto sela f
Exercicio 1: Determine os pontos criticos de cada uma das

seguintes fungdes e caracterize cada um deles como minimo,
maximo ou ponto de sela:

> f(x,y) = 2x% — 2xy + 2y?
> f(x,y) = x* —4xy + y*
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Optimizagdo Multidimensional

Método de Newton para Optimizagao Multidimensional
» Método de Newton para minimizar uma fungéo unidimensional,
procura o zero de f'(x) através da recorréncia:

Xkr1 = Xk — f//(Xk)_1 fl(Xk), para k = O, 1 yee e

» No caso multidimensional o método de Newton é usado para
procurar o zero do gradiente da fungéo, Vf(x) = 0, através da
formula de recorréncia:

Xii1 = Xk — H /(X )VF(x), para k=0,1,...
em que H(x) é a matriz Hessiana das segundas derivadas
parciais

2
(HOO}, = 5059
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Optimizagdo Multidimensional

Método de Newton, continuacao

» A matriz Hessiana nao é invertida explicitamente, em vez disso
resolve-se o sistema linear
Hf(Xk)(Sk = —Vf(X)

em ordem a dk, e depois actualiza-se a solugao aproximada

Xk41 = Xk + O

» Convergéncia quadratica mas necessita de uma boa estimativa
inicial da solugéao

» Necessita da segunda derivada da fungao
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Optimizagdo Multidimensional

Exemplo 2: Método de Newton

» Usar o método de Newton para minimizar

f(x) = 0.5x% + 2.5x2

» Gradiente e matriz Hessiana sdo dados por

vr(x)z{sﬁz] e Hf(x):{1 g}

» Escolhendo x¢ = [ 5 } obtemos Vf(xp) = { >

1 5
» Resolvendo o sistema linear H¢(xo)do = —Vf(Xo), obtemos o

-5 5 -5 0
paSSOC$0:|:_1 :|,eX1:X0+50:|:1:|+|:_1:|:|:0:|
que é a solugao exacta deste problema
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Optimizagdo Multidimensional

Método do Gradiente Conjugado

» Um outro método que ndo requer explicitamente as segundas
derivadas é o método do gradiente conjugado (CG)

» CG gera uma sequéncia de direc¢des de procura conjugadas
(ortogonais) entre elas

» Teoricamente, para fungdes objectivo quadraticas o CG
converge para a solugdo exacta num numero maximo de n
iteracoes, em que n é a dimensao do problema
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Optimizagdo Multidimensional

Algoritmo do Gradiente Conjugado

Xo = aproximacao inicial

do = Vi(Xo)
So = —%o
fork=0,1,2,...

Escolher o o que minimiza f(Xx + axSk)
Xk+1 = Xk + oSk

k1 = VI(Xgi1)

Bkt = (9;7(-+1gk+1) / (glgk)

Sk+1 = —Ok+1 + Bkr1Sk

end
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Optimizagdo Multidimensional

Exemplo 3: Método do Gradiente Conjugado
» Usar o CG para minimizar

f(x) = 0.5x? 4 2.5x3

» Gradiente é igual a Vf(x) = { 5)22 }

» Escolhendoxo = [ 5 1 | obtemos a direccéo de procura inicial
(corresponde ao gradiente negativo)

So = —go = —Vf(Xo) = { :g ]

» O minimo exacto ao longo da linha de procura é oy = 1/3, pelo
que a préxima solugdo aproximada é x; = | 3.333 —0.667 ]T
com o qual calculamos o novo gradiente

3.333
g1 = Vf(X1) = [ —3.333 :|
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Optimizagdo Multidimensional

Exemplo, continuagao

» Neste ponto, em vez de procurar na direc¢ao do gradiente
negativo calcula-se

B = (9791) / (979o) = 0.444

que origina a nova direc¢gédo de procura

—3.333 -5 —5.556
S1 =—01+ 3180 = [ 3333 } +0.444[ _5 } = [ 1111 }

» A deslocacao ao longo desta linha que minimiza a fungao é
- - T
oy = 0.6, que origina a solugéo exactax, = [ 0 0 |, tal como
seria de esperar para uma fungéo quadratica
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Consideragoes Finais

Métodos Disponiveis na NMLibforOctave

» Método de Newton: [] = opt_newton ()
» Mét. Gradiente Conjugado: [] = opt_cg ()
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Consideragoes Finais
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