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Nocéo de Derivada

Velocidade Instantanea
Posicao de um veiculo que se desloca entre dois pontos é dada por
uma funcéo y = f(x) em que x representa o tempo

>

>

Matematica |

Distancia percorrida a velocidade média: Vieq = %

Exemplo: Supondo que uma particula em movimento, cuja
posicdo é dada por y = x3 4+ 1 c¢m, inicia o deslocamento em
a=0seg. e padraem b = 12 seg., velocidade média sera
f(12) — f(0) (123 +1) — (0% +1)
= = =144
Vimed 120 1 cm/seg
Velocidade média n&o informa sobre o tipo de movimento entre
ae b, por vezes queremos saber detalhadamente o movimento
em cada instante

Velocidade instantanea:

f(b) — f(a)

Vinst = lim
inst hoa b—a
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Definicdo de Derivada
Taxa de variagdo de uma fungdo num ponto x:
d . A . f(x+ Ax) —f(x
G = m, ax = im0
€ a derivada da funcao f no ponto x
Exemplo: Uma particula em movimento, cuja posi¢ao é dada por
y = 3x% 4+ 1 cm, no tempo x = 2 seg. tem velocidade instantanea
o = Jim,
[B(2+ Ax)2+1] — [3(2)2 +1]
AX—0 Ax
12Ax + 3(Ax)?
AX—0 Ax
. (12+3Ax)Ax
lim ~—~—
AXx—0 Ax

= lim 124+ 3Ax =12 cm/seg
Ax—0
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Interpretagédo Geométrica da Derivada

» Recta secante a fungdo f(x) em x e x + Ax tem declive

Ay _ f(x+ Ax) — f(x)
Ax Ax

» Uma recta tangente a fungdo f(x) em x tem declive

im f(x+Ax) —f(x) _dy

AX—0 AXx dx

» Derivada de uma fungcdo num ponto x representa o declive da
recta tangente a funcéo nesse ponto
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Derivada como Funcéo

» Derivada de uma fungdo num ponto x qualquer resulta numa
nova funcao

» Exemplo: derivada de f(x) = 3x2 + 1 para um x qualquer
Ay im f(x + Ax) — f(x)

AI)I(T»O AX  Ax—0 Ax
_[Bx+Ax)2+1] — [8x% + 1]
= lim
Ax—0 AXx
. Bx(Ax) +3(Ax)?
= |im
AXx—0 AXx
_ jim BXFSAXAX i 6x i 3Ax  —6x
Ax—0 AX Ax—0

Derivada de f(x) é uma fungéo representada por ‘—;f, y', Z[f(x)] ou
F(X)
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Regras de Derivagao

Aplicando a definicao de derivada

d B f(x + Ax) — f(x)
ax 1= lim, Ax

deduzem-se as expressoes correspondentes as derivadas de
qualquer fungéo
De acordo com as propriedades dos limites temos

» 2 cf(x)] = cZ [f(x)], com c uma constante
> S )+ 9001 = & [FOO] + & [9(x)]
> S () — g(0] = & ()] = & [9(x)]
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Derivada de uma Fungéo Polinomial
> % (¢) = 0, com ¢ uma constante
> &) =1
> 4 (x") = nx"!

Exemplo: calcular & (2x3 + x — 6)

% (2x° +x—6) = (2x3 + x - 6)’

= (2°) + (x)' - (8)
=2(x*)+1-0
=2(3x%) + 1
=6x% 41
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Regra da cadeia:
Se y = f(u), u = g(x) e as derivadas % e % existirem, entdo a
funcdo composta definida por y = f[g(x)] tem derivada dada por

dy _dydu .0
dx  dudx = Fu)g(x)

Exemplo:se y = uv* e u = x% + 1

=3(x® +1)2(x® +1)
=3(x% +1)%(2x)
=6x(x2 +1)?
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Derivada do Produtos de Funcodes
Seja y = f(x) uma fungéo que resulta do produto de duas funcdes
y =u.vcomu = g(x)ev=h(x), entdo
dy _ v du
dx dx dx
Exemplo: calcular ~ [(4x +3)(7x —1)]
Considerando u = 4x+ 3,v=7x—-1ey=uv

Q dv v du
ax dx ax

=uw'+w

=(4x+3)(7x—1) 4+ (7x — 1)(4x + 3)’
= (4x +3)(7) + (7x — 1)(4)
=28x+21+28x—-4

=56x+17
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Derivada do Quociente de Funcoes
Seja y = f(x) uma fungéo que resulta do quociente de duas fungdes
y =u/vecomu=g(x)ev=h(x)#0, entdo

du av
dy _ Vo~ Ug

ax v2
Exemplo: calcular & ( f;;t%). Considerando u = 5x +3, v =4x% -7
ey=u/v
dy w' —uv
ax v2
 (4x2—7)(5x+3) — (5x+3)(4x2 —7)
(4x2 —7)?
_ (4x2 = 7)(5) — (5x + 3)(8x)
(4x2 —7)?
_ 20x2 — 35 — 40x2 — 24x _ —20x% — 24x — 35
, (4x2 — 72 o (4x2 7y |
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Derivada da Poténcia de uma Funcdes
Seja y = u" com u = f(x) # 0, entdo

Exemplo: calcular & (\/3x2 ) Como v3x2 — 2 = (3x2 — 2)1/2,

consideramos u =3x?> —2e y = u'/?

— %(3X2 _ 2)1/271(3)(2 _ 2)/
= %(3x2 —2)712(6x)

3x
3x2 -2
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Derivadas de Fungbes Trigonométricas
» 2 (sen(u)) = (cos(u)) %
% (cos(u)) = —(sen(u)) &
£ (1g(u)) = (sec?(u)) &
2 (cotg(u)) = —(cosec?(u)) %
& (sec(u)) = (sec®(u))(tg(u)) &

& (cosec(u)) = —(cosec(u))(cotg(u)) &

vV V. v v Vv

Exemplo: calcular % cos (x4 ) Considerando u = x* — 2x,

cosu) = —(senu)%

= —(senu)(x* — 2x)’
= —(senu)(4x® - 2)

| = (—4x° 4+ 2)sen (x* — 2x) |
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Derivadas das Funcdes Exponencial e Logaritmo

» 2 (log, u) = L(log, €)% com e = 2,718...
» Lnu)=1a

> & (bY) = Iog:edﬁ(l

> 4 () - o

Exemplo: & In(5x?) = £ (5x3)' = 1% :)%2

Exemplo: g((e—zx)—e—zx( 2x) = —2e~
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Derivada de Fungbes Implicitas

» Uma equacéo da forma y = 2x2 — 3 define explicitamente y
como fungéo de x

» A equagdo 4x2 — 2y = 6 define a mesma fungéo
» Diz-se que y é uma fungao implicita de x

Exemplo: Derivar a fungéo implicita y* + 3y — 4x3 = 5x + 1

i(y4 +3y —4x3) = i(5x+ 1)

ax ax
d .. d d 4 d d
@a(y )+ a(3}’) - &(4)( )= a(5x) + 5(1)

s4y3y' +3y' —12x2 =5+0
4y +3)y =12x° +5
,  12x2+5
© 4y8+3
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Derivadas de Ordem Superior
» Primeira derivada: y’ = f'(x) = Z [f(x)] = &
» Segunda derivada: y” = f"(x) = Z [f(x)'] = g’xg
» Terceira derivada: y"' = ""(x) = & [f(x)”] =
» n-ésima derivada: y(" = f("(x) = & [f(x)("~ ‘)] oy
Exemplo: As 4 primeiras derivadas de f(x) = 4x? — 5x + 8 — 3x~'

f'(x) :8x—5+3x‘2:8x—5+32
X

_ 6
f'(x) =8 —6x% =8 — 3
_ 18
f"(x) =18x~* = 3
fB(x)=-72x5 = _@
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Monotonia
Seja y = f(x) uma fungéo continua em [a; b] e derivavel em ]a; b|

» f'(x) > 0 para todo x € ]a; b, entdo f(x) é crescente em [a; b]
» f'(x) < 0 paratodo x € ]a; b, entéo f(x) € decrescente em [a; b]

Exemplo: Gréfico f(x) = x2
consiste en duas partes, um
decrescente e outra crescente. [ ‘ ‘ Y
Podemos saber isso a partir da \ /]
derivada que é . / |
F(x) = 2x {> 0 forx>0 . /
<0 forx<O. -
Pelo que f(x) = x2 é decre- -~
cente para x < 0 e crescente

parax >0
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Teorema do valor Médio

Seja y = f(x) uma
funcdo continua em
[a;b] e derivavel em
la b, entdo existe um
numero ¢ € la; b, tal
que

f(b) f(a)
—

f(c) =

\J

O Om=mmmmmmmmeea

L P--
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Concavidade

Exemplo: f(x) = x3 — x
Seja y = f(x) uma
funcdo derivavel num
intervalo aberto con-
tendo c¢, entédo, no ponto

(c,f(c)), o gréfico tem: .
» Concavidade para o //‘\**‘fijj‘-* ——\:?_;:;’f,/-
cimase f’(x) >0 o
» Concavidade para -
baixo se f”(x) < 0 i
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Minimos e Maximos

Exemplo:
Seja y = f(x) uma
funcao derivavel num in-
tervalo aberto contendo i

cef(c)=0:

» Se f’(c) > 0, entéo
f tem um minimo
localem ¢

» Se f’(c) < 0, entéo
f tem um maximo
local em ¢ il b
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Exercicio

Supondo que um determinado servigo de transporte dos correios
impdes que a soma do comprimento com o raio de uma embalagem
cilindrica seja inferior ou igual a 84 cm. Qual é o maior volume que é
possivel enviar por este servigo?
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