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Motivacao

Exemplo 1: aplicacédo de sistemas de equacdes lineares
Uma empresa de transportes maritimos transporta as suas
mercadorias em caixas de 3 tipos, designados por A, B e C. Por sua
vez, as caixas podem ser transportadas em contentores de 3 tipos
diferentes, designados por I, 1l e lll. Cada contentor pode transportar
as seguintes quantidades de caixas:

| A

I | 4
I3
2

B
5
2
1] 3

wnN O

Quantas caixas de cada tipo (x1, X2 € x3) deve a empresa preparar
para a eventualidade de ter ao seu dispor 42 contentores do tipo |, 27
do tipo Il ou 33 do tipo I1I?
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Motivacao, continuacgao
Exemplo 1: solugcéo é obtida resolvendo o seguinte
sistemas

3X1 + 2x2 + 2x3 = 27

4xy 4+ 5xo + 2X3 = 42
2Xy + 3Xo + 3x3 = 33

Este sistema pode representar-se na forma matricial:

4x1 + 5xo + 2x3 42 4 5 2 X1 42
3xi+2x%+2x3 | =| 27 | & | 3 2 2 X | = | 27
2Xx1 + 3Xx> + 3x3 33 2 3 3 X3 33

Como resolver este sistema?
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Representacdo Matricial de um Sistema

O sistema com m equagdes e n incégnitas pode ser representado por

ay1 X1 + aieXe + -+ - + @1nXn = by
81X1 + ag2Xo +++ + Q2nXn = b2

L @m X1 + 8meXe + -+ -+ @mnXn = bm

[ ar1x1 + ai2Xe + - + a@nXn by
ap1X1 + @pXo + -+ + 2nXn by
R =
L8m1X1 + @maXo + -+ + @mnXn bm
ay a2 ... ain Xy b4
ao1 doo ... Adopn Xo
S|, . -l =1. Ax=0b
am am2 ... @amn Xn bm
——
A X b
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Representacdo Matricial de um Sistema

Equacao Matricial

» Sistema pode ser representado pela equacdo matricial Ax = b
» A é a matriz dos coeficientes
» x é vector da incognitas (solugao so sistema)
» b é vector dos termos independentes do sistema
» Resolver o sistema consiste em resolver a equag¢ao matricial
Ax = b em ordem ao vector x

» Vamos resolver apenas sistemas em que o nimero de
equacdes € igual ao numero de incognitas (m = n), nesse caso
a matriz A é quadrada

Matematica | 6/ 46 DeMat-ESTIG




Método da Matriz Inversa Método de Cramer Método de Eliminagdo de Gauss Classificagao dos sistemas

ooe 00000
000000000

:
Representacdo Matricial de um Sistema

Resolucdo da Equacao Matricial

» Se A for quadrada e nao-singular, existe uma matriz,
representada por A~', que é inversa de A tal que

AATT=ATTA=,
» Resolver
Ax=0>b
SA'Ax=A""b
shx=A"b

asx=A"h

» A solucdo do sistema é igual a multiplicacdo da matriz inversa,
A~", pelo vector dos termos independentes, b
» Resolucéo do sistema passa por calcular A~

:
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Caélculo da Matriz Inversa

Matriz Adjunta

Definicao de Matriz Adjunta:

Considerando A uma matriz de ordem n, chama-se matriz
adjunta de A, e designa-se por adj(A), a matriz de ordem n
cujo (4, i)-ésimo elemento é o cofactor (ou complemento
algebrico) A; de aj:

Ay Az - Ainp Ay At o Am
acjay— | T e || e e e
An1 An2 T Ann A1n A2n te Ann
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Caélculo da Matriz Inversa

Exemplo 2: Matriz Adjunta

Calcular a matriz adjunta de A, do Exemplo 1, A = g g 2

Comegamos por calcular os cofactores L2903
A=D1 2 2120 Ap=(-1)2| 3 2o s
R D B - M L I
Ao = (12| 3 218 Am= (1P| 5 3= 2
Agy = (—1)** g 2 — 6 Agp = (—1)%+2 g- g _ 5
Agg = (—1)*2 gr g _ o

| Matematica | 9/ 46 DeMat-ESTiG |




Método da Matriz Inversa Método de Cramer

Método de Eliminagdo de Gauss

Classificagao dos sistemas
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Caélculo da Matriz Inversa
Exemplo 2, continuacéo
0 -5 5 0 -9 6
adj(A)=| -9 8 -2 -5 8 -2
6 -2 -7 5 -2 -7
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Calculo da Matriz Inversa

Desenvolvimento de Laplace
» Se A for quadrada e de ordem n verifica-se que

|A] se i=Kk,
0 se i#k.

» Se j = k corresponde ao determinante de A obtido através do
desenvolvimento de Laplace segundo a i-ésima linha

» Caso i # k corresponde ao determinante de uma matriz B cuja
linha k é substituida pela linha i, que pelas propriedades dos
determinantes é nulo

» Este resultado pode extender-se ao desenvolvimento de
Laplace por coluna

ain Akt + apAie + . .. + anAkn = {

|A] se j=Kk,

aijAik + ajAok + ... + anjAmk = {0 se j4k

:
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Calculo da Matriz Inversa

Exemplo 3: Desenvolvimento de Laplace

Considerando a matriz A, do Exemplo 1, vamos calcular

1. Desenvolvimento da linha 2

2. Desenvolvimento da linha 2 com os cofactores da 32 linha

3. Desenvolvimento da coluna 3 com os cofactores da 12 coluna
Respostas:

1. @21Az1+axAxn+axsAxs = (3)(—9)+(2)(8)+(2)(-2) = —15 = |A|

2. axAst + axAse + asAss = (3)(6) + (2)(-2) + (2)(-7) =0

3. aAri + axsAt + assAst = (2)(0) + (2)(-9) +(3)(6) =0
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Matriz Inversa
[ an a2 - ain |
dx1 dg2 -+ dop A A o Aj Ant
_ : : : Az Axn - Ap An2
A-adj(A) = . . .
a1 dg - dn : : : :
: : : A1n A2n T Ajn Ann
L @m @n2 -+ apn |
Como o (/,j)-ésimo elemento da matriz produto A - adj(A) é
|Al se i=j
ainAj + apApp + ... + ainApn = o
0 sei#j
: :
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Caélculo da Matriz Inversa

Matriz Inversa, continuacao

A0 - 0 10 - 0

. 0 Al -~ 0 01 --- 0
A-adi(A) =1 . . =AY | = AR

0 0 - |A 00 - 1

Da mesma forma adj(A) - A= |A|l,

adj(A) - A= [All,
1
@ rgradiA) - A=
SA A=,

:
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Caélculo da Matriz Inversa

Matriz Inversa, continuacao

Se A for uma matriz quadrada de ordem n a sua inversa é

1

Al = —
Al

adj(A)

A admite inversa se e s6 se |A| # 0

:
Matematica | 15/ 46 DeMat-ESTIG

00




Método da Matriz Inversa Método de Cramer Método de Eliminagdo de Gauss Classificagao dos sistemas
000 00000
00000000

Caélculo da Matriz Inversa

Exemplo 4: Resolucao pelo Método da Matriz Inversa

Considerando a matriz A, do Exemplo 1, vamos calcular
1. A~', a matriz inversa de A

2. Resolver o sistema Ax = b, enunciado no Exemplo 1

Respostas:

0 -9 6 0 R
1 1 5 5
A_1——adj(A)=—[—5 8 _2]:[ i1 .8 2
A —-15 3 » 5
i 5 -2 -7 3 B 1

o 2 -2 42 3

x=A"b= 1? -5 % 27 =14

-3 % 15 33 5
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Componentes do Vector Solugéo
Como vimos anteriormente, a solu¢gdo dum sistema Ax = b, com n
equagdes e nincégnitas, existe e é Unica se |A| # 0 e é dada por

(W W]
X4 . by
Xo . bo

— —_Alp— | A A . Ay
X = =ATb=| A T Al :
Xn : bn

Aip Axp Apn

L Al A [A]

Da igualdade anterior verificamos que

A1I A2/ Anl

b+

X; —b, para 1<i<n
AP A AP para )
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Método de Cramer
Seja A; uma matriz obtida de A, substituindo a coluna i por b

ann a2 - a1 by &y o an

a1 ap -+ aj_1 by a1 - asn
A= . ) . . ) .

ant dp2 - dpi—1 bn api+1 -+ @nn

Calculando |Aj| pelo desenvolvimento de Laplace da i-ésima coluna:
|Ail = b1A1j + boAgj + - - - + bpAni

= X |Al
Assim concluimos que
|A;] .
x,-:W, para i=1,2,....n
: :
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Exemplo 5: Método de Cramer
Resolver sistema Ax = b, do Exemplo 1, pelo método de Cramer

42 5 2
27 2 2
LAl _ |33 3 3] 45
"TjAl T 15 T 15
4 42 2
3 27 2
4| |2 33 3| —60
°=TA T -5 15 *
4 5 42
3 2 27
4| |2 3 33| —75
%= T 45 T 45 °
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Sistemas Equivalentes
Dois sistemas dizem-se equivalentes se todas as solu¢des de um
deles (e s6 essas) forem também solucdes do outro.

1. Dois sistemas s&o equivalentes se um for obtido do outro por
alteracao da ordem de duas das suas equagdes:
Ei - E;
2. Dois sistemas sao equivalentes se um for obtido do outro por
multiplicacdo de uma das suas equacgdes por um escalar nao

nulo:
E; — aEj, com aa#0

3. Dois sistemas séo equivalentes se a uma das suas equacdes
for adicionado (ou subtraido) um multiplo de outra equagéo:

E,' — E,‘—I—OéEj.
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Exemplo 1: Sistemas Equivalentes

Os seguintes sistemas sao equivalentes

2x—-3y+z=4 X+y—z=-1
X+y—z=-1 E1§>E2 2x -3y +z=4
Ix—z=1 3x—z=1
—X—y+z=1 —X—-y+z=1
2X+2y —2z=-2 2x +2y —2z=-2
Er 26 2x—-3y+z=4 Es—E-E | 2x—3y+z=4
3x—z=1 xX—2y+z=3
—X—-y+z=1 —X—-y+z=1
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Exemplo 1, continuacéo

Operagdes sobre equagdes apenas afecta linhas das matrizes A e b, sistema Ax = b
é representado, para efeitos de resolucéo, pela matriz aumentada [A|b]

2 -3 1 | 11 =1 ] -
L e M = 2 -3 1 | 4
3 0 -1 | 3 0 -1 | f
-1 =1 1 ] A -1 =1 1 ] A
2 2 -2 | =2 2 2 -2 | =2
L2k 2 -3 1] 4 | Ly—Llz—L 2 -3 1 4
3 0 -1 | 1 1 -2 1] 3
-1 =1 1 ] A -1 =1 1 | A
Estas operacgdes sao designadas por operacdes elementares por

linhas

:
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Sistemas Triangulares

» Os sistemas triangulares sao facilmente resolvidos por
substituicao

» Se A é triangular superior os elementos abaixo da diagonal
principal sdo nulos: a; =0 parai > je o sistema Ax =b é
resolvido por substituicao regressiva

n
Xn:bn/ann, X/: bI_Za/])(]/a” B /:n_1,71
J=i+1
» Se A é triangular inferior os elementos acima da diagonal
principal s&o todos nulos: a; = 0 para / < j e o sistema Ax = b
é resolvido por substituicao progressiva

i—1
x1:b1/a11, Xi = b,-—Za,-jxj/a,-,- s i:2,...,n
j=1
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Exemplo 2: Sistemas Triangulares
» Sistema triangular inferior

Y1 = 3
_ 2y1 + e = 7
Ay=be 4y, + 3y2 + 3 = 17

3yiv + 4y + y3 + ya = 15

» Resolvendo por substiuticao progressiva obtemos y = [3 12 O]T
» Sistema triangular superior

2x1 + X2 + X3 = 3

_ X2 + X3 + x4 =1
Ax=b<& 2x3 + 2x, = 2
2X4 =0

» Resolvendo por substituicao progressiva obtemos x = [1 0 1 O]T

: :
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Método de Gauss

1. Reduzir o sistema a forma triangular através de operagdes
elementares por linhas

2. Resolver o sistema triangular por substituicdo

Este método é por vezes designado por método de eliminagao de
Gauss, pois consiste em eliminar as incégnitas das equacgdes até se
poder resolver o sistema por substituicao

Matematica | 25/ 46 DeMat-ESTIG
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Exemplo 3: Método de Eliminacao de Gauss

2x—-3y+z=4 2 -3 1 X 4
X+y—z=-1 - 1 1 —1 -1
3x—z=1 3 0 -1 oo B
—X—-y+z=1 -1 -1 1 1
A matriz aumentada ¢ igual a
2 -8 1| 4 1 1 -1 | —
1 1 -1 | -1 | yebL 2 -8 1| 4
3 0 1] 1] =] 3 0 -1] f
-1 -1 1] 1 -1 -1 1] 1

:
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Exemplo 3, continuacgao

Ly — Ly —2L1 11 -1 =1 1 1 -1 -1
L3 +— Lz — 3L1 0 -5 3 6 Ly—Liég/S)Lz 0 -5 3 | 6
Ly — Ly + L1 0 -3 2 | 4 0 0o 1/5 | 2/5
— 0 0 0 | 0 0 0 0 | 0
Terminada a primeira faze vamos proceder a substituigdo regressiva
X + y - z = -1 _ _
~ sy + 3 = 6 J*X T 5}{ N 3(22) - ;
1/5z = 2/5 7 = 5
0 = 0 -
: :
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Exemplo 3, continuacgao
X +y - z = -1
& y = 0
z = 2
x + 0 - 2 = -1 x =1
& y = 0 <y =0
z = 2 z = 2
| Matematica | 28/ 46 DeMat-ESTiG |
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Método de Gauss-Jordan

1. Anular todos os coeficientes situados fora da diagonal principal

2. Assegurar que todos os coeficientes da diagonal principal sdo
unitarios.

Este método consiste em manter apenas uma incognita por equagao,
eliminado as restantes, de maneira a obter directamente a solugao
do sistema

Matematica | 29/ 46 DeMat-ESTIG
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Exemplo 4: Método de Gauss-Jordan

Sistema do exemplo 4

2x—-3y+z=4

X+y—z=-1

3x—z=1

—X—-y+z=1

€ equivalente a outro que pode ser representado pela matriz
aumentada

1 1 -1 | -1 Ly — Ly + L3 1 10 | 1
0 -5 3 | 6 Lo—L,—3L3 |0 -5 0 | O
o o 1] 2 — 0o o1 | 2

: :
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Exemplo 4, continuacéo
e [0 1T, [1 00
@ g 1 0 | o |0 10| 0
001 | 2 00 1|2

que corresponde ao sistema

:
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Célculo da Inversa pelo Método de Gauss-Jordan

» Se Auma matriz n x n, procuramos uma matriz B tal que

AB=BA= 1

» Colunas de B denotadas por x;, isto € B = [x{ X2 . .. Xn], com

/ .
Xi=. (1<j<n)
by
» Denotamos colunas de I, por g;, tal que /n = [eye2 . . . en], com
1 0 0
0 1 0
e = , ©€2= oo , ©en=
0 0 1
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Célculo da Inversa pelo Método de Gauss-Jordan,
continuagao

» Temos que

AB=A[x1 Xo...X5] = [Axq Axa... AXy)
» Por outro lado queremos determinar B tal que AB = I, isto é
[Ax1 AXo...Axp) =[er €2... 6]
» Que corresponde a resolver n sistemas lineares da forma
Axi=¢€, (1<j<n)

» Como a matriz dos coeficientes A é a mesma, podem ser
resolvidos em simultaneo pelo método de Gauss-Jordan
aplicado a matriz aumentada

[A|e1 €. .. en] = [A|In]

: :
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Método para Caélculo da Inversa

Dada uma matriz A de dimensdes n x n:
1. Formar a matriz aumentada [A|l], juntado a identidade /, a A

2. Reduzir através de operagdes elementares por linhas a matriz A
a matriz identidade; se nesta fase aparecer uma linha sé com
elementos nulos paramos pois significa que A ndo admite
inversa

3. Concluida a fase anterior obtemos [C|D]

31 SeC=I,entdo D= A"
3.2 Se C # Iy, entdo C tem uma linha nula. Neste caso A nao
admite inversa, € singular

:
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Exemplo 5: Inversa pelo Método de Gauss-Jordan

1.2 1
Calcularainversade A=| 0 1 0
1 2 -1
Comegamos por construir a matriz aumentada [A|/]
12 1100
01 0|0 10
12 1|0 0 1
12 1 1 00
L3 — L3 - L1 0 1 0 0 1 0
00 -2|-1 01

Matematica | 35/ 46 DeMat-ESTIG
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Exemplo 5: Inversa pelo Método de Gauss-Jordan

10 1| 1 -20
Li—L—-2L,|0 1 0| 0 10
700 -2|-1 01
1.0 1 1 -2 0
Ly——(1/2)L,3| 0 1 0 0o 1 0
|00 1|12 0 -1/2
10012 -2 1)2
Li—Li—Lg| 0 10 0 1 0 | =[hlA]
7 ]loo0 1|12 0 -1/
12 -2 12
Al = 0o 1 0
12 0 -1/2
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Classificagao dos Sistemas Quanto a Solugao

» Sistema linear pode ter
» Solugao Unica
» Solugao multipla
» Nao ter solucéo

—-x+3z=2
» Exemplo: seja o sistema ¢ 2x + 3y — 2z = —1 Verifique que
3y+4z=3
os vectores [-2 1 O]T e[7 -3 3]T séo ambos solugao deste

sistema
» Como determinar o tipo de solugcao sem resolver?

:
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Sistemas de Equagoes Lineares

Ax=b
ann a2 ... an] [x by ay Xy + aXg + -+ + ainXn by
a1 ap ... an| |x by ap1Xy + agaXp + -+ + @2pXn by
s | . . d=1.] e . =
am  8m2 --- @amnl LXn bm ami X1 + @maXe + -+ + amnXn bm
ar az ain by
ap1 apo agn by
Sxg| .| +x| .|+ xn| L | =] .| ©exjai1+xan+...+xpan=>b
am amz amn bm

» Vector b é gerado pela combinagao linear dos vectores coluna de A
» Vector x contém os coeficientes da combinagao linear

Matematica | 38/ 46 DeMat-ESTIG
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:

Sistemas com 2 equacoes 2 incégnitas

Ax=>b
air aiz| (x| _ b ai aiz| _ |by
<[ Sl ol = 1) o ] e 23] - 15

» Vectores aj; € ajp € R geram qualquer vector b € IR se forem
nao colineares: |A| # 0 = solugéo Unica

» Se aj e ajp forem colineares (|A| = 0) s6 geram b se este for
também colinear |A;| = 0 (para j = 1 ou 2) = solugdo multipla

:
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: :

Interpretacdo Geométrica de um Sistemas 2 x 2

X2ai2 ai2

ai1 e ai2 nao colineares: solugéo Unica ai1, ai2 e b colineares: solugao multipla

ai1 e ai2 colineares e b n&o colinear: ndo existe solugdo
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: :

Sistemas com 3 equacdes 3 incdgnitas

Ax=0>b
ay a2 ais| [x by a4 P a3 by
S |ax axn axs| |Xe| = |b| © X1 |a|+Xe |G| +Xs |G| = b2
a3y azp ass| | X3 bs as asp ass bs

» Vectores aj1, ajp € ajz € IR geram qualquer vector b € IR se
forem nao coplanares: |A| # 0 = solucao Unica

» Se aj , ajpp e ajz forem coplanares (|A| = 0) s6 geram b se este
for também coplanar |Aj| = 0 (paraj =1 e 2) = solucao
multipla
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Classificacao

Sistemas com n equacdes n incognitas

Sistema Ax = bcom Ade ordem nx n
1. Sistema consistente (sistema com solugao)
1.1 Solugéo Unica |A| #0
1.2 Solucao multipla |A|=0e |Aj| =0,paraj=1,2,...,n—1

2. Sistema inconsistente |A| = 0 e existir um A; tal que |A;| # 0,

j=1,2,...,n—1 (sistema sem solugéo)

: :
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Classificacao

Exemplo 6: classificagcao de sistemas lineares

-1 0 3 X 2
Ax=b<& 2 3 2 |.|ly|=1]-1
0 3 4 z 3

1. Indique que tipo de solucdo (sem a calcular) admite este
sistema

2. Calcule a solugao do sistema

-1 0 3
|A| = 2 3 -2 | =0 solugdo multipla ou sem solugao
0 3 4
2 0 8 -1 2 3
[A]=| =1 3 -2 |=0e|A]=| 2 -1 -2|=0
3 3 4 0 4
lucAn miiltin |
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000
000000000

00e00
:
Classificacao

Exemplo 7, continuagao

Aplicando o método de eliminagéo de Gauss

-1 0 3 | 2 L Loiold -1 0 3 | 2
Able| 2 3 —2 | -1 |k 03 4| 3
03 4| 3 03 4| 3
Lo l2 -1 0 3 | 2 —x+3z=2 X=_-2+3z
YEET|0 3 4 | 3! By+4z=83 o y=3%
0 00 1] O 0=0 zeR
—2+ 3«
Solugao geral é | 3% | coma € R

(0%
Podemos obter solugbes particulares atribuindo valores a «

:
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Classificacdo

Sistemas homogéneos

Sistemas em que o vector dos termos independentes € o vector nulo
Ax =0
Tém sempre pelo menos uma solugéo:
» Se |Al #0, x = A0 = 0 (solug&o trivial x = 0 é Unica)

> se |A| = 0 entdo como a coluna j de A; é nula temos |A;| =0
(solugao multipla)

—X+3z=0
Exemplo: Ax=0< ¢ 2x+3y —2z =0 , como |A| = 0, verifique
3y+4z=0

gue admite outras solugdes para além da trivial, [0 O O]T, como por
exemplo [9 — 4 3]T
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Classificacao
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