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Introducdo aos Determinantes

» Determinante de uma matriz quadrada A de ordem n é um
escalar denotado por |A| ou det(A)

» Vai determinar se os vectores coluna da matriz A sdo
linearmente dependentes (colineares ou complanares) ou nao

» Regra de calculo do determinante varia com ordem da matriz A
» Determinate de uma matriz A = [ay1], de ordem 1 x 1, é

|Al = a4
» Exemplo: se A= [-3], entdo |A| = -3
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Definigao

» Determinante de uma matriz quadrada A de ordem 2 é dado por

a a2
o

= ay1do2 — a21812
dz1 a2 ] ‘

» Corresponde a subtrac¢do do produto dos elementos da
diagonal principal pelo produto da diagonal secundaria
» Exemplo: determinante de A = [ _] _2 ] é

a=\7 2]l-enca-me -2
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Interpretacdo Geométrica

Interpretacédo Geométrica

» Paralelogramo gerado pelos vectores coluna de A = [ Z 3 ]

p
A1 no
A1
b
A2 A3
0 (I: a atc
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Interpretacdo Geométrica

Interpretagdo Geométrica, continuagao

» Vamos calcular a area Ap do paralelogramo gerado pelos
vectores coluna de A
» Sabemos que 2A1 +2A; + 2A3 + Ay = (a+¢)(b+d)

&2 <%d> +2<%’> +2cb+ Ay = ab+ ad +cb + cd

<cd+ab+2cb+ Ap=ab+ ad + cb+ cd
<A, =ab+ad+ cb+ cd — cd — ab — 2cb
SAp=ad—cb

Ay = |A|

a a
ShA, = 11 12
azy a2
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Interpretagédo Geométrica, continuacao

» Trocando a ordem das colunas de A obtemos a matriz
c a . , ,
B= Jd b | cu° determinante é

|B| =cb—ad = — (ad — cb) = — |A]|

» Valor absoluto do determinante corresponde a area do
paralelogramo

» Area de paralelogramo gerado por vectores colineares é nula,
pelo que o respectivo determinate serd igual a zero
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Exemplo 1: Interpretacdo Geométrica do Determinante

1. Calcular area do paralelogramo gerado por v = _i } e

-1

. -3 9| . =
2. Indique se os vectores w = 1 |€Z=| _3 |s@oounao
colineares
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Definicao

Determinante de uma matriz quadrada A de ordem 3 é um escalar calculado
da seguinte maneira

any a2 ais

[Al=1| @1 a2 ax
az1 ds2 dass
= 811822833 + a31812823 + 821832813 — 831322813 — 821812833 — A11832823
= (@11822833 + @21832813 + 831812823) — (831820813 + 821812833 + @11832823)
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Regra de Sarrus

Regra de Sarrus- Regra pratica para determinante de uma matriz de ordem 3
1. Repetir as duas primeiras colunas
2. Somar o produto das diagonais principais
3. Subtrair o produto das diagonais secundarias

ayy a2 a3 | air ane
|Al =| @21 ax ap3 | ax ax
dzy dgzz ds3 | a3y ase

= ay1822833 + A12823831 1 aA13

21832 —3az1 22813 — dz2d23di1 — azzdz1ai2

= (@118z2833 + 12823831 + A13821832) — (831820813 + 832823811 + A33821812)
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Regra de Sarrus

Exemplo 2: determinante de ordem 3 pela regra de Sarrus
3

Calcule o determinante da matrizA= | 2 1 3
31 2

1 2 3|1 2

|Al=12 1 3|2 1

3 1 2|13 1

=(MM(2) + (2)B3)3) + (3)(2)(1)-(3)(1)(3) = (HE)(1) - (2)(2)(2)
=2+18+6-9-3-8

=26-20

=6
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Interpretagcao Geométrica do Determinante de Ordem 3

Paralelepipedo gerado

pelas coluna de
» Determinate de A

aiy a2 ais (em valor absoluto)
A=[uvw]=| a1 ax axs € igual ao volume
ds1 asp ass do paralelepipedo
> Vp=|det(A)
» Sinal do |A|
depende da ordem
Vp dos vectores

> |A| = 0 se vectores
forem complanares
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Interpretacao Geométrica do Determinante de Ordem 3 |

Exemplo 3: volume de um paralelepipedo

» Calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos vectores

T

» Resposta

2 -2

Al =

NN = =

3
1

N = W
N = —

1

= (1)(3)(2) + (=2)(1)(2) + (3)(N)(1)—(2)(3)(3) — () (1) (1) — (2)(1)(-2)
—6-4+3-18—1+4
=-10

» Volume = 10

:
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Definigéo:

Seja A uma matriz n x n. Seja Mj a submatriz (n—1)(n—1)de A
obtida eliminado-se a linha i e a coluna j de A. O determinante |M| €
chamado determinate menor ou simplesmente menor associado a a.

Exempilo:
. 4 6
Se]aA—|: ,|M12|:‘ 7 92 ’:8—42:—34
3 -
|M23|7‘ 2 4 ‘73+7710
-1 2
|M31|—‘ 5 6 ‘——6—10_—16
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Definigéo:

Seja A uma matriz n x n. O cofactor Aj; associado a a; € definido por

Ay = (1) M

Exemplo:
3 -1 2
Seja A a mesma matriz do exemplo anterior A= | 4 5 6 |, Sabendo que
7 1 2

[My2| = —34, |Mog| = 10 e |M3¢| = —16 temos
Az = (—1)""2 |Myp| = (—1)(—34) = 34
Agz = (—1)%"3 [Mys| = (—1)(10) = —10
Agp = (—1)3" [Myy| = (1)(—16) = —16
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Desenvolvimento de Laplace

Definicao:
Seja A uma matriz n x n. O determinate de A pode ser calculado
através do desenvolvimento de Laplace da linha i (1 < i < n):

|Al = ainAir + @pAi2 + ... + ainAin
Determinate de A pode também pode ser calculado também através
do desenvolvimento de Laplace da coluna j (1 <j < n):

|A| = aU-AU- + a2,-A2/- 4+ ...+ a,,,-A,,/-

:
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Desenvolvimento de Laplace
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Exemplo:
1 2 - 4
. -4 2 1 3
Vamos calcular o determinante de A = 30 0 -3
2 0 -2 3

Resolucéo:

Vamos fazer o desenvolvimento de Laplace pela terceira linha (tem mais zeros!):

|Al =a31As1 + a32A32 + @33 A3z + @34A34
=ag(—1)*"" [Ma| + aga(—1)%"2 [Maz| + asz(—1)>"3 [Mag| + asa(—1)3 [May]
=(3)(1) [Ma1] + (0)(—1) [Ma2| + (0)(1) [Mag| + (=3)(—1) [Ma4|

2 -3 4 1 2 -3
=@3)|2 1 3 |+0+0+(3) -4 2 1
0 —2 3 2 0 -2
= (3)(20) + (3)(—4)
=48
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Alguma Propriedades dos Determinantes
: :
> |A| = [AT|
» Se B uma matriz obtida a partir de A trocando duas linhas (ou
colunas) entao |B| = — |A|

» Se B uma matriz obtida a partir de A somando a linha ¢
multiplicada por um escalar « a linha i entdo |B| = |A|

» Se B uma matriz obtida a partir de A somando a coluna k
multiplicada por um escalar 3 a coluna j entdo |B| = |A|

» Se A uma matriz triangular (superior ou inferior) entao
|A| = ay1822 ... 8nn

|AB| = |A| B

v
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