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Motivagao
Regra dos Trapézios
Regra de Simpson

Integragdo Numérica

Integracao Numérica

@ Queremos calcular ,
= / f(x)dx
a

mas nao podemos utilizar as técnicas de primitivacao
e Primitiva de f(x) é dificil ou impossivel de calcular
e f(x) é uma funcdo discreta, apenas conhecida em alguns
pontos
@ Técnicas de integracdo numérica sao por vezes a Unica forma
de calcular o valor do integral definido
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Integragdo Numérica

Regra dos Trapézios

b
@ Para calcular / = [ f(x)dx
a

@ Supomos que o intervalo [a b] esta subdividido em n
subintervalos de amplitude h = (b — a)/n, delimitados pelas
seguintes abcissas
a=X<Xg<Xp<---<X_1<X<---<Xp=Db,istoe,
Xi—X_1=h, j=1,---,n

@ Usando a notagao f; = f(x;), se unirmos os pontos (Xj_1, fi_1) €
(x;, f;) por um segmento de recta aproximamos a area abaixo da
funcao no intervalo j através da area de um trapézio, i.e,

h

A= 5 (o + 1)

@ Erro cometido A; = %f”(g), com xj_1 < § < X;
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Motivagao
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Regra dos Trapézios, continuagao
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Motivagao
Regra dos Trapézios
Regra de Simpson

Integragdo Numérica

Regra dos Trapézios Composta

@ Somando a area de todos os trapézios obtemos uma
aproximagdo do integral entre ae b

I =~ A1 +Ax+---+ A,
| ~ %(fo+f1)+g(f1+fz)+~~+g(fn_1+fn)
| =~ E(fo+2f1+2f2+"‘+2fn_1Jrfn)
n—1
/zg<f0+f,,+ 2f; | .
j=1
@ Erro cometido (b a
—da -7
Ae=""qop 1

com 7'~ ZEE) g e (g b)

@ Formula pode ser utilizada para estimar o erro em fungéo do
numero n = (b — a)/h de subintervalos ou, inversamente, para
estimar o numero de subintervalos necessarios para reduzir o

erro abaixo de certa tolerancia
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Motivagao
Regra dos Trapézios
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Integragdo Numérica

Exercicio 1: Regra dos Trapézios

@ Determine, pela regra dos trapézios, um valor aproximado de

|
| = /e*Xde
0

para intervalos de comprimento h = 0.25
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Motivagao
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Exercicio 1: Resolugao

Como h=0.25,n=(b—a)/h= (1 —0)/0.25 = 4 subintervalos.

3
| ~ g fo+f4—|—22fj
j=1
I ~ Blfo+f+2(f + 6+ 5)
| ~ g[e—xg+e—"5+2 e—X12+e—X22+e—X32)}

-~

~ 025 [e*OZ +e g2 (e*°‘252 +e 0% 4 e*‘”szﬂ
| ~ 0.74298
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Exercicio 1: Resolugao, continuagédo

Trabalhamos em valor absoluto: |A;| = )7(‘1’;,‘;’2)3 f

Estimamos por excesso o valor de " (x)

(b—a)’-

f (b B a)3
12n?

= |- Tiere

ot
com M = maxo<x<1 f (x)

Como f*)(x) = (4x2 —2) e, M = f'(1) = 0.7358
As| < (59 x 0.7358 ~ 0.39 x 102
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Regra de Simpson

@ Regra de Simpson consiste em aproximar a fungao por um
polinémio do segundo grau que une os pontos (Xj_1, fi_1), (X;, f;)
e (Xjt1, fiv1)

@ Integrando o polindmio do segundo grau obtemos

h
5 (1 40+ fr)

@ Erro cometido Ay = — & f4)(¢), com x;_1 < £ < Xj_
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Regra de Simpson, continuagéao
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Regra de Simpson Composta

@ Repetindo a regra de Simpson para todos os pares de
subintervalos entre [a b]

I~ btly++h
| ~ %(fo+4f1+f2)+§(f2+4f3+f4)+"'+g(fn72+4fnf1+fn)
| =~ é(fo+4f1 +2h+4f+ 26 + -+ 2f o+ 4fh_1 + 1y)

Q

h n/2 n/2
I =~ 3| fo+fh+4> fhi1+2) hio
=1 j—2
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Motivagao
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Regra de Simpson Composta, continuagao

@ Como este método se baseia em agrupar os subintervalos dois
a dois, o numero total de intervalos ntem de ser par

@ Erro cometido (b ay
— a -
- _\F 9 M)
As 180t |
com F4) ~ Zis e ’), &i € [aj, bi], 0 valor médio da quarta
derlvada no mtervalo [a, b]
@ Tal como no métodos dos trapézios £ ndo é conhecido, pelo que
deve ser escolhido de forma a majorar o valor absoluto do erro
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Motivagao
Regra dos Trapézios
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Exercicio 2: Regra de Simpson

@ Determine, pela regra de Simpson, um valor aproximado de

|
| = /e*Xde
0

para intervalos de comprimento h = 0.25
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Exercicio 2: Resolugao

Como h=0.25,n=(b—a)/h= (1 —0)/0.25 = 4 subintervalos.

2 2
| ~ g fo+f4+42f2j,1 +22f2j2>
= =
| =~ 8o+ fa+4(f + )+ 25)
|~ B [e"‘g re X 44(e X 4e%) 420 %
0

2

3
| ~ 0.74686

~ 025 {e*OZ +e 4 (e*°~252 + e*°‘752) + 2e*°'51
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Exercicio 2: Resolugao, continuagédo

Trabalhamos em valor absoluto: |Ag| = ’—%7(4)‘
Estimamos por excesso o valor de 7(4)(x)

(b—a)°

_|_(b—a)°q
[Asl = ’_f 180m*

180m*

=g
com M = maxg<x<1 f*(x)
Como ) (x) = (12 — 48x2 + 16x*) e, M = f(*)(0) = 12

As| < L0 1124 0.27 x 1072

Carlos Balsa Métodos Numéricos



Primeiras Derivadas
Diferenciagdo Numérica Segundas Derivadas

Diferenciacdo Numérica

@ Dada uma fungéo f : R— RRe 0s passos h e —h, para aproximar
a primeira e a segunda derivada em x expandimos em séries de

Taylor
H he
f(x + h) = f(x) + hf'(x) + Ef”(x) + Ef”’(x) e
K he
e f(x—h)="f(x)— hf'(x)+ Ef”(x) — gf’”(x) .

@ Resolvendo em ordem a f'(x) na primeira série obtemos a
formula da diferenca em avango

F(x) = f(x+h/)7— f(x) f”éx)fH_m

_f(x+h) —f(x)
N
de primeira ordem pois 0 maior termo desprezado é O (h).
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Primeiras Derivadas
Diferenciagdo Numérica Segundas Derivadas

Diferenciacao Numérica, continuacao

@ Da mesma maneira, a partir da segunda série derivamos a
formula da diferenca em atraso
iy fX)—fx=h)  F'(x)
f'(x) = h + 5 h+...
_f(x) = f(x—h)

~ 5

h

que também é de primeira ordem pois 0 maior termo
desprezado é igualmente O (h).
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Primeiras Derivadas
Diferenciagdo Numérica Segundas Derivadas

Diferenciacao Numérica, continuacao

@ Subtraindo a segunda série a primeira obtemos a formula da
diferenca centrada

P = [0+ h)z—hf(x ~h f”’éx) 2o

_f(x+h)—f(x—h)
~ 2h ’

que é de segunda ordem pois 0 maior termo desprezado é
O (h?).
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Primeiras Derivadas
Diferenciagao Numérica Segundas Derivadas

Diferenciacao Numérica, continuacao

@ Finalmente, adicionando as duas séries obtemos a formula da
diferenca centrada para a sequnda derivada

- — (v)
() = f(x+ h) 21;52)() +fx—h) f 1éx) e
_ f(x+h)—2f(x) + f(x — h)
~ = ,

cuja exactidao é também de segunda ordem.
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Primeiras Derivadas
Diferenciagao Numérica Segundas Derivadas

Exercicio 3: Diferenciagao Numérica

Considere f(x) = e~**
@ Aproxime numericamente a primeira derivada de f(x), em
x = 0.5 utilizando h = 0.25, através de
@ Formula da diferenga em avanco
@ Formula da diferenca em atraso
© Formula da diferenga centrada

@ Aproxime numericamente a segunda derivada de f(x), em
x = 0.75 utilizando h = 0.25, e faga uma estimativa do erro
cometido
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Primeiras Derivadas
Diferenciagao Numérica Segundas Derivadas

Consideragoes Finais

— Métodos Disponiveis na NMLibforOctave:
@ Método dos trapézios: I = inte_trapez (fun,a,b,n)
@ Método de Simpson: T = inte_simpson (fun, a, b, n)
— BIBLIOGRAFIA: Exposicdo baseada essencialmente em
@ A. Santos e C. Balsa. Texto de Apoio a disciplina de Métodos
Numéricos, DMat-ESTIiG, 2007 (Capitulo 6)
@ Steven C. Chapra e Raymond P. Canale, "Métodos Numéricos
para Engenharia”, McGraw-Hill, 2008 (Capitulo 20, parte 6)
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