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Grandezas Vectoriais

Grandezas escalares e vectoriais

» Grandezas fisicas escalares: massa, energia, volume...

» Escalares: quantidades que sao descritas completamente por
um s6 numero (real ou complexo)
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Calculo Matricial
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Grandezas Vectoriais

Grandezas escalares e vectoriais

» Grandezas fisicas escalares: massa, energia, volume...

» Escalares: quantidades que séo descritas completamente por
um sé numero (real ou complexo)

» Grandezas fisicas vectoriais: velocidade, forga, aceleragao...

» Vectores: caracterizam-se pela sua dimensao, direc¢édo e
sentido
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Grandezas Vectoriais

Grandezas escalares e vectoriais

» Grandezas fisicas escalares: massa, energia, volume...

» Escalares: quantidades que séo descritas completamente por
um s6 numero (real ou complexo)

» Grandezas fisicas vectoriais: velocidade, forga, aceleragao...

» Vectores: caracterizam-se pela sua dimensao, direc¢édo e
sentido

» Exemplos:

Vector velocidade no deslocamento de
um ponto moével ao longo da sua

s For¢a gravitacional exercida pela
trajectoria.

Terra sobre um satélite. . = Dac
I———
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Grandezas Vectoriais

Representagao de um vector

Vi

Vo
» Sequéncia de escalares em linha [v; V»...v,] ou coluna

Vn

(=] = = QA
: :
Matematica | 4/33

DeMat-ESTIG
00




Calculo Vectorial

Calculo Matricial
oe
000

0000
00000

Grandezas Vectoriais

Representagao de um vector

Vi

Vo
» Sequéncia de escalares em linha [v; V»...v,] ou coluna

Vn
» Cada escalar corresponde a uma coordenada ou componente
num referencial cartesiano

» Exemplos: v=[x y]e Reu=[x y zZ]c R

z
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Operagdes com Vectores
: :
Adicao de Vectores
> Seja Vv =[vy Va...Vp] € V = [Uy Up...Us] dois vectores de R’
> Adicdo: v+u=[vi+ Us Vo + Uo..Vy+ Uyl €R’
» Subtraccdo: v—u=[vy —Uj Vo — Up...Vy — Up] € R’
(=] = = = A
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Operagdes com Vectores

Adicao de Vectores

> Seja Vv =[vy Va...Vp] € V = [Uy Up...Us] dois vectores de R’
> Adicdo: v+u=[vi+ Us Vo + Uo..Vy+ Uyl €R’

» Subtraccdo: v—u=[vy —Uj Vo — Up...Vy — Up] € R’

» Geometricamente:

o = - = E 9Dac
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Operagdes com Vectores
: :
Multiplicagado por um escalar
» Multiplicacdo por um escalar: se « € R\ {0}, av =va e R’
=} F = E E 9ODaACe
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Calculo Matricial

Operagdes com Vectores

Multiplicagado por um escalar

» Multiplicagdo por um escalar: se « € R\ {0}, av = va e X’
Direcgao de av é igual a de v

Sentido de av éigualacde vse a > 0

Sentido de av é contrarioao de vse a < 0

Dimenséo de av é maior do que ade v se |a| > 1
Dimenséo de av € menor do que ade v se |a| < 1

v

vV vyVvVYyy
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Operagdes com Vectores

Propriedade

» Sejam u, v e w vectores arbitrarios de R’; sejam « e 3 dois
escalares arbitrarios reais, entdo u+ v ¢ R
1. u+v=v+u
2. ut+(v+w)=(v+u)+w
3. Existe um vector 0 em R" tal que u+ 0 =0+ u = u para
todoou e R’
4. Existe um vector —u em R’ tal que

U+ (—u)=(-u)+u=0paratodoou e R’

o = = = = 9Dac
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Operagdes com Vectores

Propriedade

» Sejam u, v e w vectores arbitrarios de R’; sejam « e 3 dois
escalares arbitrarios reais, entdo u+ v ¢ R
1. u+v=v+u
2. ut+(v+w)=(v+u)+w
3. Existe um vector 0 em R" tal que u+ 0 =0+ u = u para
todoou e R’
4. Existe um vector —u em R’ tal que
U+ (—u)=(-u)+u=0paratodoou e R’
» au € R’ (R’ é fechado em relagédo a multiplicagdo por um
escalar)
1. a(u+v)=av+au
2. (a+pBu=au+pu
3. a(pu) = (af)u

4. lu=u

Q>
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Produto Escalar

Produto Escalar

> Seja Vv =[vy Va...Vp] € U= [Uy Up...Us] dois vectores de R’
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Produto Escalar
: :
Produto Escalar
> Seja Vv =[vy Va...Vp] € U= [Uy Up...Us] dois vectores de R’
uy
ye u2
» Vector transposto de u, representado por u”, é
Uun
=] = - = = Qe
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Produto Escalar

Produto Escalar

> Seja Vv =[vy Va...Vp] € U= [Uy Up...Us] dois vectores de R’
U
7 u2
» Vector transposto de u, representado por u”, é
Uun
» Norma do vector v representa o seu comprimento, € dada por
Vil =/ V¥ +v§ +--+ VE
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Produto Escalar

Produto Escalar

> Seja Vv =[vy Va...Vp] € U= [Uy Up...Us] dois vectores de R’

U
7 u2
» Vector transposto de u, representado por u”, é
Uun
» Norma do vector v representa o seu comprimento, € dada por

Vil =/ V¥ +v§ +--+ VE
» Produto escalar (ou interno) de v por u é dado por

uq
T U2
vau' =[vi va..vp). Ll =viup 4+ Vol - - 4 VpUp
Un CRE= =, = 9ac
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Produto Escalar

Projeccao de um Vector

» Componente de um vector v sobre um vector u é dada por
Cu(v) = ||v||cos(8), com 6 = L(v,u) (0 <6 <)

o = = E E DA
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Produto Escalar

Projeccao de um Vector

» Componente de um vector v sobre um vector u é dada por
Cu(v) =||v||cos(#), com 8 = Z(v,u) (0 <60 <)

» Vector projecgao de v sobre um vector u é dada por
proju(v) = Cu(V)rn

flull

E
Proj(v) u

o =] = = = 9ae
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Produto Escalar

Produto Escalar, continuagao

» Prova-se que v.u’ = ||v| |lu| cos(9), isto &, v.uT = Cy(v) ||ul|

(=] = = QA
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Calculo Matricial

Produto Escalar

Produto Escalar, continuagao

» Prova-se que v.u’ = ||v| |lu| cos(9), isto &, v.uT = Cy(v) ||ul|

» v.u’ representa o produto da componente de v sobre u, vezes
a norma de u; se u for unitario v.u’ representa apenas a
componente de v sobre u

» v.u” =0se ue vforem ortogonais (perpendiculares)
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Produto Escalar

Produto Escalar, continuagao

» Prova-se que v.u’ = ||v| |lu| cos(9), isto &, v.uT = Cy(v) ||ul|

» v.u’ representa o produto da componente de v sobre u, vezes
a norma de u; se u for unitario v.u’ representa apenas a
componente de v sobre u

» v.u” =0se ue vforem ortogonais (perpendiculares)
> vy’ = ||v|?
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Produto Escalar

Propriedade do Produto Escalar

» Se u, v e w sao vectores linha em R e o € um escalar, entdo:

1. uu” >0paratodou#0,uv’ =0seesdéseu=0
2. uvl =vu’

3. (u+v)wh =uw +v.w’

4. a(u).v=u.(av)=a(u.v)

o =] = = = 9ae
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Calculo Matricial

Produto Escalar

Exercicio 1

Sejav =[22 —1] e u=[20 1] dois vectores de R®
1.

o M @D

Calcule v.u”

Calcule ||v| e |lull

Calcule a componente de v sobre u
Calcule o vector projecgao de v sobre u

Obtenha um vector ortogonal a u

£ DA
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Calculo Matricial

Introducao

Matrizes

» Um arranjo rectangular de m x n escalares (reais ou complexos)
distribuidos por linhas ou colunas designa-se matriz de ordem

(ou do tipo) m x n:

ayr  ape ain
a1 a2 don )
A= . m linhas
am ame amn
n colunas
(=] = = A
:
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Introducao

Elementos de um Matrizes

» Os numeros a1, aio,
entradas) da matriz A

> Matriz A=[g;],i=1,2,...,mej=1,2,..,n

...,amn Sa0 designados por elementos (ou

linhai|... a

coluna j

» Matriz € um conjunto de vectores linha ou coluna, um vector é
uma matriz linha ou coluna

£ DA
|
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Introducao

Matrizes Quadradas

» Matriz quadrada: ndmero de linhas igual ao nimero de colunas

=} = = AP N G4
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Calculo Matricial

Introducao

Matrizes Quadradas

» Matriz quadrada: ndmero de linhas igual ao nimero de colunas

» Elementos ayq, as, ..., app, de uma matriz quadrada de ordem n
formam a chamada diagonal principal, se todos os elementos
sdo nulos fora da diagonal principal temos uma matriz diagonal

» Exemplos de matrizes quadradas:

o2 L [e ot
B=|5 3 1 D=
6 4 2 0 020
0 0 0 6
= & - = = 9ae
| Matematica | 15/ 33
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Introducao

Igualdade de Matrizes

Dadas as matrizes A= [gj]comi=1,...,pej=1,...,qe
B =[bj],comi=1,....mej=1,...,n,dir-se-80 iguais se, e
SO se:

1. Ae Btiverem o mesmo nimero de linhas e 0 mesmo niimero de
colunas (p=meqg=n)

2. Se todos os elementos correspondentes das duas matrizes
forem iguais, isto é, a; = b; paratodosi=1,....,me
j=1,...,n Entdo podemos escrever A= B

[} ﬁl = v/:\ \ \::v
: :
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Adicao de Matrizes

Adicao (ou subtraccao) de Matrizes

» SeA=[gjleB=[pjjcomi=1,2,...mej=1,2,...n
define-se a matriz soma destas duas matrizes como sendo a
matriz C = [c;] de ordem m x n cujos elementos sao dados por:

ci=aj+b; para i=12,...m e j=12,..,n

Podemos entao escreverque C=A+ B

o & - = = 9wae
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Adicao de Matrizes

Adicao (ou subtraccao) de Matrizes

» SeA=[gjleB=[pjjcomi=1,2,...mej=1,2,...n
define-se a matriz soma destas duas matrizes como sendo a
matriz C = [c;] de ordem m x n cujos elementos sao dados por:

Ci=aj+b; para i=12,..m e j=1,2,..,n

Podemos entao escreverque C=A+ B

» Da mesma forma a subtrac¢é@o de A por B resulta numa matriz
C = [cjj] de ordem m x n cujos elementos s&o dados por:

ci=aj—b; para i=12,.m e j=1,2,..,n

Podemos entdo escreverque C=A—-B

Matematica | 17/ 33
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Adic&o de Matrizes

Adicao e Subtracgao de Matrizes, Exemplo

1 0 2 -4 3 -2
» SeglamA=|5 3 1 |eB= 5 5 1
6 4 2 3 4 9
o F = E E 9ODaACe
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Adicao de Matrizes

Adicao e Subtracgao de Matrizes, Exemplo

1 0 2 -4 3 -2
» SejamA=|5 3 1 |eB= 5 5 1
[ 6 4 2 ] [ 3 4 9 ]
» Se chamarmos C a soma das matrizes A e B, entdo

1+(—4) 0+3 2+(-2) 33 0
C=A+B=| 5+5 3+5 141 |=| 10 8 2
6+3 4+4 249 9 8 11

=} = = E E DA

:
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Calculo Matricial

Adicao de Matrizes

Adicao e Subtracgao de Matrizes, Exemplo

1 0 2
» SejamA=|5 3 1 |eB=

6 4 2

—4 3
5 5
3 4

|

» Se chamarmos C a soma das matrizes A e B, entdo

[(14+(—4) 0+3 2+ (-2) ] [ -8 3 0
C=A+B= 5+45 3+5 1+1 10 8 2
6+3 4+4 249 9 8 11
» Se chamarmos D a subtrac¢do das matrizes A e B, entao
[1—-(-4) 0-3 2—(-2) [5 -3 4
D=A-B= 5-5 3-5 1-1 0 -2 0
6-3 4-4 2-9 '3 0 -7
= = = = 9ae
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Adicao de Matrizes

Propriedades da Adicao de Matrizes

Se as matrizes A, B e C tiverem dimensoes m x n, verifica-se:
» A-B=B+A

» A+(B+C)=(A+B)+C

» Existe uma Unica matriz 0, chamada matriz nula, com as
mesmas dimensdes de Atalque A+ 0=A

» Existe uma Unica matriz B, representada por —A, com as
mesmas dimensdes de Atalque A+ B=10

o P = = z 9ac
:

:
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Multiplicagdo por um Escalar

Multiplicacao de uma Matrizes por um Escalar

» A multiplicagdo de uma matriz A = [a;], de dimens&o m x n, por
um escalar « é definida pela matriz B = [b;], de dimensdo
m x n, obrida multiplicado cada elemento da matriz pelo escalar:

bj=caa;, para i=1,....m e j=1,...,n
Diz-se que a matriz B € um mdltiplo escalar da matriz A

= & - = 9ae
: :
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Multiplicagdo por um Escalar

Multiplicacao de uma Matrizes por um Escalar
» A multiplicagdo de uma matriz A = [a;], de dimens&o m x n, por
um escalar o é definida pela matriz B = [b;], de dimensé&o
m x n, obrida multiplicado cada elemento da matriz pelo escalar:

bj=caa;, para i=1,....m e j=1,...,n
Diz-se que a matriz B é um mudltiplo escalar da matriz A
5 -3
» Exemplo: o produto da matriz A = [ 0 -2 ] pelo escalar —2
3 0
é dado por
(-2)5 (-2)(-3) —-10 6
—2A=1] (-2)0 (-2)(-2) | = 0 4
(-2)3 (-2)0 -6 0
=} = = E = ) Q (
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Multiplicagdo por um Escalar
:
Propriedades da Multiplicagao por um Escalar
Seja A uma matriz m x ne « e 8 dois escalares (reais ou
complexos), verifica-se:
> a(fA) = (af)A
> (a+ B)A=aA+ A
» ao(A+B)=aA+aB
=} = = E E DA
: :
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Transposta de uma matriz

Transposta de uma matriz

» Se A é uma matriz [a;], de dimensdo m x n, entdo a matriz
AT =[gj]paraj=1,...,n e i=1,...,méchamada de
transposta de A

= = - = E 9Dac
: :
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[e]e] 0000

000 000

00000 [e]e]
®0
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:
Transposta de uma matriz

Transposta de uma matriz

» Se A é uma matriz [a;], de dimensdo m x n, entdo a matriz

AT =[gj]paraj=1,...,n e i=1,...,méchamada de
transposta de A

5 -3 3 -3 1
» Exemplo: sejamA=| 0 -2 |eB= 2 -2 2
3 0 -1 0 4

=} F = = £ DA

:
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Transposta de uma matriz

Transposta de uma matriz

» Se A é uma matriz [a;], de dimensdo m x n, entdo a matriz
AT =[gj]paraj=1,...,n e i=1,...,méchamada de
transposta de A

3 0

3 2 -
AT:[_g g g]eBTz 3 2 0
i 4

5 -3 3 -3 1
» Exemplo: sejamA=| 0 -2 |eB= 2 -2 2
-1 4

CERI= =» «=» =T 9HaAC
I

:
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Transposta de uma matriz

Transposta de uma matriz

» Se A é uma matriz [a;], de dimensdo m x n, entdo a matriz
AT =[gj]paraj=1,...,n e i=1,...,méchamada de
transposta de A

5 -3 3 -3 1
» Exemplo: sejamA=| 0 -2 |eB= 2 -2 2
4

3 0 -1 0

3 2 -1
AT:[_g g g]eBTz 3 2 0
1 2 4

» Propriedades: (AT)' =A e (A+B)"=A" + B’

o = = = 9Dac
:
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Transposta de uma matriz

Transposta de uma Matriz Complexa

» Se A é uma matriz complexa [a;], de dimens&o m x n, define-se
asuaconjugada A=[gj]parai=1,....m e j=1,...,n

= = - = E 9Dac
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Calculo Matricial

Transposta de uma matriz

Transposta de uma Matriz Complexa

» Se A é uma matriz complexa [a;], de dimens&o m x n, define-se
asuaconjugada A=[gj]parai=1,....m e j=1,...,n

» Se A é uma matriz complexa [a;], de dimensédo m x n, define-se
a sua transposta-conjugada A" = A= [aji] para
j=1,....n e i=1,....m

o F = E A
;

:
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Transposta de uma matriz

Transposta de uma Matriz Complexa
» Se A é uma matriz complexa [a;], de dimens&o m x n, define-se
asuaconjugada A= [gj]parai=1,....m e j=1,...,n
» Se A é uma matriz complexa [a;], de dimensédo m x n, define-se
a sua transposta-conjugada A" = A= [aji] para

j=1,....n e i=1,....m
5+2i -3i
» Exemplo: sejam A= | 4+ 2-8i
3 1+2i

5-2j 3i , .
— . \ 5-2i 4-—i 3
>» A= | 4—j 2+8i eA"’:[ ; . .
[ 3 1_21.] 3i 2+8i 1-2i

o P = = z 9ac
:

:
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Calculo Matricial

Transposta de uma matriz

Transposta de uma Matriz Complexa
» Se A é uma matriz complexa [a;], de dimens&o m x n, define-se
asuaconjugada A= [gj]parai=1,....m e j=1,...,n
» Se A é uma matriz complexa [a;], de dimensédo m x n, define-se
a sua transposta-conjugada A" = A= [aji] para

j=1,....n e i=1,....m
5+2i -3i
» Exemplo: sejam A= | 4+ 2-8i
3 1+2i

3 1_oj 3i 248/ 1-2j
» Propriedades: (A")" =A e (A+B) = A"+ B"
=} F

5-2i 3i . ,
>Z=[4—i 2+8i]eAH:[5—21 4 —j 3

:
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:
Multiplicagdo de Matrizes

Multiplicacdo de Matrizes

Se A é uma matriz [a;], de dimensdo m x p, e B = [B;], de dimensdo
p x nentao o produto de A por B, denotado de AB, é a matriz
C = [Cy], de dimens&o m x n definida por

p
c,-,-:a,-1b1,-+a,-2b2j+...+a,-pbpj:Za,-kbkj, i:1,...,m e j:1,...,n
k=1

> ¢; é o produto escalar do vector linha i de A pelo vector coluna j
de B

= 9ae
:
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Multiplicagao de Matrizes
:
Multiplicacao de Matrizes, continuagao
[ a1 ar aip i
dgt dz2 dgp byy app - by bin
: : : b2y @ - by b2
AB = . . . .
ain  ap aip : : : :
: : bot ap2 -+ by bpn
L am amz amp ]
Ci1 G2 ain
Cx1 G2 azn
= = C
: Cijj
Cm Cme Amn
=} = E = Qe
: :
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Multiplicagdo de Matrizes

Multiplicacao de Matrizes, continuagao

» Numero de colunas de A tem de ser igual ao nimero de linhas
de B

» Numero de linhas de AB é igual ao nimero de linhas de Ae
numero de colunas de AB é igual ao niumero de colunas de B

A B AB
—~SS N
mxppxn=mxn

o = = = = 9Dac
:
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Multiplicagdo de Matrizes

Multiplicacao de Matrizes, exemplo
5 -3

(3 -3 1
g _5193_[2 -2 2]

5 [(5)(3)+(3)(2) (5)(=3) +(=3)(=2) (5)(1)+(3)(2)]

» Sejam A=

0)3) +(=2)(2) (0)(=3) +(=2)(=2) (0)(1) +(-2)(2)
(3)3)+(0)(2)  (3)(=3)+(0)(=2)  (3)(1) +(0)(2)

15-6 —-15+6 5-6 9 -9 —1
—| 0-4 0+4 0-4|=|-4 4 -4
9+0 -9+0 340 9 -9 3

o P = = z 9ac
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0o 0000

000 000

00000 00
00
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00000
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Multiplicagdo de Matrizes

Propriedades da Multiplicagéo de Matrizes

Seja A uma matriz m x p, B e C duas matrizes com a mesma
dimensao p x ne o um escalar:

» A(BC) = (AB)C

» A(B+C)=AB+ AC

> a(AB) = (cA)B = A(aB)
» (AB)T =BTAT

> (@A)T = AT

= & - = = 9ae
:
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Matrizes Especiais

Matrizes Especiais

> Aésimétricase A= AT

> Aé hermitiana se A= A"
» Aénormal se AAT = ATA
> Aé unitaria se AA7 = AHA

u]
o)
1l
n
it

DA
|

:
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Matrizes Especiais

Matrizes ldentidade

» O produto de matrizes ndo é comutativo em geral (AB # BA),
mas apenas em particular para algumas matrizes especiais

=} = = E E DA
: :
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Matrizes Especiais

Matrizes ldentidade

» O produto de matrizes ndo é comutativo em geral (AB # BA),
mas apenas em particular para algumas matrizes especiais
» Se A for uma matriz quadrada, n x n, e existir uma matriz B,

com a mesma dimenséo, tal que AB = BA = A, diz-seque Bé a
identidade de A e é representada por /

10 --- 0
01 -+ 0
I=1 . . .
00 --- 1
- = E = 9Dae
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Matriz Inversa

» Se A for uma matriz quadrada, n x n, e existir uma matriz B,
com a mesma dimensao, tal que AB = BA =/, diz-se que Bé a
inversa de A (ou vice-versa) e é representada por A~

. . 2 3 {4 3
» Sejam as matrizes A = [ 5 o ] eB= [ 1 _% }
a5 - | A=) +(3)(1) (2)(§) +(3)(=1) ] _ [ 1.0 ]
@)(=1)+2)(1) @)(3)+2)(-1) 0 1

Como AB = | podemos afirmar que B = A~' (B é inversa de A)
ouque A= B~ (Aéinversa de B)

u]
o)
I
ul
it
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: :
Matriz Ortogonal
» Se A for uma matriz quadrada, n x n, e se verificar
AAT = ATA = |, diz-se que A é ortogonal
=} = = E E DA
: :
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:

Matriz Ortogonal

» Se A for uma matriz quadrada, n x n, e se verificar
AAT = ATA = |, diz-se que A é ortogonal

4 3
> Sejaamatriz A= { 3 3 ]
5 5§
» Como
wol§ 3054160
5 s51ls —3 0 1
podemos afirmar que A é ortogonal

DA

u]

o)
I
ul

it
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=] 5 = = £ DA
|
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