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FUNCOES

O conceito de funcdo é um dos mais importantes em toda a matematica.
O conceito bésico de fungdo € o seguinte: toda vez que temos dois conjuntos e
algum tipo de associagéo entre eles, que faca corresponder a todo elemento do
primeiro conjunto um Unico elemento do segundo, ocorre uma funcéo.

O uso de fungbes pode ser encontrado em diversos assuntos. Por
exemplo, na tabela de precos de uma loja, a cada produto corresponde um
determinado pre¢o. Outro exemplo seria 0 preco a ser pago numa conta de luz,
que depende da quantidade de energia consumida.

Observe, por exemplo, o diagrama das relac6es abaixo:

A relacdo acima ndo é uma funcéo, pois existe 0 elemento 1 no conjunto
A, que ndo esta associado a nenhum elemento do conjunto B.

A relacdo acima também néo é uma funcéo, pois existe o elemento 4 no
conjunto A, que esté associado a mais de um elemento do conjunto B.

Agora preste aten¢do no proximo exemplo:
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A relacédo acima é uma funcdo, pois todo elemento do conjunto A, esta
associado a somente um elemento do conjunto B.

De um modo geral, dados dois conjuntos A e B, e uma relagéo entre eles,
dizemos que essa relacdo é uma funcdo de A em B se e somente se, para
todo x €A existe um Unico y B de modo que x se relacione comy.

DOMINIO E IMAGEM DE UMA FUNCAO:

O dominio de uma funcéo é sempre o proprio conjunto de partida, ou
seja, D=A. Se um elemento x €A estiver associado a um elemento y B,
dizemos que y é a imagem de x (indica-se y=f(x) e 1é-se “y é igual a f de x”).

Exemplo: se f € uma funcdo de IN em IN (isto significa que o dominio e
0 contradominio sdo 0s numeros naturais) definida por y=x+2. Entdo temos
que:
e Aimagem de 1 através de f é 3, ou seja, f(1)=1+2=3;
e A imagem de 2 através de f € 4, ou seja, f(2)=2+2=4;

De modo geral, a imagem de x através de f e x+2, ou seja: f(X)=x+2.
Numa funcdo f de A em B, os elementos de B que sdo imagens dos
elementos de A através da aplicacdo de f formam o conjunto imagem de f.

Com base nos diagramas acima, concluimos que existem 2 condicdes para
uma relacéo f seja uma funcéo:

12) O dominio deve sempre coincidir com o conjunto de partida, ou seja,
todo elemento de A é ponto de partida de flecha. Se tivermos um elemento
de A do qual néo parta flecha, a relacdo nédo € funcéo.
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2%) De cada elemento de A deve partir uma Unica flecha. Se de um
elemento de A partir mais de uma flecha, a relagcdo néo é funcéo.

Observacoes:

e Como x e y tém seus valores variando nos conjuntos A e B, recebem o
nome de variaveis.

e A varidvel x é chamada variavel independente e a varidvel y, variavel
dependente, pois para obter o valor de y dependemos de um valor de x.

e Uma funcéo f fica definida quando sdo dados seu dominio (conjunto A),
seu contradominio (conjunto B) e a lei de associacdo y=f(x).

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1) Considere a funcéo f: A - B representada pelo diagrama a seguir:

Bt

Determine:

a) o dominio (D) de f;

b) f(1), f(-3), f(3) e f(2);

C) o conjunto imagem (Im) de f;
d) alei de associcdo

Resolucao:
a) O dominio € igual ao conjunto de partida, ou seja, D=A.
b) f(1)=1, f(-3)=9, f(3)=9 e f(2)=4.
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c) O conjunto imagem ¢é formado por todas imagens dos

elementos do dominio, portanto: Im = {1,4,9}.
d) Como 1°=1, (-3)°=9, 3°=9 e 2°=4, temos y=x".

2) Dada a funcdo f: IR=>IR (ou seja, 0 dominio e a contradominio sédo 0s
nGmeros reais) definida por f(x)=x>-5x+6, calcule:
a) f(2), f(3) e f(0);
b) o valor de x cuja imagem vale 2.

Resolucao:

a) f(2)= 2%-5(2)+6 = 4-10+6 = 0
f(3)= 3%-5(3)+6 = 9-15+6 = 0
f(0)= 0%-5(0)+6 = 0-0+6 = 6

b) Calcular o valor de x cuja imagem vale 2 equivale a resolver a equacéo
f(x)=2, ou seja, x>-5x+6=2. Utilizando a férmula de Bhaskara
encontramos as raizes 1 e 4. Portanto os valores de x que tém imagem 2
sdo le4.

OBTENCAO DO DOMINIO DE UMA FUNCAO:

e O dominio é o subconjunto de IR no qual todas as operacdes indicadas em
y=f(x) sdo possiveis.
Vamos ver alguns exemplos:

1) f(x)=~2x—
Como +/2x —4 sb é possivelem IR se 2x —4 > 0, ou seja, X > 2, entdo,
D={xelR/x>2}

2) f(x)=%

Como x +1é denominador, ele ndo podera ser nulo (pois ndo existe divisdo por zero).
Portanto x +1 = 0, ou seja, X = —1. Entéo :
D={xelR/x=-1}

VX=2
3) f(0="12

V3-X
Vamos analisar primeiro 0 numerador : como X - 2 esta dentro da raiz, entdo devemos ter
X—22>0,0useja, x > 2 (condicdol)
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Agora o denominador: como 3-x esta dentro da raiz devemos ter 3-x > 0, mas além
disso ele também estd no denominador, portanto devemos ter 3-x = 0. Juntando as duas
condigdes devemos ter: 3-x > 0, ou seja, x < 3 (condi¢éo 2).

Resolvendo o sistema formado pelas condicdes 1 e 2 temos:

T o :
Mx =2
Dx<3
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Devemos considerar o intervalo que satisfaz as duas condigdes ao mesmo tempo.
Portanto, D={x € IR |2 <x < 3}.

CONSTRUCAO DO GRAFICO CARTESIANO DE UMA FUNCAO

Para construir o grafico de uma funcdo f, basta atribuir valores do
dominio a variavel x e, usando a sentenca matematica que define a funcéo,
calcular os correspondentes valores da variavel y. Por exemplo, vamos
construir o grafico da funcéo definida por y=x/2. Escolhemos alguns valores
para o dominio. Por exemplo D={2,4,6,8}, e agora calculamos o0s respectivos
valores de y. Assim temos:

Xx=2=>y=2/2=1 Entdo montamos a seguinte tabela:
X=4 = y=4/2 =2 X y
X=6 =» y=6/2=3 2 1
x=8 = y=8/2 =4 4 2
6 3
8 4

Identificamos os pontos encontrados no plano cartesiano:
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O gréfico da funcdo serd uma reta que passard pelos quatro pontos
encontrados. Basta tracar a reta, e o grafico estara construido.

Obs: para desenhar o grafico de uma reta sdo necessarios apenas dois
pontos. No exemplo acima escolhemos 4 pontos, mas bastaria escolher dois
elementos do dominio, encontrar suas imagens, e logo apdés tracar a reta que
passa por esses 2 pontos.

RAIZES DE UMA FUNCAQO

Dada uma funcdo y=f(x), os valores, os valores de x para os quais
f(x)=0 sdo chamados raizes de uma fungdo. No grafico cartesiano da funcao,
as raizes sao abscissas dos pontos onde o grafico corta o eixo horizontal.
Observe o gréafico abaixo:

¥yt

el B,
/'1 : 3 X

No grafico acima temos: f(x;)=0, f(x,)=0 e f(x3)=0.
Portanto X3, X, € X3 S0 raizes da funcao.

PROPRIEDADES DE UMA FUNCAO

Essas sdo algumas propriedades que caracterizam uma funcéo f:A->B:

a) Funcao sobrejetora: Dizemos que uma funcgéo é sobrejetora se, e somente
se, 0 seu conjunto imagem for igual ao contradominio, isto €, se Im=B. Em
outras palavras, ndo pode sobrar elementos no conjunto B sem receber
flechas.

b) Funcéo Injetora: A funcdo é injetora se elementos distintos do dominio
tiverem imagens distintas, ou seja, dois elementos ndo podem ter a mesma
imagem. Portanto ndo pode haver nenhum elemento no conjunto B que
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receba duas flechas. Por exemplo, a funcéo f:IR—=> IR definida por

f(X)=3x € injetora pois se X; # X, entdo 3x; = 3X,, portanto f(x;)= f(x,).

c) Funcdo Bijetora: Uma funcdo é bijetora quando ela € sobrejetora e
injetora ao mesmo tempo. Por exemplo, a funcdo f: IR->IR definida por
y=3x € injetora, como vimos no exemplo anterior. Ela também é
sobrejetora, pois Im=B=IR. Logo, esta funcdo é bijetora.

Ja a funcdo f: IN->IN definida por y=x+5 ndo é sobrejetora, pois
Im={5,6,7,8,...} e o contradominio CD=IN, mas € injetora, ja que valores
diferentes de x tém imagens distintas. Entdo essa funcdo néo € bijetora.

Observe os diagramas abaixo:

e Essa funcdo € sobrejetora, pois ndo sobra
elemento em B

e Essa funcdo ndo é injetora, pois existem dois
elementos com mesma imagem

e Essa funcdo ndo é bijetora, pois ndo é injetora

e Essa funcdo é injetora, pois elementos de B sdo
“flechados” s6 uma vez.

e Essa funcdo ndo é sobrejetora, pois existem
elementos sobrando em B

e Essa funcdo ndo € bijetora, pois ndo é sobrejetora

e Essa funcdo é injetora, pois elementos de B sdo
“flechados” s6 uma vez.

e Essa funcdo é sobrejetora, pois ndo existem
elementos sobrando em B

e A funcdo é bijetora, pois € injetora e sobrejetora

FUNCAO PAR E FUNCAO IMPAR

Dada uma funcdo f: A->B, dizemos que f é par se, e somente se,
f(x)=f(-x) para todo x € A. Ou seja: 0s valores simétricos devem possuir a
mesma imagem. O diagrama a seguir mostra um exemplo de funcao par:
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Por exemplo, a funco f: IR IR definida por f(x)=x* é uma funcéo par,
pois f(x)=x*=(-x)*=f(-x). Podemos notar a paridade dessa funcéo observando o

seu grafico:
1 ¥a I
P'\ B ——f P
e f
ey
IBX
I—al—l'z —I'l 0] 1 2a ! x

Notamos, no grafico, que existe uma simetria em relacdo ao eixo
vertical. Elementos simétricos tém a mesma imagem. Os elementos 2 e -2,
por exemplo, sdo simétricos e possuem a imagem 4.

Por outro lado, dada uma funcédo f: A->B, dizemos que f é impar se, e
somente se, f(-x)=-f(x) para todo x € A. Ou seja: valores simétricos possuem
Imagens simétricas. O diagrama a seguir mostra um exemplo de fungdo impar:
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Por exemplo, a funcdo f: IR> IR definida por f(x)=x> é uma funcio
impar, pois f(-x)=(-x)*=-x*=-f(x). Podemos notar que a funcdo é impar
observando o seu grafico:

Notamos, no grafico, que existe uma simetria em relacdo a origem O.
Elementos simétricos tém imagens simétricas. Os elementos 1 e -1, por
exemplo, sdo simétricos e possuem imagens 1 e -1 (que também séo
simeétricas).

Obs: Uma funcéo que ndo € par nem impar é chamada funcdo sem paridade.

EXERCICIO RESOLVIDO:

1) Classifique as fungdes abaixo em pares, impares ou sem paridade:
a) f(x)=2x
f(-x)=2(-x) = -2x = f(-x) = -f(x), portanto f € impar.

b) f(x)=x*-1
f(-x)= (-x)*-1 = x*>-1 = f(x)=f(-x), portanto f é par.

c) f(x)=x*-5x+6

f(-X)= (-X)>-5(-X)+6 = x*+5x+6

Como f(x) = f(-x), entdo f ndo é par.

Temos também que —f(x) = f(-x), logo f ndo é impar.

Por ndo ser par nem impar, concluimos que f é funcdo sem paridade.
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FUNCAO CRESCENTE E FUNCAO DECRESCENTE

Dada uma funcdo f: A->B, dizemos que f é crescente em algum
conjunto A’ — A, se, e somente se, para quaisquer X; € A’ e X, € A’, com
X1<Xa, tivermos f(x;)<f(xy).

Por exemplo, a funcdo f:IR->IR definida por f(x)=x+1 é crescente em
IR, pois x;<X, => X;+1<x,+1 => f(x;)<f(xy). Ou seja: quando os valores do
dominio crescem, suas imagens também crescem.

Por outro lado, dada uma funcéo f: A->B, dizemos que f é decrescente
em algum conjunto A’ — A, se, e somente se, para quaisquer X; € A’ e X, €
A’ com X1<Xy, tivermos f(x;)>f(xy).

Por exemplo, a funcdo f:IR->IR definida por f(x)= -x+1 é decrescente
em IR, pois X <X, => -X1>-Xp => -X;+1>-X,+1 => f(X)>f(X,). Ou seja: quando
os valores do dominio crescem, suas correspondentes imagens decrescem.

Esse é um exemplo de fungdo crescente. Podemos
notar no grafico que a medida que os valores de x
vao aumentando, suas imagens também vao
aumentando.

Esse € um exemplo de funcdo decrescente.
Podemos notar no grafico que a medida que os
valores de x vdo aumentando, suas imagens Vvao
diminuindo.

FUNCAO COMPOSTA
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Vamos analisar um exemplo para entender o que é uma funcgéo

composta.

Consideremos os conjuntos A={-2,-1,0,1,2}, B={-2,1,4,7,10} e
C={3,0,15,48,99}, e as funcbes f:A->B definida por f(x)=3x+4, e g:B>C
definida por g(y)=y*-1.

Como nos mostra o diagrama acima, para todo X € A temos um anico y
e B tal que y=3x+4, e para todo y € B existe um Gnico z e C tal que z=y*-1,
entdo concluimos que existe uma funcdo h de A em C, definida por h(x)=z ou
h(x)=9x*+24x+15, pois:

h(x)=z & h(x)=y*1

E sendo y=3x+4, entfo h(x)=(3x+4)*-1 = h(x)= 9x*+24x+15.

A fungdo h(x) e chamada fungdo composta de g com f. Podemos
indica-la por g o f (lemos *“g composta com f”) ou g[f(x)] (lemos “g de f de
x”). Vamos ver alguns exercicios para entender melhor a idéia de funcgéo
composta.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1) Dadas as fungdes f(x)=x>-1 e g(x)=2x, calcule f[g(x)] e g[f(x)].
Resolucéo:
flg(x)] = f(2x) = (2x)*-1 = 4x*-1
g[f(x)] = g(x*-1) = 2(x*-1) = 2x>-2

2) Dadas as funcgoes f(x)=5x e f[g(x)]=3x+2, calcule g(x).
Resolucéo:
Como f(x)=5x, entdo f[g(x)]= 5.9(x).
Porém, f[g(x)]=3x+2; logo 5.g(X)=3x+2, e dai g(x)=(3x+2)/5
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3) Dadas as funcdes f(x)=x*+1 e g(x)=3x-4, determine f[g(3)].
Resolucdo: g(3)=3.3-4=5 > f[g(3)]= f(5)= 5°+1 = 25+1= 26.

FUNCAO INVERSA

Consideremos os conjuntos A={0,2,4,6,8} e B={1,3,5,7,9} e a funcao
f:A>B definida por y=x+1. A funcdo f esti representada no diagrama
abaixo:

A funcdo f é uma funcdo bijetora. A cada elemento x de A esta
associado um unico elemento y de B, de modo que y=x+1.

Porém, como f € bijetora, a cada elemento y de B estd associado um
unico elemento x de A, de modo que x=y-1; portanto temos uma outra funcao
g:B—>A, de modo que x=y-1 ou g(y)=y-1. Essa funcdo esta representada no
diagrama abaixo:

Pelo que acabamos de ver, a funcédo f leva x até y enquanto a fungéo g
leva y até x. A funcdo g:B—>A recebe o nome de funcéo inversa de f e é
indicada por ™.

O dominio de f € o conjunto imagem de g, e 0 conjunto imagem de f é 0
dominio de g. Quando queremos, a partir da sentenca y=f(x), obter a sentenca
de f*(x), devemos dar 0s seguintes passos:

1°) Isolamos x na sentenca y=f(x)

2°) Pelo fato de ser usual a letra x como simbolo da varidvel
independente, trocamos X por y e y por X.

Por exemplo, para obter a funcdo inversa de f:IR->IR definida por
y=2x+1, devemos:



o Sé Matemética — O seu portal matematico
http://www.somatematica.com.br

matematica
1°) isolar x em y=2x+1. Assim y=2x+1 = y-1=2x =» x=(y-
1)/2
2°) trocar x por y e y por X: y=(x-1)/2.

Portanto a funcdo inversa de f é: f*(x)=(x-1)/2.

Observacéo: Para que uma funcéo f admita a inversa f* é necessério que
ela seja bijetora. Se f ndo for bijetora, ela ndo possuira inversa.

1) Dadaafungdo f(x)= X—_; (x # —2), calcule f *(-1).
X+
Resolugéo :

x-1 . .
Sabemosque y = Y e devemosisolar x nessa igualdade
X+

Entéo:yzx—_; = y(X+2)=x-1= yx+2y=x-1= yx—-x=-1-2y =
X+

- (1+2y) N X:1+2y

= X(y-1) =—1+2y) = x=
y-1 1-y
+ 2X

1 1+2
Trocando x por y ey por X, obtemos: y = 1 X

,ouseja f(x) = Ty

1+2(-1) 1-2 -1

Ovalorde f*(-1) é f (-1 = = .
1-(-1)  1+1 2

EXERCICIO RESOLVIDO:




o Sé Matemética — O seu portal matematico
http://www.somatematica.com.br

matematica

Esse documento foi criado por Juliano Zambom Niederauer.
Os graficos e diagramas utilizados no documento foram retirados do livro:
Matematica — Volume Unico. FACCHINI. Ed.Saraiva.



