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Interpolagao

@ Problema tipo de interpolagéo: para os pontos dados

(t1,y1),(t2,y2),...,(z‘m,ym) com H<b<...<In

queremos determinar a funcao polinomial p, : R — Rtal que

p,,(t,-):y,-, i:1,...,m

@ p, é designado por polinémio interpolador

@ Interpolacao pode também ser feita com fungdes
nao-polinomiais, contudo iremos apenas considerar as
polinomiais

@ Substituindo a fungao tabelada (discreta) pelo polinémio
interpolador permite estimar a fungéo entre pontos assim com
aproximar a derivada e o integral
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Exemplo 1
@ Polinémio interpolador associado a seguinte funcao tabelada
t| 2 0 1
y|-27 -1 0

p2(t) = —1 + 5t — 42

2 15 -1 05 0 05 1
t
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Funcdes Base

@ Polindmios interpoladores gerados através da combinacao
linear de outras fungdes polinomiais pertencentes a bases de

fungées ¢1 (t)v ¢2(t)7 L) ¢I’l(t)
@ Polinémio interpolador p, é escolhido como combinagao linear
de uma base de funcoes

pn(t) = i)@dy(ﬂ
=
@ Impondo que p, interpole os dados (1, y;) significa que
pn(t,-) = i)(/@(t,) =Y, i= 1,...7m
j=1
correspondendo a um sistema linear Ax = b, em que x € um

vector com n componentes x; e as entradas da matriz A, de
dimens&o m x n, s&o dadas por a; = ¢;(;)
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Funcdes Base, continuagéo

@ Problema pode ser escrito na forma matricial como

d1(t)  da(tt) - on(l) Xy )z

d1(k)  da() -+ on(l2) X | | e

$1(tm)  d2(tm) -+ &n(tm) Xn Ym

@ Fazendo a; = ¢;(1j) e b; = y; podemos escrever
ann a2 - an X1 by
a1 a2 -+ an X2 bo
Ax = } . ) .= ) =b

am  am2 -  Aamn Xn bm
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Existéncia, Unicidade e Condicionamento

@ Existéncia e unicidade do polinémios interpoladores depende do
numero de dados m e do numero de fungdes da base n

@ Se m > n, polinémio interpolador normalmente ndo existe

@ Se m < n, polinémio interpolador n&o é Unico

@ Se m = n, como a matriz A é ndo-singular desde que os pontos
dados t; sejam distintos o polinémio interpolador existe e é Unico

@ Sensibilidade de x a perturbagdes nos dados depende de
cond(A) que por sua vez depende da escolha da base de
funcbes
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Polinémio Interpolador

@ Existem muitas técnicas de representar ou calcular um
polinémio interpolador, mas em teoria todas devem conduzir ao

mesmo resultado
=- Geralmente, dados n pontos (t;, y;), existe um e um s6 polinémio
de grau n — 1 que passa pelos n pontos
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Método da Base Mondmica

@ Base mondmica
o(t)y=¢"" j=1,....n
origina polinémio interpolador da forma
Pro_1(t) = X1 + Xot + ... + Xpt""

com coeficientes x; dados pela resolugao do sistema linear

1t -t X1 Vi
1 b - tn71 Xo Yo

Ax=| .~ Z Sl=] T | =y
1t - ] Xn Yn
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Exemplo 2: Método da Base Mondomica

@ Determine o polindmio que interpola os seguintes pontos:
(_27 _27)7 (Oa _1) € (1 ’ O)
@ Usando a base monémica, o sistema linear é

1 t1 t12 X1 Y1
1 t2 t22 Xo = Yo
1 & tg X3 V3
@ Para estes dados particulares o sistema linear é
1 -2 4 X —27
1 0 0 Xo = -1
1 1 1 X3 0

cuja solugdo é x = [-15 — 4], pelo que o polinémio
interpolador é
po(t) = —1 + 5t — 42
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Método de Lagrange

@ Dado um conjunto de pontos (&, yi), i = 1,...,n, as funcdes da
base de Lagrange sao definidas por

n

g = I -t/ J] ( j=1,....n

k=1,k#j k=1,k#j
@ Para a base de Lagrange

1 sei=j .
i) = , ILj=1,....n
i) {o seizj

pelo qua a matriz dos coeficientes do sistema linear Ax = b é a
matriz identidade.

@ Polindmio de Lagrange que interpola os dados (t;, y;) € dado por

Pn—1(t) = y1l1(t) + yolo(t) + ... + ynln(1)
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Exemplo 3: Método de Lagrange

@ Determine, pelo método de Lagrange, o polinémio que interpola
0s seguintes pontos: (-2, -27), (0,—1) e (1,0)

@ Polinémio interpolador de Lagrange, de grau dois, que interpola
os trés pontos (&, y1), (2, y2) € (f3,¥3) €

_ Rt (o) (-f) (- h)( - t)
P = ) — ) 2 (=) — ) (b~ (6~ &)

@ Para estes dados particulares obtemos

()t —1) (t+2)(t—1)  ,(t+2)(1)
Pt =27y -y TV ey T am
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Método de Newton

@ Dado um conjunto de pontos (&, yi), i = 1,...,n, as fungdes da
base de Newton sédo definidas por

j—1

7T/’(t)zl_[(l‘—tk), j=1,....n

k=1

em que o valor do produtério é 1 se os limites da multiplicagao
forem nulos

@ Polinémio interpolador de Newton tem a forma
Pn—1 = Xq +X2(t—t1 )+X3(t—t1 )(t—tz)-l—. . .+Xn(t—t1)(f—t2) - (t—tn,1)

@ Para i < j, m(t;) = 0, pelo que a matriz A é triangular inferior,
com aj = (1)
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Exemplo: Método de Newton

@ Determine, pelo método de Newton, o polinémio que interpola
0s seguintes pontos: (—2,—27), (0,—1) e (1,0)
@ Usando a base de Newton o sistema linear é

1 0 0 i X1 )4
1 b-*H 0 X2 = )2
1 -4 (t3 - f1)(t3 — tg) | X3 V3
@ Para estes dados particulares o sistema linear é
1 00 Xq [ —27
1 20 X2 | = -1
1 3 3 X3 .0

cuja solucao, obtida por substituicdo progressiva, é
x = [-27 13 —4]7, pelo que o polinémio interpolador é

Pa(t) = —27 + 13(t + 2) — 4(t + 2)t
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Consideragoes Finais

— Métodos Disponiveis na NMLibforOctave:
@ Base monomial: P = itpol_monom(X,Y, x)
@ Lagrange: P = lagrange (X, Y, x)
@ Newton: P = itpol_newt (X, Y, x)
— BIBLIOGRAFIA: Exposicdo baseada essencialmente no
capitulo 7 de

@ Michael T. Heath. "Scientific Computing an Introductory Survey".
McGraw-Hill, 2002, New York.
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