Capitulo 5

Integrais Sobre Caminhos e Supertficies.
Teoremas de Integracao do Calculo
Vectorial.

5.1 Integral de Um Caminho. Integral de Linha.

Exercicio 5.1.1
Seja f(x,y,z) =y ec(t)=tk, 0<t <1 Mostre que [ fds=0

Exercicio 5.1.2

Determine os integrais das fungoes seguintes ao longo dos caminhos indicados.
a. f(x,y,2) =x+y+z c(t)=(sint,cost,t), t €[0,2n].

b. f(z,y,z) =cosz c(t) = (sint,cost,t), t € [0,2n].

c. f(zy,2)=eY* ct)=(1,2,t%), t €[0,1].
- [y, 2)

d. f(z,y,2) = (x+y)/(y+2) ct)=(t 2tyt,1), t €[1,2].

Exercicio 5.1.3
Seja f(x,y) = 2z —y e considere-se o caminho c(t) = t*i+t*j, —1 <t < 1.

a. Calcule fc f ds e interprete geometricamente.

b. Reparametrize o caminho por comprimento de arco e responda, de novo, & alinea anterior.

Exercicio 5.1.4
a. Mostre que o integral de f(x,y) ao longo do caminho dado, em coordenadas polares, por
r=r(f), 0, <0<0 ¢

& dr) 2
f(rcosf,rsind) 7’2—|—<—> de

0, df

b. Calcule o comprimento do caminho dado por r(f) =1+ cosf, 0 <6 < 2.
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Exercicio 5.1.5
Considere o campo vectorial F(z,y,2) = xi+y j+ z k. Determine o integral de F ao longo de
cada um dos seguintes caminhos.

a. c(t) = (t,t,t), 0 <t <1 b. ¢(t) = (cost,sint,0), 0 <t < 2.

c. c(t) = (sint,0,cost), 0 <t < 2r. d. c(t) = (t2,3t,2t3), -1 <t <2.

Exercicio 5.1.6
Considere o campo de forgas F(z,y,z) =zi+yj+ 2z k. Determine o trabalho realizado pelo
campo no movimento de uma particula ao longo da parabla y = 22, de z = —1 a = = 2.

Exercicio 5.1.7

Para os campos F e caminhos c¢ seguintes calcule / F . ds.
Cc

a. F(z,y) = (—y,x), c(t) = (cost,sint), 0 <t < 2.
b. F(z,y) = (x,y), c(t) = (cos(nt),sin(nt)), 0 <t < 2.

c. F(z,y,2) = (yz,22,zy), c: caminho que une, por segmentos de recta, o ponto (1,0,0) ao
ponto (0,1,0) e este a (0,0,1).

d. F(z,y,2) = (22, —2y,1), c: parabola z = 22 no plano y = 0 que une o ponto (—1,0,1) ao
ponto (1,0, )

e. F(z,y,2)=yi+2rj+yk, ct)=ti+t>j+t3k 0<t<1.

Exercicio 5.1.8
A hipocicldide é uma curva que que é a imagem do caminho c(t) = (cos3t,sint), ¢ € [0, 27].
Calcule [ F-ds para F(z,y)=xzi+yj.

Exercicio 5.1.9
Seja c¢(t) um caminho e T(¢) um vector unitério tangente a c(t) em cada instante t. Qual o
significado de fc T ds?

5.2 Superficies Parametrizadas. Area de uma Superficie.

Exercicio 5.2.1
Considere a superficie S parametrizada por x = u?, y = v?, z = u? 4+ v%. Determine a equacio
do plano tangente a S no ponto (u,v) = (1,1).

Exercicio 5.2.2
Parametrize as seguintes superficies e determine planos tangentes nos pontos, P, indicados.

a. S: z=322+8zry, P=(1,0,3).
b. S: a3 +3xy+22=2, 2>0, P=(1,1/3,0).
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Exercicio 5.2.3
Considere a superficie S, em R?, parametrizada por

®(r,0) = (rcosf,rsinb, ), 0<r<1, 0<0<dA4m.
a. Descreva a superficie.
b. Determine um vector unitario normal & superficie.
c. Determine uma equagao do plano tangente a S no ponto (z, yo, 20)-

d. Considere um ponto P = (x¢,yo, 2z0) € S. Verifique que o segmento de recta de comprimento
unitario que tem origem no ponto (0,0, z9) e que passa em P esta contido na superficie e no
plano tangente a S em P.

Exercicio 5.2.4
Considere a esfera de raio 2 centrada na origem. Determine a equagao do plano tangente a esfera

no ponto P = (1,1,v/2) considerando-a como:

a. uma superficie parametrizada por: ®(0, ¢) = (2 cos 0 sin ¢, 2sin 0 cos ¢, 2 cos ¢);

b. uma superficie de nivel de f(z,y, z) = 2% + 32 + 22,

c. o grafico de g(x,y) = /4 — 22 — y2.

Exercicio 5.2.5
Considere-se o hiperboléide 2 + y? — 22 = 25.

a. Parametrize a superficie.
b. Determine uma expressao para um vector normal unitario em cada ponto do hiperboléide.

c. Determine a equacao do plano tangente a superficie nos pontos (xg,0,0) para os quais se
verifica 23 + y3 = 25.

d. Mostre que as rectas 71(t) = (xo — yot,yo + xot,5t) e rao(t) = (zo + yot, yo — zot, 5t) estao
contidas na superficie e no plano tangente calculado na alinea anterior.
Exercicio 5.2.6
Determine a area da esfera unitaria representada parametricamente por
®:DCR?>— SCR3 &(0,p) = (cosfsin¢,sinfsin ¢,cos ¢)
onde D = [0,2x] x [0, 7].
Exercicio 5.2.7

Determine a area da helicoide, imagem de ® : D C R? — R3, ®(r,0) = (rcosf,rsinf, ),
considerando D = [0, 1] x [0, 37].

Exercicio 5.2.8
Determine a area da porcao da esfera unitaria cortada pelo cone z > /a2 + y2.
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Exercicio 5.2.9
Parametrize a superficie S: 22 —y> =1, 0<2<1, -1 <y <1, £ > 0. Exprima a area da
superficie através de um integral.

Exercicio 5.2.10
Determine a area das superficies seguintes.

a. S:x+y+z=1, 22 +22 <1

b. §: z=rcosf, y=2rsinf, z=0, 0<r<1, 0<60<27.

Exercicio 5.2.11
O cilindro de equacdo 22 + y? = 2 divide a esfera unitaria em duas regides de superficies Sy,
exterior ao cilindro, e S, interior ao cilindro. Determine o racio das areas A(S1)/A(S2).

Exercicio 5.2.12
Exprima através de um integral duplo, sem o calcular, a area dos gréaficos das funcgoes seguintes
nas regioes indicadas.

a. flz,y) = (x+2y)% D=[-1,2x[0,2].
f(x,y)—xy+w/(y+1) D =[1,4] x [1,2].
fla,y) =
fz,y)

=

o

T,y , D : circulo unitario centrado na origem.

d. f(z,y) =y3cos?x, D : triangulo de vértices (—1,1), (0,2) e (1,1).

5.3 Integrais de Campos Escalares e Vectoriais Sobre Superficies.

Exercicio 5.3.1
Calcule os integrais de superficie [/, g fdS, para:

a. f(z,y,2) =2 S: 22 +y?+22=a% 2>0, (a>0).

b. f(z,y,2) =2, S: z=2?+1y% com 2% +y> < 1.

c. flx,y,2)=2, S: z=1—-2%2—9y2 2>0.

d. f(z,y,2) =2, S: 22=22+9% 0<z<a.

e. f(z,y,2) =, S: parte da superficie esférica z2? + y? + 22 = a® contida no cone da alinea
anterior.

Exercicio 5.3.2
Calcule os integrais de superficie dos campos vectoriais seguintes nas superficies indicadas.

a. F(z,y,2) = \/x;TyQ(yi—yj—i— k), S : paraboldide de equagdo z2+y?>+2=1, 0< 2 < 1.
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b. F(z,y,z) = yi—x j+ k, S: superficie parametrizada por ®(r,0) = (rcosf,rsiné, ),
0<r<1,0<86<2r

c. F(z,y,2) =22 i+ y? j+ 22k, S : superficie parametrizada por ®(u,v) = (u + v,u — v, u),
0<u<?2 1<v<3.

d. F(z,y,2) =xi+y?j+zk, S: tridngulo definido pelo plano z +y + z = 1 e pelos planos
coordenados.

e. F(z,y,2)=2i+yj+zk, S: porcio da superficie esférica 22 + 32 + 22 = 1 compreendida
entre os planos z = —1/v2 e z =1//2.

Exercicio 5.3.3
Calcule o fluxo da campo V(xz,y,2) = 3zy? i+ 32y? j+ 23 k que atravessa a esfera centrada na
origem e de raio 1.

Exercicio 5.3.4
Considere o campo eléctrico F(z,y, z) = 2x i+ 2y j+ 2z k. Determine o fluxo do campo através
da superficie do hemisfério superior z2 + 3% + 22 <1, z > 0, incluindo a base.

Exercicio 5.3.5

Considere o campo de forcas de um fluido F(z,y,2) = i+ 2 j+ 2 k (medido em ms~!).
Determine quantos metros ctubicos de fluido atravessam, por segundo, a superficie do hemisfério
superior: z? + 32 + 22 <1, 2z >0, néo incluindo a base.

5.4 O Teorema de Green.

Nos exercicios desta secgao, salvo mengao em contrario, deve usar o Teorema de Green para
responder as questoes propostas.

Exercicio 5.4.1
Calcule:

a. A area do circulo de raio r > 0.
b. [oydz —xdy, sendo C a fronteira do quadrado [—1,1] x [-1,1].

c. A éarea da regiao limitada por um arco da cicldide C : = = a(f —sinf), y = a(1 — cos ),
(a>0), 0<0<2m, eoeixo Oxz.

d. fC+ (y2 —|—£C3) dz + 2*dy, sendo C* o perimetro do quadrado [0,1] x [0,1] orientado no
sentido directo.

e. A area de uma das “pétalas” da rosa de 4 pétalas: r = 3sin20. (Sug. xdy —ydx = r?df)

—+

i faD (2m3 — y3) dx + (ac3 + y3) dy, sendo D o circulo unitario.

Analise Matematica IV 2004/2005 - 2° semestre



36 Integrais Sobre Caminhos e Superficies. Teoremas de Integragdo do Célculo Vectorial.

g. O mesmo integral da alinea anterior mas com D : a < z?4y% <b, 0 < a < b, considerando
a circunferéncia exterior orientada no sentido directo e a circunferéncia interior orientada no
sentido inverso.

Exercicio 5.4.2
Verifique o teorema de Green para a regido D : z2 +y? <, (r > 0), e para os campos:

a. F(x,y) = zy?dr — yz? dy b. F(z,y) = (zr+y)de + ydy

c. F(z,y) =zydx + zydy d. F(z,y) =2ydz + zdy

Exercicio 5.4.3
a. Verifique o Teorema da Divergéncia no Plano para o campo F = x i+ y j, e para a regiao
D: 2?2+ 42 < 1.

b. Calcule o integral, ao longo da elipse de equacao z2/a® +y?/b? = 1, da componente normal,
relativamente & elipse, do campo F = 2zy i — y? j.

Exercicio 5.4.4

Considere as fungoes P(z,y) = —y/ (mQ —I—y2) e Qz,y) = z/ (acQ —I—y2) . Mostre que nao se
verifica o teorema de Green para o campo F = Pdx 4+ QQdy no disco de raio 1, centrado na
origem. Justifique.

Exercicio 5.4.5
Usando o Teorema da Divergéncia no Plano e calculando directamente, mostre que

/ F-nds=0,
oD

onde F(z,y) =yi—zje D: 2?2 4+¢%> <1

5.5 Campos Conservativos. O Teorema de Stokes.

Campos Conservativos

Exercicio 5.5.1
Indique quais dos seguintes campos vectoriais F' sao conservativos e calcule, nesse caso, uma
funcao escalar f para a qual F = Vf.

a. Flz,y)=zi+y] b. F(z,y) = (z* +¢*) i+ 22y ]
c. F(zyy) =v2?2 +1(zi+vy]j) d. F(z,y) = (cos(zy) — zysin(zy), —z?sin(zy))
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Exercicio 5.5.2
Em cada alinea seguinte calcule fC F - ds. (sug. verifique se o campo é conservativo)

a. F(z,y) = (acy2 + 3m2y) i+ (x+y)a?j, C: Curva que une por segmentos de recta o ponto
(1,1) ao ponto (0,2) e este a (3,0).

2 2y (2% + 1
2 Z - v ( 2) j, C: Curva parametrizada por z =3 — 1, y =t — 1,
y?P+1 (> +1)

b. F(z,y) =
0<t<1

c. F(z,y,2) = (e*siny) i+ (e®cosy) j+ 22k, C: imagem do caminho c(t) = (\/f, t3,e*/z> ,
t € [0,1].

d. F(z,y,2) = (2zyz+sinz) i+222 j+2?y k, C : imagem do caminho c(t) = (cos® ¢,sin®¢, %),
t € [0, .

Exercicio 5.5.3
Indique se algum dos seguintes campos F ¢é rotacional de um outro campo de vectores G e, em
caso afirmativo, calcule o campo G.

a. Flz,y,2)=zi+yj+zk b. F(z,y,2) = (22 +1)i+ (z —22y) j+ v k.

c. F(z,y,z) =xe¥i—xzcoszj— ze¥ k. d. F(z,y,z) =xcosyi—siny j+sinz k.

O Teorema de Stokes

Nos exercicios desta subsecgao, salvo mengao em contrario, deve usar o Teorema de Stokes para
responder as questoes propostas.

Exercicio 5.5.4
Considerando os campos e superficies seguintes calcule [, 5 (V x F)-dS. (considere n o vector
normal unitario exterior)

a. Flo,y,2) = (22 +y—4)i+3oyj+ oz +22)k, S: 22+9y2+22=16, 2<0

(
b. F(z,y,2) =yi—azj+z203y%k, S: 22+9y>+22=1,2>0
c. Flz,y,2)=2%i—93j, S:2?2+42+22=1,2>0
d. F(z,y,2) =sin(zy)i+e®j—yzk, S: 22+y%+22%2=10.

Exercicio 5.5.5
Verifique o teorema de Stokes para os seguintes campos e superficies.

a. F(z,y,2) = zi4+x j+yk, S : helicoide parametrizada por ®(r,0) = (rcosf,rsiné,0)

(r,0) € [0,1] x [0,7/2].

b. F(z,y,2) = (x+y)i+ (x+2)j+22k, S: superficie do cone 22 = 22 + 32 compreendida
entre z =0 e z=1.

Analise Matematica IV 2004/2005 - 2° semestre



38 Integrais Sobre Caminhos e Superficies. Teoremas de Integragdo do Célculo Vectorial.

c. F(z,y,2) = x i+vy j, S : superficie do paraboléide z = 2% + y? dentro do cilindro
22 =2+ y2.

d. F(z,y,2) = (2> +y)i+yzj+(x—22)k, S: triangulo definido pelo plano 2z +y + 2z = 2
e por z,y,z > 0.

Exercicio 5.5.6
Considere o campo vectorial F(x,y,2) = 22 i+ (22y + 2) j + z k. Considere-se a curva C :
22 + 9> =1 e asuperficie S: 22 4+¢y?> <1, 2=0.

a. Determine o fluxo de F que atravessa a superficie S.
b. Determine a circulagao do campo F ao longo de C.

c. Calcule o fluxo de V x F e verifique, directamente, o teorema de Stokes.
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