Capitulo 4

Integrais Duplos e Triplos.

4.1 Integrais Duplos

Exercicio 4.1.1
Calcule os seguintes integrais.

2 2 4 -1
a. / / 152y + 10y* dy dx b. / / (63:3/3 + a:) dx dy
1 J-1 0o J-2
Lrey c [z
c. / / = dzdy d. / / (xcos(y) — yeos(z)) dy dx
o J1 T 0 Jo
1 —2x+2 2 rzx Y
e. / / (4—2—2y) dydx f. / / ex dy dz
0 Jo 1 Ja3

Exercicio 4.1.2
Esboce a regiao R delimitada pelas curvas dadas pelas equagoes seguintes e calcule a sua area.

a. y=r,r=4,y=0 b.y=a%0=0y=2

Exercicio 4.1.3
Esboce a regiao de integracao para cada um dos seguintes integrais iterados:

1 rx 1 r3/y
a. /0 /2 f(z,y)dydz b. / / f(z,y)dzdy / / flx,y)dydx
x 0 y
2T ln(y
/ / (z,y)dxdy / / (x,y)dydx / / (x,y)dxdy
sin x?
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Exercicio 4.1.4
Para cada uma das seguintes alineas calcule / / f(z,y)dA.
R
=y +2x e R é o rectangulo de vértices (—1,1), (2,—1), (2,1), (—1,-1).
:xy,R:{(m,y)ERz: 0§x§2,0§y§x2}

a. f(

b. f(z,y
c. f( = zy? e R & triangulo de vértices (2,9), (2,1), (—=2,1).
d. f(

)
)
)
x,y):x2+y2,R:{(:C,y) cR?2:0<y<sin(z)A0<z< %}

e. flz,y)= eveRéa regiao delimitada pelas rectas de equacoes y = 2x+1, y = —x+1, y = 4.

Exercicio 4.1.5
Considerando R = {(z,y) € R?: |z| + |y| < 1} calcule // "tV dA.
R

Exercicio 4.1.6
Uma lamina com densidade de massa por area d(x,y) ¢ delimitada pelas curvas de equagoes
dadas. Calcule a massa da lamina através de um integral duplo.

a. §(z,y) =y} y=e " 2=0,z=1,y=0.

b. 6(z,y) =22 +y* oy =1, 2=0,y=1,y=2.

Exercicio 4.1.7
Calcule o volume dos sélidos limitados pelas seguintes superficies.

a. Paraboléide eliptico z = 222 + 4% + 1, plano = +y = 1 e planos coordenados.
b. Paraboldide hiperbolico z = 22 — 4% e os planos 2 =0 e = = 1.

c. z=2+y% y=22 y=1¢e 2=0.

4.2 Valor Médio de Uma Funcao

Exercicio 4.2.1
Calcule o valor médio das fungbes nas alineas dos exercicios 4.1.4 e 4.1.7 na respectiva regiao de
integracao.

Exercicio 4.2.2
Determine o valor médio do quadrado da distancia de um ponto P € S & origem do referencial,
sendo

S={(z,y): (x—a)* +y* <r*}

onde a e r sao constantes reais nao nulas.
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Exercicio 4.2.3
Mostre que:

1 dA 1
a. Se D é o triangulo de vértices (0,0), (1,1) e (1,0) entao, = < // — <=

b. Se D é o circulo de raio 2 e centrado na origem entao, 4n < // (x2 +y? + 1) drdy < 207

D
1
Para D =[0,1] x [0,1], ——>= / / ST g4 <
1+ (zy)*

e

1
d. Para D = [—7, 7] X [, 7], —§ // (@) qr dy < e
e

4.3 Troca da Ordem de Integracao

Exercicio 4.3.1
Calcule os seguintes integrais, invertendo previamente a ordem de integragao:

12, 9 13 12—y
a. / / e’ dydx b. / / sin(z%) dz dy c. / / 22yt dz dy
0 Jox 0o JVy 0 Jyvy
1 r1 2 2 e rln(z)
d. / / 23sin(y3) dy dz e. / / yteos(zy?) dy dx f. / / ydydz
0 Jaz2 0 Jz 1 J0o

4.4 Integrais Triplos

Exercicio 4.4.1
Calcule os seguintes integrais triplos:

2 rl 3 2 22 pxtz
a.// /2m+y—3zdxdydz b// / z dydxdz
0 J-1J1 1 JO T—z
1 4—g2 6—Zy
d. = dzdyd
/ / / x2+ y dzdedy /_1/3952 /0 v T

Exercicio 4.4.2
Calcule o volume dos so6lidos limitados por:

a. z=4—22 -y Nz=0. b. x +y+ z = 3 e pelos planos coordenados.
z? y2 22 _ d. 22 —|—y2+22 =72 e 2% = m2+y2 (externo em
a b c relagdo ao cone).
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Exercicio 4.4.3
Um solido de densidade 6(x,y, z) é delimitado pelas superficies de equagoes dadas. Calcule a
massa do solido através de um integral triplo.

a. §(myy,2) =22 +y% 2 +2y+2=4,2=0,y=0, 2 =0.

b. 6(z,y,2) =2+1; 2=9—2%2 —y? 2=0.

Exercicio 4.4.4

Proximo do nivel do mar, a densidade § da atmosfera terrestre a uma altura de z metros pode ser
aproximada por § = 1,225 — 0,000113z kg/m3. Aproxime a massa de uma regido da atmosfera
que tenha a forma de um cubo com 1km de aresta e uma das faces apoiada na superficie da
Terra.

4.5 Mudanca de Variavel no Integral Duplo e Triplo.

Exercicio 4.5.1
Calcule os integrais que se seguem, utilizando coordenadas polares:

a. // 4 — 22 — y?dx dy, onde R é o circulo de raio 2 centrado na origem.
R

b. // y dedy, onde R = {(z,y) € R?: 2?2 + 42 <9, 2 <y < 0}.
R

2
c. // % dzdy, onde R é a coroa circular dada por 1 < 22 4y < 9.
RT°tY

1 V1—22 3 /9—y2
d. / / eV o qy da. e. / / sin(2? 4 y?) dz dy.
0o Jo 0o Jo

Exercicio 4.5.2 9 9
Calcule a édrea da regido definida (em coordenadas cartesianas) por — + Y
a

2

< 1, usando

coordenadas (1, 0) tais que x = apcos(f), y = bpsin(0).

Exercicio 4.5.3
Calcule a massa de uma placa limitada pelas circunferéncias de equagoes

(z—2%+y? =4 (z—1)2+y*=1,

supondo que a densidade em cada ponto é directamente proporcional a disténcia a origem.

Exercicio 4.5.4 -
Seja S = {(z,y) e R?: y < —x+2,2 > 0,y > 0}. Calcule // ertv dz dy, utilizando a
S

seguinte mudanca de variaveis:
Ty
U = , v=x+vy.
r+y
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Exercicio 4.5.5
Sejam K = {(u,v) eR?2:1<u?—0v2<4,1 SuvﬁS,uZO,vEO} e g : K — R? definida por
g(”?“) = (u2 - 1)2,211,’1))

a. Esboce a regiao K.

b. Mostre que a mudanca de varidveis g envia a regiao K num rectangulo.
2, .2 L4
(u* 4+ v*) dudv = = Area (K)
e 4
Exercicio 4.5.6

Use coordenadas cilindricas para calcular os seguintes integrais:

c. Mostre que

a. ///(x2+z2)dV;E:{(x,y,z)eRB: O§x2+22§4,x20,y20,z20};
E

/// 2y dV, onde
E

E:{(x,y,z)ERB: x2+22§4,:p+y+z§4,x20,y20,220};

=

@)

.///mde;Ez{(m,y,z)€R3: x2+y2§z,x20,y20,z§2};

E

/// Va2 +y? dedydz; E={(z,y,2) €R*: 2<9—2? —y? 2 <y, 2> 0};
E

. ///ydxdydz, onde R ¢é limitada por y = 2 + 22, y = v/20 — 22 — 22,
R

/ / / dz dydzx.
2+y2_1

Exercicio 4.5.7
Use coordenadas esféricas para calcular os seguintes integrais:

e

)

a. // D(z,y,z) dedydz, onde R é a esfera de raio 1 centrada na origem e D(P) é a distancia
R

de P a origem.

b. / / / y+ 1 dxdydz, onde R é a semi-esfera de raio 2 centrada na origem cujos pontos tém
R

cota positiva.

c. /// 22 4+ y? dedydz; E:{(m,y,z)€R3: 2?2 +y? 422 <1, igy, 220};
E V3

d. / / / y dedydz, onde R ¢é o solido que se encontra no 1° octante entre as esferas de equagao
R

x2+y2+22:1; x2+y2+z2:4.
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28 Integrais Duplos e Triplos.

e. /// 2y dordydz, ondeE:{(:U,y,z)ER3: 2+ % + 22 < 16, x2+y2—22§0,220};
E

vz 8— ngy
/ / / (2% + % + 2?) dzdy da.
Va—a? 2+y

4.6 Exercicios Variados. Aplicacoes.
Para a resolucao dos exercicios desta secc¢ao, consulte o formulario no final deste capitulo.

Exercicio 4.6.1
Determine o valor médio das fungoes seguintes nos conjuntos, D, indicados.

a. f(z,y) = ysin(zy), D =10,7]x[0,7].
b. f(x,y) =¥, D : triangulo de vértices (0,0),(0,1) e (1,0).

Exercicio 4.6.2
Determine o centro de massa das seguintes regioes cujas densidades sao as indicadas.

2

a. Regido plana compreendida entre y = z° e y = x e densidade § =z + y.

b. Regido plana compreendida entre y =0 e y =22, 0 <z < 7/2, e densidade § = 1.

Exercicio 4.6.3
Determine a massa e o centro de massa de um soélido hemisférico de raio a, sabendo que a sua
densidade em cada ponto P é directamente proporcional & disténcia do centro da base a P.

Exercicio 4.6.4
Supondo que a Terra é esférica com raio 6370 km, a densidade J (em kg/m3) da atmosfera a
uma distancia de p metros do centro da Terra pode ser aproximada por

§=619,09 — (9,7 x 107°)p
para 6370000 < p < 6373 000.
a. Dé uma estimativa da massa da atmosfera entre o nivel do solo e uma altitude de 3 km.

b. A atmosfera estende-se para além de uma altitude de 100 km e tem uma massa total de
aproximadamente 5,1 x 10'® kg. Que percentagem da massa estd nos 3 km inferiores da
atmosfera?

Exercicio 4.6.5

Uma pega, plana, em ouro pode ser descrita matematicamente como a regiao plana
D={(r,y): 0<z <21 A 0<y <7} (unidades em centimetros)

Considere-se que a densidade da pega é descrita por &(x,y) = y?sin®(4z) + 2, [g/cm?].

a. Se a cotagao do ouro for de 7€/g, determine o valor da pega.

b. Qual a densidade de massa média da pega (em g/cm?)?
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Exercicio 4.6.6

Considerem-se coordenadas esféricas (p, 0, $) em R3. Suponha-se que uma superficie que limita
um solido contendo a origem do referencial é dada pela funcao continua e positiva p = f(6, ¢).
Mostre que o volume do sélido limitado pela superficie é

_1 2 ™ 3 .
v_§A A[ﬂ&Msm@M%.

Exercicio 4.6.7
Considere B : triangulo de vértices (0,0), (0,1)1, e (1,1). Usando uma mudanga de variaveis
adequada calcule

// v dedy. (veja oex. 4.5.4)
B

Exercicio 4.6.8

Suponha que a densidade de um soélido esférico de raio r é dado por §(z,y) = (1 + d(x, y)3)_1 ,
onde d(z,y) ¢ a distancia do ponto (z,y) da esfera ao centro desta. Calcule a massa total do
solido.

Exercicio 4.6.9
Determine o valor médio das fungoes seguintes nos conjuntos D indicados.

a. f(z,y,2) =sin?(rz)cos™, D =[0,2] x [0,4] x [0,6].

b. f(z,y,2) =e*, D={(n,y,2): 22 +y>+22<1}.

Exercicio 4.6.10
Determine o momento de inércia segundo o eixo Oy da esfera 22 + y? 4 22 < r? supondo que a
sua densidade de massa é constante e igual a 9.

Exercicio 4.6.11

Considere a regiao solida limitada superiormente pelo plano z = a e inferiormente pelo cone
definido em coordenadas esféricas por ¢ = k, onde k ¢é uma constante, 0 < k < 7/2,. Se o
solido tem densidade constante d, construa um integral (mas nao o calcule) que corresponda ao
momento de inércia do sélido segundo o eixo Oz.

Exercicio 4.6.12
Determine o centro de massa da regiao sélida, de densidade constante, definida por

(x—1)2+2+22<1, z>1

1
2., .2

< —

y s

Exercicio 4.6.13
Determine o centro de massa da regiao solida, de densidade § = (22 + y?)22, definida por

yHyP<l, 1<z<2
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30 Integrais Duplos e Triplos.

Apéndice: Formulario
Valor Médio

Dada uma funcdo f: D C R? = R o valor médio de f, em D &:

_ 1
f:M/Df@:,y) de dy,

onde A(D) é a area de D.
Analogamente, se f: W C R?® = R o valor médio de f, em W é&:

_ ;W) //Df(x,y,z) dz dydz,

onde V(W) é o volume de W.

Centros de Massa

Considere-se uma placa bidimensional D com densidade 6(x,y). As coordenadas (z,y) do
centro de massa de D sao dadas por:

__ Jprdy) dedy - o [fpyd(z,y) dedy
JIp oz, y) dody YTy o,y dedy

Para um objecto sélido W de densidade d(zx,y,z) sabe-se que:

Volume: V = / / / drdydz
W
Massa: m = /// 0(z,y,z) dedy dz

Consequentemente, as coordenadas (z,y,Z) do centro de massa de W sao dadas por:

Tz = /// xd(x,y,z) dedydz,
m

y = _/// y(;(:E,y,Z) dCCdde
m w

i/// z20(z,y,2z) dedydz

m w

N}
Il

Momentos de Inércia

Dado um corpo solido W de densidade uniforme 6 = 6(x,y, z), os momentos de inércia I, I,

e I, sao dados por:
I, = /// (y2 —|—z2) 0 dedydz
w

I, = /// (ac2—|—z2)(5da:dydz
w

I, = /// (m2+y2)5dxdydz
w
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