Capitulo 3

Funcoes Vectoriais

3.1 Aceleragao e 2% Lei de Newton.

Exercicio 3.1.1
Para cada alinea seguinte calcule a velocidade e a aceleragao nos instantes indicados.

a. c(t) =costi+sin(2t)j, t=0 b. c(t)=v2ti+elj+elk, t=0
c. c(t) =tsinti+tcostj+3tk, t=0
Exercicio 3.1.2

Considere os caminhos ci(t) = €' i +sint j+t> k e ca(t) = e ' i+cost j—2t3k, t € R.
Calcule:

. cf(t) - ch(1) b (1) x ch(t)
e, 2 (erlt) - eslt) Q. S (1) x (1)

Exercicio 3.1.3
Para cada caminho seguinte determinar a for¢ca que actua numa particula de massa m =1, que
percorre o caminho, no instante ¢ indicado.

a. c(t) =6ti+3t2j+t3k, t=0. b. c(t) = costi+sin(2t) j, t = 0.

Exercicio 3.1.4

Considere o movimento de uma particula segundo um dado caminho. Mostre que se a aceleragao
da particula for, em cada instante, perpendicular 4 sua velocidade entao a velocidade escalar
(celeridade) da particula é sempre constante.

Exercicio 3.1.5
Determine um caminho ¢ tal que c¢(0) = (0, —5,1) e c'(t) = (t, €', t?).
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3.2 O Comprimento do Arco.

Exercicio 3.2.1
Parametrize as seguintes curvas no plano e no espago.

a. C={(z,y) eR*: y=¢"} b. C={(z,y) e R?: 42? + y* =1}
c. C= {(x,y) e R?: 922+ 16y> = 4} d. C: recta em R3 que passa na origem e con-

tém o ponto de coordenadas (a,b,c).

Exercicio 3.2.2
Determine o comprimento das curvas parametrizadas pelos seguintes caminhos.

a. c(t) = (2cost, 2sint, t), 0 <t < 27. b. c(t) =(1,3t% #3),0<t < 1.
c(t) = (t, Int, 2v/2t), 1 <t <2 d. ¢(t) = (t —sint, 1 —cost), 0 <t <2
e. c(t) = (¥, e 3V2t),0<t <1/3 f. c(t) = (t,Int),0 <t <2

Exercicio 3.2.3
Considere o caminho

2t 1 —¢2
c@):(l),tem

1427142’

Mostre que se a = £{c(t); c¢/(t)}, entdo cos(a) = k para alguma constante k.

Exercicio 3.2.4

Um caminho ¢, definido num intervalo [a,b], diz-se que esta parametrizado pelo comprimento
do arco se ||c'(t)|| = 1,Vt € [a,b]. Verifique se os caminhos seguintes estao parametrizados por
comprimento de arco e, em caso negativo, reparametrize-os usando a fun¢do comprimento do
arco: s(t) = f; </ (7)||d7, com a = 0.

a. c(t) = (cosht, sinht, t) b. c(t) = (cost, sint, t)

3.3 Campos Vectoriais

Exercicio 3.3.1
Em cada alinea mostre que o caminho ¢ é uma linha de fluxo do campo de velocidades F, dado.

a. c(t) = (e*, Inft|, 1/t), t #£0, F(z,y,2) = (2z,2,—2?)
b. c(t) = (sint, cost, et) , F(z,y,2) = (y,—x,2)

(t 3el ™ ) t#0, F(z,y,z)= (—3z4,y, —z2)

1
(t2, 2% — ),t>0, F(z,y,2) = <y+1,2,2>
z

C. C
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Exercicio 3.3.2
Calcule a divergéncia de cada um dos seguintes campos.

a. F(z,y,z) =e™Wi—e"j+e¥?k b. F(z,y,2) =22i+ (z+y)?j+(x+y+2)2%k

3

c. F(z,y) =2°1i— zsin(zy) j d. F(z,y) =ze¥i—[y/(x+y)]j

Exercicio 3.3.3
Calcule o rotacional de cada um dos seguintes campos.

a. F(r,y,2)=zi+yj+zk b. F(z,y,2) =yzi+zzj+ayk

c. F(z,y,z) =siny i+ cosx j d. F(z,y,2) =zyi+ (22— 9% ]

Exercicio 3.3.4
Mostre que os campos de vectores seguintes nao sdo campos gradiente.

a. F(z,y) = [ycosz] i+ [zsiny] ] b. F(x,y) = (;v2 + y2) i—2zyj

Exercicio 3.3.5
Considere dois campos vectoriais, F e G, taisque V-F =0 e V-G = 0. Qual dos seguintes
campos tem, necessariamente, divergéncia nula?

a. F+ G b. FxG

Exercicio 3.3.6
Considere o campo escalar f(z,y, z) = 22y e o campo vectorial F(z,y,2) = 2z22 i+ j+y3zz k.
Calcule:

a. Vf b. VxF . Fx V¥ d F-Vf

Exercicio 3.3.7
Para os campos escalares seguintes mostre que V x (Vf) = 0.

a. f(z,y,2) = a2 +y* + 2 b. f(z,y,2) = 2y +yz +az

c. flz,y,2)=1/(2® +y*+2%) d. f(z,y,2) = 2%9y% + y?22

Exercicio 3.3.8
Seja F(z,y,2) =32y i+ (2° +¢°) J.

a. Verifique que V x F = 0.

b. Determine uma fungao escalar, f, tal que F = V f. (Nota: no capitulo 5 usaremos um
método para determinar a fun¢ao f. Neste exercicio procure f por tentativas)
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3.4 Exercicios Variados

Exercicio 3.4.1
Nas alineas seguintes determine a velocidade, a aceleragao, a velocidade escalar (celeridade) e a
recta tangente aos caminhos nos pontos indicados.

a. c(t) = (£ +1,e ", cos(mt/2)), t =1. b. c(t) = (t* — 1,cos(t?), 1), t = /7.
c. c(t) = (et,sint,cost), t = 0. . 2 . _

Exercicio 3.4.2
Determine a velocidade e a aceleragdo do caminho (cicléide) c(t) = (¢ — sint, 1 — cost) no
instante t = /4.

Exercicio 3.4.3
a. Considere um caminho ¢ tal que ||c(t)|| = constante, Vt € [a,b]. Mostre que ¢’(t)Lc(t).

b. Considere um caminho ¢ tal que ||c/(¢)|| # 0, Vt € [a,b]. Mostre que

lc(t)|| = constante < " (t)Lc(t).

Exercicio 3.4.4
Uma particula de massa m desloca-se segundo o caminho c(t) = (¢
forga que actua na particula no instante ¢t = 0.

2 sint, cost). Determine a

Exercicio 3.4.5
Considere o campo vectorial F(z,y,z) = ($2, 0, z(1+ x)) . Mostre que uma linha de fluxo para

F ¢é o caminho
(t) Loy © t#£1
C = S m— S m— .
1—t" 7 1-t)’

Exercicio 3.4.6

Considere o campo vectorial F(z,y) = f(2%2 4+ y?)(—yi+xj), onde f é uma funcio real de
variavel real. Que equagao devera satisfazer a fungéo real de variavel real, g, de modo que o
caminho

c(t) = [cos(g(2))] i+ [sin(g(£))] J;

seja uma linha de fluxo para F?
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Exercicio 3.4.7
Considere uma particula de massa m que se desloca segundo a hélice eliptica:

c(t) = (4dcost, sint, t), t € R.
a. Determine a equagdo da tangente a hélice no instante ¢ = /4.
b. Qual a forca que actua na particula nesse instante?

c. Determine uma expressao, em termos de um integral, do comprimento do arco de hélice entre
t=0et=mn/4

Exercicio 3.4.8
Considere o campo escalar g(z,y, z) = 23 + 5yz + 22.

a. Calcule F =V g e verifique, directamente, que V x F = 0, em todos os pontos (z,y, z).

b. Seja h uma funcdo de uma variavel tal que h(1) = 0.5.
Defina o campo escalar f(x,y,z) = (h o g)(x,y,z). Partindo do ponto (1,0,0) determine
a(s) direcgao(bes) na(s) qual(ais) a taxa de variacdo de f & metade da sua taxa de variagao
méxima (nesse ponto).

Exercicio 3.4.9
a. Parametrize a curva que resulta da interseccdo das superficies Sy : 22 + 9% + 22 = 3, e
So:y=1.

b. Calcule uma expressao para a recta tangente a curva no ponto (1,1,1).

c. Determine uma expressao integral para o comprimento do arco desta curva.
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