Capitulo 2

Derivacao

2.1 Geometria das Funcoes Escalares em R? e R3.

Exercicio 2.1.1
Para a funcao escalar f(x,y) = 9 — 22 — 2, esboce as curvas de nivel: f(z,y) =0, f(x,y) =5
e f(z,y) =8

Exercicio 2.1.2
Para as seguintes fungbes, esboce os conjuntos de nivel ¢, para os valores de ¢ indicados. Con-
segue representar o grafico de cada fungao?

a. f(x,y)=4—-3x+2y, c=-2,-1,0,1,2. b. f(x,y) =2z/y, c=-2,—-1,0,1,2.
C. f(xvy):y2_:l:2a C:_l’()?l' d. f($,y)=y—x2, C:_l’ovl'

e. f(z,y)= 22 +zy, c=-2,-1,0,1,2. f. flz,y)=(z—-1)(y—2), c=-1,0,1.

Exercicio 2.1.3

Represente algumas superficies de nivel de cada uma das func¢oes seguintes.
a. [:R3 =R, (2,y,2) — —2% —y? — 22
b. f:R3 =R, (z,y,2) — 42 + y* + 922

c. f:RP =R, (2,9,2)— 22+ 9%

Exercicio 2.1.4
Usando coordenadas polares descreva as curvas de nivel da fungdo dada por:

fx,y) = 2zy/(2® + y*) se (z,y) # (0,0), f(0,0) =0.

Exercicio 2.1.5
Seja f : R?\{(0,0)} — R dada em coordenadas polares por f(r,0) = cos (20)/r%. Represente,
no plano cartesiano, algumas curvas de nivel de f.
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2.2 Derivadas Parciais. Funcao Derivada. Plano Tangente. Vec-
tor Gradiente.

Exercicio 2.2.1
Calcule 0f/0x e 0f /0y, para:

a. fx,y) = (:U2 + y2) In (332 + yg) b. f(x,y) = cos (ye™)sinz
c. f(z,y)=e"n (2% +y?) d. flz,y) = ay/V/z? +y?

Exercicio 2.2.2
Determine uma equacao do plano tangente & superficie z = 22 + y> no ponto P = (3,1,10).

Exercicio 2.2.3

Determine uma equagao do plano tangente ao graficos das fungoes seguintes nos pontos indicados.
a. f(x,y) ==y, P=(0,0) b. f(z,y) =€, P=(0,1)

c. f(x,y) ==xcosxzcosy, P=(0,m) d. f(z,y) = (z*+y*)In (2® +y?), P =(0,1)

Exercicio 2.2.4
Calcule a matriz das derivadas parciais das seguintes fungoes.

a. f:R* = R? f(z,y) = (z,y) b. f:R? = R% f(z,y) = (y,z)
c. [iRP=R? f(z,y,2) = (z+e +yya®) d f:R* =R f(z,y) = (ve¥ +cosy,z,z+eY)
e. fiR> =R f(z,y) = (zye™, wsiny, 5zy°)

Exercicio 2.2.5
Para as fungdes nas alineas do exercicio anterior, calcule D f(P) para:

a. P=1(2,1) b. P=(2,1) c. P=(1,2,0) d. P=(0,7/2) e P=(1,m)

Exercicio 2.2.6
Calcule o vector gradiente de cada uma das seguintes fungoes:

a. f(z,y,2) = pel-z—y?=2%) b. f(x,y,2) = z%e” cosy
B xyz
C. f(ZL‘,y,Z) - x2+y2+22
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2.3 Introducao aos Caminhos e Curvas no Plano e no Espaco.

Exercicio 2.3.1
Represente geometricamente as curvas, no plano ou no espaco, que sao as imagens dos caminhos
seguintes.

a. c(t) =2sinti+4costj, 0<t<2m. b. c(t) = (—t,2t,1/(t+ 1)), 0 <t <3.

c. c(t)=sintitcostj+tk, 0<t<2m.  d c(t)=(tt%t3), 0<t<2

Exercicio 2.3.2

Calcule o vector velocidade no instante ¢ para cada um dos caminhos seguintes.
a. c(t)=6ti+3t2j+t3k, teR. b. c(t) = (4e,6t*, cost), t € R.
Exercicio 2.3.3

Calcule a recta tangente ao caminho ¢ no instante ¢ indicado.

a. c(t) =sin3ti+cos3tj+2t2k t=1.  b. c(t) = (cos’t,3t —t3,t), t =0.
Exercicio 2.3.4

Calcule um vector tangente , no instante ¢, a cada um dos caminhos seguintes.
a. c(t) =eti+costj, t€R. b. c(t) = (tsint,4t), t € R.
Exercicio 2.3.5

Neste exercicio suponha que um particula se movimenta seguindo a trajectoria descrita pelo

caminho c e no instante ty sai da trajectoria e segue pela tangente ao caminho. Calcule a
posicao da particula no instante ¢1, dado.

a. c(t) = (13,3 — 4t,0), to =2, t; = 3. b. c(t) = (el, et cost), to =1, t; = 2.

c. c(t) = (4et,6t2,cost) ,to=0,t =1. d. c(t) = (sinel, t,4 —t2), to =1, t; = 2.

2.4 Propriedades da Derivada. Regra da Cadeia.

Exercicio 2.4.1

Calcule %’C’ e %—”“; directamente e usando a regra da cadeia.

a. w=usin(v); u = x> +y% v = zy. b. w=e"; u=zln(y); v=22+y
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Exercicio 2.4.2
Use a regra da cadeia para determinar a derivada de h: R? — R, h(z,y) = f(u(x,y),v(z,v)),
onde

u? + v?

f(u,v): 2

u(z,y) =e 7Y, v(z,y) =€
Uu

_rU2’

Exercicio 2.4.3
Calcule as derivadas seguintes directamente e usando a regra da cadeia.

or Or or _ . 20,1, 42
a. g, ge € gy, onde r = wecos(z); w = uvt; z = ut.

bdw 3

. 2 onde w =2z

at —y3; x:e_2t; y:3t2.

Exercicio 2.4.4
Verifique a regra da cadeia para a composigao (f oc) nos seguintes casos:

1. f(z,y) =e™, c(t)=(3t2,1)
2. f(z,y) = (332 + y2) VrZz+y? c(t) = (el e™)

3. fla,y) = 2e™ T c(t) = (t,—t)

Exercicio 2.4.5
Nas alineas seguintes alineas determine a expressao das fungdes compostas h e use a regra da
cadeia para calcular as derivadas Dh nos pontos indicados.

a. h(z,y) = (fog)(x,y) e Dh(1,1), onde
f(u,v) = (tan(u — 1) —e*,u® —v?), g(z,y) = (" Y,z —y).
b. h(z,y) = (fog)(xz,y) e Dh(0,0), onde

flu,v,w) = (e"7%, cos(u + v) +sin(u + v+ w)), g(z,y) = (*,cos(y —x),e”Y).

Exercicio 2.4.6
Determine as derivadas %(foF)(LO) e %(foF)(l,O), onde f(u,v) = cosusinv e F:R? — R?
¢ dada por F(s,t) = (cos(t?s),Inv/1 + s2).

Exercicio 2.4.7
Resolva os seguintes exercicios.

a. A areia vaza de um recipiente por um orificio a taxa de 6¢m3 /min. Ao vazar, a areia vai
formando um cone circular recto cujo raio da base aumenta a razao de 0,25¢cm/min. Se, no
instante em que ja vazaram 40cm?, o raio é 15c¢m, determine a taxa de crescimento da altura
do cone. (nota: deve usar a regra da cadeia para resolver este problema)
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2

b. Suponha que dentro de um aquério, a temperatura da agua é dada por T = z2e¥ — xy3. Se

um peixe nadar segundo a trajectoria descrita pelo caminho c(t) = costi+sint j determine
a taxa de variagdo instantinea da temperatura em cada instante, d7'/dt(t), a que estara
sujeito o peixe:

i. pela regra da cadeia.
ii. por derivagao directa da composi¢ao (7' o c) (t).

c. Considere que a temperatura num ponto (x,vy,2) ¢ dada por T(z,y,2) = 22+ y> + 2% Se
uma particula se move segundo a hélice circular parametrizada por c(t) = (cost,sint,t),
determine:

i T(t).
ii. T'(t) através da regra da cadeia.

iii. uma aproximacao para a temperatura a que esta sujeita a particula no instante
t=m/2+0.001.

Exercicio 2.4.8
Seja F:R2 — R2, (x,9) — (1Y, e*7¥). Considere-se ¢ um caminho tal que c(0) = (0,0) e
c'(0) = (1,1). Indique o vector tangente a (F o c) (t) no instante ¢ = 0.

Exercicio 2.4.9
Suponha que u = f(x,y) e v = g(z,y) satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann

o
or oy Y

—Ug.

Se z =rcosf e y = rsinf, mostre que

Ou 10v 0Ov 10u

o rde or roe

2.5 Gradiente e Derivada Direccional.

Exercicio 2.5.1
Calcule o vector gradiente da fungao f no ponto P. Calcule ainda a derivada direccional de f
em P na direcgao do vector u:

a. f(z,y) =922 +4y%, P=1(2,3), u= i+ j.

b. f(z,y,2) =yz> — 222, P = (2, -3, 1); u=%i+\/§j.
c. f(z,y,2)=ay?e*, P=(2,-1,0); u= i+ j— k.

d. f(z,y)=2% - 222y +ay®>+1, P=(1,2); u=3i+4j.
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Exercicio 2.5.2

Para cada uma das alineas do exercicio anterior, determine um vector unitario com o sentido do
maior crescimento da fungao f e determine a taxa de variagao nesse sentido. Proceda de igual
modo para o sentido de maior decrescimento.

Exercicio 2.5.3
Determine a derivada direccional de f no ponto P e segundo a direc¢édo indicada.

a. f(z,y) =Iny/22+y% P = (3,5), na direcgdo da bissectriz dos quadrantes pares.
b. f(x,y,z) = zy+yz+zz, P = (1, 1, 3), na direc¢ao que vai do ponto P ao ponto Q = (5, 5, 15).
c. f(z,y)=In(e*+e¥), P=(0,0), na direc¢ao que faz um angulo de 30° (no sentido directo)

com a horizontal.

Exercicio 2.5.4
Mostre que a derivada da funcdo f(z,y) = y?/z, calculada num qualquer ponto da elipse de
equacio 2z +y% =k (k> 0), é¢igual a 0.

Exercicio 2.5.5
Determine o angulo entre os gradientes da fun¢ao f(z,y) = In(y/x) nos pontos P = (1/2, 1/4)
e Q=(1,1).

Exercicio 2.5.6
Determine equacdes do plano tangente e da recta normal as seguintes superficies em R3, no ponto
P, dado:

a. 922 — 4y? — 2522 =40, P = (4, 1, —2);
b. z=a22—19% P=(1,1,0);
c. z=1In(zy), P=(1/2, 2, 0);

d. zyz — 4z +y> =10, P = (-1, 2, 1).

Exercicio 2.5.7
Uma chapa de metal esta situada num plano—zy, de modo que a temperatura 7' em (z,y) é
inversamente proporcional a origem. A temperatura em P(3, 4) é de 100°C.

a. Encontre a taxa de variacdo de T" em P na direcgao i+ j

b. A partir de P, em que sentido aumenta mais rapidamente a temperatura? E em que sentido
decresce mais rapidamente?

c¢. Em que direccao a taxa de variacao de T é 07
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2.6 Exercicios Variados

Exercicio 2.6.1
Considere o movimento de uma particula segundo a curva, no plano, parametrizada por

c(t) =e'costi+elsintj, t €R.

Mostre que o vector tangente a ¢ em cada instante ¢, faz com c(t) um angulo constante e igual
a /4.

Exercicio 2.6.2 o4
Dada uma fungao diferenciavel f, de uma variavel real, e z(z,y) = f < y> , mostre que
r—=y
0z n 0z 0
€r— _—=
oz " Yox

Exercicio 2.6.3

Considere uma corda de um violino com um certo comprimento. Considere um ponto x, da
corda quando esta esta na horizontal. O deslocamento vertical, no instante ¢, do ponto x é dado
por u(x,y) = sin (z — 6t) + sin (z + 6t). Calcule a velocidade da corda em z = 1 no instante
t=1/3.

Exercicio 2.6.4
No instante ¢ = 0 é langada uma particula a partir do ponto P = (1,1,1) na superficie de
equacao S : 2% +2y?+322 = 6, segundo a direccao normal a S, e com a velocidade de 10 ms™1.

Calcule o instante em que a particula atinge a esfera de equacdo z? + y? + 22 = 103.

Exercicio 2.6.5

Suponha que um insecto se encontra num ambiente toxico e que o nivel de toxicidade é dado
pela fungao T'(z,y) = 22% — 492, onde (z,y) é a posi¢do do insecto segundo um referencial. Se
o insecto estiver na posi¢ao (—1,2), em que sentido se deve movimentar de modo a que o nivel
de toxicidade diminua mais rapidamente?

Exercicio 2.6.6
a. Determine a taxa de variacao instantanea de f(z,y,z) = e*¥sin(zryz), no ponto P = (0,1,1)
e na direc¢ao do vector u= i—2j+2k.

b. Seja h(z,y) = 26~ + =3, Suponha-se que a altura de uma montanha, no ponto (zx,y),
¢ dada pela funcao h. A partir do ponto P = (1,0), determine a direc¢do na qual se deve
seguir de modo a escalar o mais rapidamente possivel.
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Exercicio 2.6.7
O que esta errado no seguinte raciocinio?
“Suponha-se que w = f(z,y) e y = z. Entdo, pela regra da cadeia, temos:

ow_owae owdy _ow _, ow
dr Ox dx Oy dx Ox x@y'

0
Assim, 2x8—w =0 e, portanto v _ 0.7
Y

) 8y

Exercicio 2.6.8
Usando a regra da cadeia determine uma férmula para:

o % (ef(t)g(t)) b, % (f(t>g<t>)

Exercicio 2.6.9

Verifique a regra da cadeia para f oc.

In (1 + 2% 4 22?)
1+ 92

a. f(x,y,2) = , c(t) = (t, 1—¢t2 cost)

$2

b. f(z,y) = c(t) = (et, e_t)

2 +cosy’

Exercicio 2.6.10
Suponha que f é uma fungao diferenciavel de uma variavel real. Seja u = g(x,y) definida por

u=g(z,y)=uyf <x:;;y> :

Mostre que a fungdo u satisfaz a equagao as derivadas parciais

20U 50u

5% Yoy =G(z,y)u,

e determine a fungao G.

Exercicio 2.6.11
Seja F' uma funcdo de uma variavel real e seja f uma funcdo de duas variaveis reais, ambas
diferenciaveis. Mostre que

V(Fof)(zy) I Vf(zy), V(zy)
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