Apéndice A

Formulario

Equacdes Diferenciais Ordinarias de 1 Ordem

Equacdes Exactas. Factor Integrante.
Dada uma equagao diferencial ndo exacta M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.
1. Se R = % (%—A;[ — %—];7) depende apenas da variavel x entao a funcao v(z) = el R@)dz ¢ factor

integrante da equacao diferencial dada.

2. Se R = % (%—JX — %—]\;) depende apenas da variavel y entao a fungao o(y) = el BW Y ¢ factor

integrante da equacgao diferencial dada.

Equacdes lineares. Reducdo a forma linear.

Dada uma equagao linear de 1* ordem 3’ + p(x)y = r(x), a solucao geral é

a) = [r@etdo+ e, onde n= [ pa)as.

Se a equagao nao é linear podemos, em alguns casos, reduzi-la & forma linear mediante uma mudancga
de variavel conveniente. Por exemplo, a equacao de Bernoulli, y' + p(x)y = r(z)y®, o € R, reduz-se a
forma linear usando a mudanca de variavel u = 3=,

Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdo Para o PVI. O Método de Picard.
Considere-se o problema de valor inicial
y' () = f(,9), y(@o) =yo, (%)

Teorema 1 (Existéncia e Unicidade)
Considere-se que as fungoes f(x,y), e ==(x,y) sdo continuas no rectangulo (fechado) dado por

dy
R: [xo,z0+al, |y—yol <b. (a,b>0)
Calculem-se os valores

b
M = ma , e = mi ,— .
max [f(z)] e o mm{a M}

Nestas condigdes o problema de valor inicial (*) tem solu¢@o tnica no intervalo [zg,zo + a].
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O Método de Picard.

O processo iterativo de Picard para o PVI (x) é

Yo(x) = yo i
ynl) = yo + / ftgat (O] A, > 1.

Obseragao. Nas condi¢oes do teorema 1 o esquema iterativo de Picard converge para a solugao de (x)
no intervalo [zg,z¢ + @]

Equacdes Diferenciais Ordinarias Lineares de ordem n>1
Caso n=2: y"+ p(z)y + q(x)y = r(z)
Equacdo homogénea de coeficientes constantes

E uma equacio que pode ser escrita na forma: y” +ay’ +by =0 (A) a, b sdo constantes.
Equacdo caracteristica associada: A?>+al+b=0 (B). Solugdes: A1, Ao.

Tipo de raizes de (B) Solucao geral de (A)
Caso 1  reais distintas A1, Ao y(z) = C1eM® + Coe?®, O, C3 €R
Caso 2 dupla A = —a/2 y(x) = (C1 + Caz)e?®, C1, Cy € R

Caso 3 complexas conj. A = Ao = a +i3  y(z) = e*® [C cos (Bz) + Cosin (Bz)], C1, C2 €R

Equacdo homogénea de coeficientes variaveis: equacdo de Euler-Cauchy

E uma equacio que pode ser escrita na forma: x%y” + axy’ +by =0 (C) a, b sdo constantes.
Equacdo algébrica associada: m? + (a—1)m+b=0 (D). Solugdes: my, ma.

Tipo de raizes de (D) Solucao geral de (C)
Caso 1 reais distintas mq, mso y(z) = Cra™ + Coz™2, Cq, Cy €R
Caso 2 duplam=(1-a)/2 y(z) = (C1 + Colnx)z™, Cp, Co € R
Caso 3 complexas conj. m; =ma =a+if y(z)=x"[Cicos(flnz)+ Cysin(Flnz)],
Cl, CQ eR

Método da reducdo de ordem

Considere-se a equagao y” + p(z)y’ + q(x)y = 0 e y1(x) uma solu¢ao da equagdo. Uma base para as
solugbes da equagao é {y1, y2} onde ya(z) = u(x)yi(x), sendo

u(z) = / %e_fp(x) dz 4z
Y1

Equacdo ndo homogénea
e Equacao nao homogénea: y” + p(z)y’ + q(z)y = r(z) (NH)

e Equacao homogénea associada: y” + p(x)y’ + q(z)y =0 (H)
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A solugao geral de (NH) pode ser escrita na forma: y(z) = yn(z) + yp(x), onde y; é a solugao geral
de (H) e y, uma solugao particular de (NH).

METODO DA VARIAGAO D0OS PARAMETROS.

Seja {y1, y2} uma base para as solugoes de (H) e W(y1,y2) o wronskiano de y1, y2. Entao

p2(@)r(2) n@r) |

W(yl,yz)d 7+ 42l ) W(yl,yz)

yp(x) = —y1(v)

Caso particular: METODO D0S COEFICIENTES INDETERMINADOS.
Aplica-se a equagoes do tipo: y” 4+ ay’ + by =r(z) a, b constantes.

Regra basica:

r(x) escolha para y,
kx™ (n € N)  kpa" +kp 2™ 4+ 4 ka4 ko
k cos (Bx) k1 cos (Bx) + ko sin (Bx)
k:sm (Bz) k1 cos (Bx) + ko sin (Bx)
T cos (Bxr)  e* [ky cos (Bz) + ko sin (Bx)]
*sin (fz) €™ [k cos (Bx) + ko sin (Oz)]

Regra da Modificagao: Se na escolha de y,,, dada pela tabela anterior, temos uma solucao da equagao
homogénea associada, multiplique-se por x (ou por z?2
da equagao caracteristica).

se essa solugao corresponde a uma raiz dupla

Observagao: A regra bésica admite a seguinte generalizagdo:

Regra basica:(generalizagao)

r(x) escolha para y,

e P, (x)cos (Bzx) x°e” ([anx" tap 2" agz ao] cos (fBx)
+ [bnx” + by " b+ bo] sin (BJ:))

e P, () sin (fx) idem

Nota: o pardmetro s corresponde ao nimero de vezes que « + i é raiz do polinémio caracteristico.

2005/2006 - 1° semestre Analise Matematica III 31



Apéndice A Formulario

Equacdes diferenciais lineares de ordem n > 2 (coef. const.):

Y™ +ap_ 1y + -+ a1y +agy = r(z) (NH)

Solucao Geral: y(z) = yp(x) + yp(x)

Equacao Homogénea Associada: y™ + a,_1y™ ) + .- + a1y +agy =0 (H)
Equacdo Caracteristica associada: A\ 4+ ap,_1 A" 1+ +a1X+ag =0 (1)

Tipo de raizes de (I) Solucao geral de (H)
n
Caso 1  n raizes reais distintas A1,..., A, y(z) = Z €™ e, .. en €ER
k=1
Caso 2 praizesiguais A\ =--- =X\, =p y(x) = (c1 + -+ + cpaPL)ers
n
(n — p) raizes reais distintas A\pi1,..., Ay + Z €™ e, cn ER
k=p+1
Caso 3 complexas conj. A\| = Ay = a + i3 y(x) = e [C] cos (Bx) + Cysin (fz)]
n
(n — 2) raizes reais distintas As,..., A, + Z €™ e, en €R
k=3
Equacdo diferencial linear de ordem n > 2 n3do homogénea:
v +pua @)y 4 pu(@)y + po(a)y = r(x)
Variagao dos Pardmetros:
n
Wir(z)
wlo) =Y o) [ s,
k=1
onde:
> W wronskiano de yi(x),. .., yn(x);
> W} determinante que resulta do wronskiano de yq(x),...,y,(x) substituindo a coluna k pelo

vector (nx 1), [0 ---0 1T,
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Sistemas de Equacdées Diferenciais Ordinarias Lineares

Sao sistemas de equagoes diferenciais lineares que podem ser escritos na forma: y’' = A(t)y + g(t),
onde A(t) é uma matriz n X n e y(t), g(t) sdo vectores n x 1. A solugdo geral do sistema pode ser
escrita na forma y(t) = y™(t) + y® (t) sendo y("(t) a solugao geral do sistema homogéneo associado
ey® (t) uma solugao particular do sistema nao homogéneo.

Sistema Homogéneo de coeficientes constantes: y’' = Ay (H)

Dado A € R tal que existe um vector nao nulo x para o qual se verifica Ax = Ax entao o vector

y(t) = xeM, ¢ solugio do sistema homogéneo (H).
Caso (I): A matriz A possui n vectores préprios x1), x(?)| ... x( linearmente independentes.
Sejam x(M ... x(™ vectores proprios da matriz A associados aos valores proprios i, ..., A, respecti-

vamente. Note-se que os valores proprios podem ser iguais. Entao uma base para as solugoes de (H)
sera dada pelos vectores y (I (t) = x@eMt i =1...n.
A solucdo geral do sistema (H) é y(t) = Cix(MeMt ... 4 O x(Ment,

Caso (I1): A matriz A n3o possui n vectores préprios x(1), x(?)| ... x( linearmente independentes.
(I1)-1: X = u é raiz dupla da equagdo det (A — A\I) = 0 a que corresponde apenas a um vector préprio x.
e Uma solucio para o sistema (H) sera y (1 (t) = xet,
e Uma segunda solucio serd y® = xte!* + uet, onde u é um vector que satisfaz (A — plu =x.

e Temos que yV, y?) sdo linearmente independentes.
(I1)-2: X\ = p é raiz tripla da equagdo det (A — A\I) = 0 a que corresponde apenas a um vector préprio

e Uma solugiio para o sistema (H) sera y () (t) = xet.

e Uma segunda solucio serda y@ = xte#* + ue, onde u satisfaz (A — phu =x.

e Uma terceira solugao sera y ) = Xge“t—i—ute“t—i—ve“t, sendo v um vector solugao de (A—pul)v =u
e Temos que yV, y?), y®) sio linearmente independentes.

(I11)-3: X\ = p é raiz tripla da equagdo det (A — AI) = 0 a que correspondem dois vectores préprios
1) x®
x\W ) x2),

e Duas solugdes Li. do sistema (H): y(U(t) = x(Wert,  y@ () = x@ert |

e Terceira solugao: y®) = xtet + uett, onde x ¢ uma combinacao linear de x(!) e x? tal que o
sistema (A — pl)u = x seja possivel.

e Temos que y, y?), y®) 3o linearmente independentes.
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Caso Complexo

No caso de a matriz, A, do sistema possuir um vector proprio complexo, x = v 4iv@ | associado a um
valor proprio complexo A = a+ib, entdo o vector y(t) = e*x &, como vimos, uma solugdo (complexa)
de (H). A proposigao seguinte indica-nos como podemos construir dois vectores, de componentes reais,
que sao solugoes linearmente independentes de (H).

Proposi¢do 1 Considere-se o sistema de equagoes diferenciais y’ = Ay (H).

Suponha-se que y(t) = y(I(t) + iy (t) é uma solucio complexa de (H).

Entao yM(t) e yP(t) sdo solucdes (reais) de (H). Mais ainda, y()(t) e y®(t) sdo vectores
linearmente independentes.

Sistema Nao Homogéneo: y' = A(t)y +g(t) (NH)
Método da variacdo dos parametros

Para determinar a solucio particular y®) do sistema (NH), considere-se Y () uma matriz fundamental
para o sistema homogéneo associado a (NH), isto ¢ Y (¢) é uma matriz n X n cujas colunas sdo n
vectores linearmente independentes que sdo solucdo do sistema homogéneo. A solugdo particular é
dada por,

y®) (1) = Y(Hu(t), onde u(f) = / Y-L(t)g(t) dt.

Método da Diagonalizacdo

Aplica-se a sistemas do tipo y’ = Ay + g(t), onde A é uma matriz n X n constante que possui base de
vectores proprios xU, ... x(" associados, respectivamente, aos valores proprios Ay, - -+ , Ap.
Considere-se a matriz cujas colunas sao os vectores proprios de A, X = [x(l) x® . x(M) ]
A matriz D = X 'AX ¢ uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo os valores
proprios de A, a; = A;, i=1,---,n.
Usando a mudanca de variavel z = X 'y transforma-se o sistema y’ = Ay + g(t) no sistema

z/ =Dz + h(t),

onde h(t) = X" 1g(t). Obtém-se assim um sistema composto por n equagdes diferenciais lineares de
12 ordem dado, em coordenadas, por

Z;—)\izith‘(t), i=1,...,n.

Apos a resolugao de cada uma destas equagoes lineares retorna-se & variavel inicial y.
A solugao geral do sistema é o vector y(t) = Xz(t)
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Transformada de Laplace

“+00

No que se segue considera-se F'(s) ot {f(t)} o / e StF(t) dt.
0

Propriedades da Transformada de Laplace
1. Z{af(t)+B9t)} =a L {f)} + L {g(t)} (lincaridade)
2. Z{f'(t)} = sF(s) - f(0)
3. Z{f"(t)} = s*F(s) — sf(0) — f'(0)

4. & {f(")(t)} = s"F(s) — s"1f(0) —

5. Z{tf(1)}

ds

Sn*Zf/(()) ...
F(s)

6. Z{e” f(t)} = F(s—a) (1° teorema do deslocamento)

7. L{H.(t) f(t —c)} = e *°F(s) (2° teorema do deslocamento)

8. Z{(f*9))} = Z{f()} x L {g(t)} onde f g = [; f(t —u)g(u)du.

Propriedades Adicionais da Transformada de Laplace

1 3{/Otf(r)dr}

%F(S)

2. g{@} = /:OOF(§)d§.

Tabela de Transformadas

— 52 f9(0) — s f72)(0) — f"~1(0)

f(@) F(s) f(®) F(s)
1l 1 ~(s>0) 6 | cosh (at) | - — (s>a)
2| n 5% (s > 0) 7| sinh(at) | o (s>a)
3 e |- ! (s> a) s | mu ; (s> 0)
4| cos(at) | 5o (s>0) 90| 6t—c) | e (s>0)
5 | sin(at) | 57— (s> 0)
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Convolugao

t
Dadas duas fungoes, f e g, a convolu¢ao de f com g é f*xg= / ft —u)g(u)du.
0

Introducao Aos Métodos Numéricos Para EDO'’s
Considere-se o PVI:
y' = flz,y), ylto) =yo. (¥

Suponha-se que o problema de valor inicial tem solugao tnica, y(t), no intervalo, I = [tg, tg+ ] para
algum « > 0. Mais ainda, suponha-se que, para todo t € I, |y(t)| < b, para algum b > 0. Podemos
aproximar a solu¢ao do PVI (x), no intervalo I, usando o método de Euler.

Método de Euler

Considere-se o rectangulo, R, definido por:
R: to<z<to+a, [yl<b

Dado um namero natural N, divida-se o intervalo I = [to, to + | em N sub-intervalos de igual
amplitude, h = a/N, e de extremos tg,t1,..., ty = to+ «. Note-se que tx =to+ kh, k=0,...,N.
O método de Euler gera uma sequéncia, Processo Iterativo do método de Fuler:

H yo = y(to)
Ykt1 =Yk +hf(tr,yk), k=0,...N -1

Estimativa Para o Erro de Aprozimagao de y(ty):

Dh

ly(tn) —yn| < o7 [ = 1],

onde D e L sao constantes positivas tais que

max
(z,y)ER

Oy (t, y)‘ > Ly (zn,yl?ex It (t,y) + f(t.y) Dy (ty)| <

Observagao: Por forma a garantir a existéncia dos méximos nas desigualdades anteriores, admite-
se sempre que para o problema (x) a fungdo f ¢é continua e tem derivadas parciais continuas no
rectangulo (fechado) R.
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