Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias de 12
Ordem

1.1 Conceitos Basicos

Exercicio 1.1.1
Resolva as seguintes equacoes diferenciais.

a. y = x> b. 3 = sin(3x) c. y'== d. y' =ze

Exercicio 1.1.2
Indique a ordem de cada uma das seguintes equacCes diferenciais. Verifique que a funcao dada é
solucao da equagao correspondente. (nota: a, b e ¢ sdo constantes reais arbitrarias)

a. y+y=2>-2, y=ce *+a2%— 2

b. ¥ +y=0, y=acosz+ bsin(x — 2x)

c. y'=e* y=e"+ar’+br+c

d. ¥y +2y +2y=0, y=e " (acosz+ bsinz)
e. x+yy =0, 22 +y2=1

(i) O que acontece se substituirmos a solugdo da equacao diferencial anterior por 22 — y? = 1?

(ii) E se, na solucao indicada, substituirmos 1 por 2?7 E por qualquer outro nimero?

Exercicio 1.1.3
Para cada alinea verifique que y é solugao da equacéao diferencial dada. Determine ¢ de modo que a
correspondente solugao particular satisfaca a condigao dada.

a. 25 +y3y =0, 4yt =¢, (y>0), y=1 quando z =0.

b. v + 2y = 2.8, y = ce 2% 4 1.4, y=1 quando z =0.




1.2 Equagdes Separaveis Cap. 1

c. zy = 3y, y = ca?, y =16 quando z = —4.
d. yy =2z, y?—22% =¢, (y>0), y(1) = V/3.
e. Y =ytgw, Yy = csecx, y(0) = 3.

f. 4yy' +2 =0, 2?2+ 4y =c, (y>0), y(2) =1.

i. O que acontece se alterarmos a condigao inicial para y(a) =0, a constante qualquer?

Exercicio 1.1.4
Suponha-se que a aceleracdo de um automével, em funcio do tempo ¢ é dada por a(t) = 2t ms~2.
Se no instante ¢ = 0, o automével inicia a sua marcha, qual a distancia que ele percorre ao fim de 5 s?

(Nota: Se y(t) é a distancia percorrida ao fim de ¢ s, entao a velocidade e a aceleragao, sao dadas respectivamente por, v(t) = y’(t)
e a(t) =y"(t))

Exercicio 1.1.5

Um objecto em queda livre tem aceleragao constante e igual a aceleracao da gravidade, g = 9.8 ms™
(desprezando a resisténcia do ar). Se y(t) for a altura, em fungao do tempo, do objecto relativamente
ao solo e considerando que o objecto é deixado cair de uma altura y¢ no instante t = 0, mostre que

y(t) = yo — 2912

2

1.2 Equacgoes Separaveis

Exercicio 1.2.1
Determine a solucdo geral das seguintes equagoes diferenciais (nalguns casos sugere-se uma mudanga
de varidvel). Verifique em cada alinea o resultado obtido.

a. yy' + 25z = 0. b. v + 32%y? = 0. c. 2y =y +y, (y/v=u).

d. ' + cosecy = 0. e. y = —ky’. f. oy = (y+4z)%, (y+4z=0).
g. y = e"Tyt3, h. (14 22)y =1+y2 iozyy = 2%+ 9%, (y/r=u).
j. zln (@)Y + /14y =0. k. 4 = ylnycotg z. l. z(z —1)cos (y)y' = 2xsiny.
m. % =rtan.

n. x% + (1 +y?) arctany = 0.

2 dy

92 . dl/ .
0. xCoSy +x smya =a smy@.
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Cap. 1 1.3 Equagdes Diferenciais Exactas. Factor Integrante.

Exercicio 1.2.2
Resolva os seguintes problemas de valor inicial (PVI’s)

a. y = —x/y, y(1)=+/3. b. 3y +2% =0, y(0)=1.

c. 2y +y=0, y(2)=-2. d. dr/dt = —2tr, r(0)=2.5.

e. 2y =y + a?sec(y/x), y(l)=n. f. e%y =2(x+1)y?, y(0) =1/6.
g v =1+4y% y(0)=0. h. ¢/ cosh?z =sin?y, y(0) = /2.

i. cos(y)y = —xsin(y)/(1+2?), y(1)=r/2.

Exercicio 1.2.3
Use as substituigdes indicadas para resolver as EDOs seguintes:

a. (1-2y—da)y =14+y+2z, y+22=v. by =@+y—2)72 z+y=u

1.3 Equacgoes Diferenciais Exactas. Factor Integrante.

Exercicio 1.3.1
Dada a fungao u(z,y), determine a equagao diferencial exacta du = 0 e esboce algumas solucoes
u(x,y) = constante .

a. u =%+ 4y°. b, u=1/(z* —y?). c. u=z%—y> d. uw=e"1v,

Exercicio 1.3.2
Mostre que as equagoes seguintes sao exactas e resolva-as.

a. 2zydx + z?dy = 0. b. €3?(dr + 3rdf) = 0.

c. sinhz cosydz = cosh zsin y dy. d. (cotgy + 2?)dx = 2 cosec? y dy.

Exercicio 1.3.3
As EDOs seguintes sao exactas? Resolva o PVL.

a. 3y?dr +22dy =0, y(1)=1/2.

b. 2zydy = (3:2 + y2) dz, y(1)=2.

o

. 2sin (wy) do + wcos (wy)dy =0, y(0) =7/(2w).

e

[(x+1)e” —eY] do = ze¥dy, y(1)=0.

e. 2zydr+ dy)e’”2 =0, y(0)=2.
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Exercicio 1.3.4
Verifique em cada alinea que a funcao dada é factor integrante da EDO. Resolva a EDO.

a. sinydx +cosydy =0, f(z,y)=-¢€".

b. ydz + [y +tan(x +y)] dy =0, f(z,y) = cos(xz +y).
(a+Dyde+ (b+Dady =0, f(z,y)=a%P".

d. 3(y+1)dz =2zdy, f(z,y)=(y+1)/z*

o

e. 2cosydz = tan (2z)sinydy, f(z,y) = cos (2x).

Exercicio 1.3.5
Encontre um factor integrante para a equacao diferencial e resolva-a.

a. (y+1)de = (z+1)dy. b. 2coshz cosydx = sinh z siny dy.

c. (2cosy +42?)dz = xsinydy. d. 2ztanydz + sec?ydy = 0.

e. 7! coshydx + sinhy dy = 0. f. 2zydx + 322dy = 0.

g 3(y+x)?de + z(3y +22)dy =0 h. (y? — 32y — 222)de + (zy — 22)dy =0

Exercicio 1.3.6
Mostre que toda a equagao diferencial separdvel da forma M(z)dx 4+ N(y) dy = 0 é exacta.

Exercicio 1.3.7
Em cada alinea determine os valores da constante a para os quais a EDO é exacta. Resolva a equacgao
diferencial.

a. + (y + axy’)e?™ = 0. b. 272 +y 2+ (ax +1)y=3y = 0.

Exercicio 1.3.8
Determine todas as fungoes f(x) para as quais a EDO

y*sinz +yf(z)y =0

é exacta. Resolva a EDO para estas fungoes f(z).

Exercicio 1.3.9
Determine todas as funcdes f(x) para as quais a equacao diferencial f(z)y’ + 2% +y = 0 tem como
factor integrante a fungao u(x,y) = x.

Exercicio 1.3.10
Determine os valores da constante a para os quais a EDO
elsecy —tany +y =0

tem como factor integrante a funcao f(t,y) = e~ cosy. Resolva a EDO para esses valores de a.
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Cap. 1 1.4 Equagdo Diferencial Linear. Equagdo de Bernoulli.

1.4 Equacgao Diferencial Linear. Equacao de Bernoulli.

Exercicio 1.4.1
Determine a solugao geral das seguintes equagoes diferenciais lineares de 1? ordem.

a. y —y=4. b. v + zy = 4x. c. Yy +2y=25.
d. ¢y + 3zy = 0. e. y + 4y = coszx. f. o + ky = e *® k constante.
g 2%y + 327y =1/x. h. o +ysinx = ™57, i. 22y + 2zy = sinh 5z.

/

j. xy =2y + 23e”. k. ¥y +y=e " tanx. l. ¥/ = (y — 2)cotg z.

Exercicio 1.4.2
Resolva os seguintes problemas de valor inicial.

a. y' +4y = 20, y(0) =2 by —(1+3a y=2+2 yl)=e-1
c. ¥y =ytanz, y(r) =2 d. y' =2(y —1)tanh 2z, y(0) =14
.y =1+y% y(0)=0 £y + 62y =c?[a, y(1)=0

Exercicio 1.4.3
Reduza as seguintes equagoes a forma linear. Note que algumas equacoes reduzem-se a forma linear
se se trocar a variavel dependente pela independente.

a. y +2y = y? b. v +y=—-x/y

c. vy = (6e¥ —22)7 ! d. v +y/3=(1-22)y*/3

e. v +x=ay! f. ¥ = (tany)/(x — 1)

g. v/ (sinh 3y — 2xy) = 52 h. 2zyy’ + (z — 1)y? = z2€*, (sug. y? = z)

Exercicio 1.4.4
A equagao de Riccati é uma equagio da forma y' + p(z)y = g(z)y® + h(z) (note-se que a equagao
de Riccati é uma equagao de Bernoulli se h(z) = 0).

a. Mostre que a Equacao de Riccati é redutivel a uma equagao de Bernoulli através da mudanga de
variavel dependente u = y — v, onde v = v(x) é uma solugao particular conhecida da equagao de
Riccati.

b. Verifique que y = z é solucio da equacao diferencial 3y = 23(y — ) + y/z. Determine a respectiva
solucao geral.
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1.5 Exercicios Variados Cap. 1

Exercicio 1.4.5
A equagao de Clairaut é uma equagio da forma y = xy’ + g(v/).

a. Determine a solucao geral da equagao diferencial y = xy’ + 1/y. (sugestao: derive ambos os
membros da equagao em ordem & variavel x.)

b. Mostre que a equagdo de Clairaut y = xy’ + g(y') admite como solugao geral a familia de rectas
dada por y = cx + g(c) e a solugdo singular dada por ¢'(y’) = —x. Note que as rectas anteriores
sao tangentes a esta solucao singular. (sugestdo: derive ambos os membros da equagao em ordem
a varidvel z.)

1.5 Exercicios Variados

Exercicio 1.5.1
Determine a solugao geral das equagoes diferenciais seguintes usando um dos métodos estudados.
Verifique a solucao encontrada.

a. ¥y +4y = 17sinzx b. o =ay+by?, (a#0)

c. 259y — 9x =0 d. (22 +1)y +y*+1=0

e. sin (z)sin (2y) dz = 2 cos (z) cos (2y) dy f. (23669”2 coshy +1)dz + e’ sinhydy =0
g dxyy =y? — 2%, (sug. y/x =u) h. xy =y + 2% sec (y/z)

i. (3zeY 4+ 2y)dz + (z2e¥ +x)dy =0 j. 2ztanydz +sec?ydy =0

k. e +ye¥’y =0 l. 2y + 2y cosz = sin 2z

Exercicio 1.5.2
Determine a solugao dos seguintes problemas de valor inicial.

a. ¥y =ytanhz, y(0)=mn by =/(1—9?), y0)=1/v2

c. zy +y =22y y(l)=1/2 d. y +dzy = e 22", y(0) = —4

e. 9secydx +secxdy =0, y(0)=0 f. 2z +e¥)de+aeVdy=0, y(2)=0
g 3x?ydr +223dy =0, y(1)=3 h. zsinhydy = coshydz, y(3)=0

iy tay=ayl, y(0)=2 iy ty/2=y3 y(0)=1

2

1 . _ _
: y’+5y=%, y(—=1) =1 L (z —siny)dy + tanydz =0, y(1)=7/6

b
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Exercicio 1.5.3

Classifique as EDOs seguintes e determine a respectiva solugao geral. Verifique os resultados obtidos.
(Nota: algumas EDOs apenas podem ser classificadas apds a sugestao indicada.

a, b, k s@o constantes reais.)

a. 2y —zylnz)der =2zlnxdy b. i = (x+y)% (sug. u=z+y)

c. ¥+ 8233 + 22y =0 d. ¥ + ay = bsin(kz)

e. 2y = y(In(zy) — 1) (sug. u = xy) f. (y*+asinz)y =cosz (sug.y varidvel ind.)
g xy +ay+bz" =0, x>0, neN. h. (22 =1)y +2y—3zy* =0

i. (zy\/xQ—y2+x>y':y71:2\/x27y2 (sug. y = ux)

2

i 2@y —a) Y + 203y = y*  (sug. v(z,y) =272y ? é factor integrante).

2

k. (2xy3 + zy + x2) v +y2 =2y (sug. v(z,y) =2~ 'y=? é factor integrante).

Exercicio 1.5.4
Determine a solucio geral da equacao diferencial, e®¥(y —z)y’ + y(1 4 */¥) = 0.

-1
° dz = In (1 4 zel/?).

Sugestao. Use a mudanga y/x = u e verifique que [ ————
e /T 4 g2

Exercicio 1.5.5
Determine a solucao geral das seguintes equagoes de Riccati, sendo y uma solucao particular dada.

2 1 I _ 2 _
a. y'-xg ;y —yQ, y = 72 b. y =2tanxsecx —y“sinz, y=secx
1 Y 1 2
/ 2 / Yy Yy
C. - - —_— = _— — =
Y ;2_1._:'*/7 Y - d. y 1+x 3 Y=7T

1.6 Aplicacoes

Aplicacdo 1.6.1 (Crescimento/Decaimento Exponencial)

1. Numa cultura de bactérias, a taxa de crescimento é proporcional & quantidade y(¢) presente no
instante t. Se y(¢) duplica num dia, qual a quantidade de bactérias esperada ao fim de 3 dias? e
ao fim de uma semana?

2. A decomposicdo do uranio radioctivo, em cada instante, é proporcional & quantidade presente.
Se num reactor nuclear o urdnio ¢oU?7 perde 10% da quantidade inicial num dia, determine a
respectiva meia-vida. Quanto tempo serd necessario para que se decomponha 99% da quantidade
original de ¢2U?37 no reactor?

3. Considere um féssil de uma planta com cerca de 3000 anos. Que percentagem de C, em funcéo
da quantidade inicial yg, devera estar presente no fossil?
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1.6 Aplicagdes Cap. 1

Aplicacdo 1.6.2 (Temperatura)
A Lei de Newton do arrefecimento afirma que a variagao da temperatura de um corpo imerso num
ambiente a temperatura constante é, em cada instante, proporcional & diferenca entre as temperaturas

do corpo e a ambiente.

1.

Um corpo a temperatura de 5°C é colocado num quarto fechado cuja temperatura é mantida
constante a 22°C. Decorrido 1 minuto, o corpo esta a temperatura de 12°C. Quanto tempo sera
necessario para o corpo estar a uma temperatura proxima da ambiente, digamos 21.9°C?

Um corpo a temperaura de 100°C é colocado num ambiente em que a temperatura é mantida
constante e a 20°C.Ao fim de 10 min a temperatura do corpo é de 60°C.

a. Determine a expressao que da a temperatura do corpo em funcgao do tempo.

b. Calcule a temperatura do corpo ao fim de 40 min.

c. em que instante a temperatura do corpo é de 50°C?

Aplicacdo 1.6.3 (Movimento)

1.

Considere que para a descolagem de um certo avido sao necessarios 2 km de pista. Suponha que
o avido tem uma velocidade inicial de 2ms~!. Se a aceleracio for constante, qual a velocidade
do avido no momento da descolagem? O que acontece se a aceleracdo do avido for de 1.5ms2?

Despreze o atrito.

. Uma bola é atirada na vertical, de baixo para cima, a partir de uma altura de 10 m do solo e com

a velocidade de 5 m/s. Considerando g = 9,8 ms~2 e desprezando o atrito, determine:

a. A altura méxima que a bola atinge.

b. Quanto tempo demora a bola a atingir o solo.

c. A velocidade da bola no momento em que atinge o solo.

Um corpo de massa m cai de uma altura de 1500 m do solo. Supondo que a resisténcia do ar é

proporcional & velocidade com constante de proporcionalidade k = m /40, determine a altura e a
velocidade do corpo em cada instante.

Considere o mesmo problema mas suponha agora que a resisténcia é proporcional ao quadrado da
velocidade com a mesma constante.

Aplicacao 1.6.4 (Geometria)

1.

Determine:

a. As curvas no plano-zy que, em cada ponto (z, y), tém declive —4z/y.

b. As curvas no plano-zy cujas rectas tangentes em cada ponto (x, y) passam na origem.

Determine a familia de curvas no plano-xy que verificam a propriedade de a area da regiao
delimitada pelo eixo das abcissas, pela curva dessa familia e pelas rectas verticais t =aexz =1t é

proporcional ao comprimento do arco da curva entre as duas verticais.
Nota: o comprimento do arco da curva entre dois pontos A e B cujas abcissas sdo x = a e © = t, respectivamente, é dado por

t dw\ 2
s:/ 1+(—y) dx
a dx
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3. Determine familia de curvas no plano-zy que, em cada ponto (z, y), tém declive igual & soma das
coordenadas do ponto. Escreva a expressao da curva dessa familia que passa na origem.

4. A solucdo da equacio diferencial 7’ + (a?/r)sin 260 = 0 que verifica a condigio r2(0) = a?, a # 0 é
uma curva no plano chamada lemniscata. Determine a expressao da curva e represente-a. (nota: r
e 0 sdo coordenadas polares)

Aplicacao 1.6.5 (Termodindmica, Reaccdes Quimicas)

1. A lei de Boyle-Mariotte para gases ideais afirma que para um gas (considerado ideal) a baixa pressao
e temperatura constante, a taxa de variacao do volume V(P) é igual a —V/P. Resolva a respectiva
equacao diferencial.

2. Experiéncias mostram que a velocidade de uma reaccdo quimica, a temperatura constante, é
proporcional ao produto das concentragoes das substancias reagentes. Suponha uma reagao entre
duas substancias A e B, A+B — C, onde reagem a mol x dm ™ da substancia A com b mol x dm ™
da substancia B. Se y(t) for o ntimero de moles por litro que reagiram ao fim de ¢t segundos,
determine a sua expressao assumindo que as concentragoes a e b sao diferentes.
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