Anélise Matematica 111 2004/2005
Correcgao do Exame de 31/01/2005 (2% chamada)
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I. 1. Determine a solugao geral da equagao 3y’ = , (x> 3).
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Vamos reduzir & forma linear a equagao diferencial anterior:
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esta é uma equacdo de Bernoulli a qual se lineariza fazendo a mudanca de variavel v = y' =3 = y=2.
Ora como v’ = —2y~° 3/, multiplicando a equagdo por (—2y~*) obtemos:
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que é linear, e, portanto,
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Finalmente, voltando & varidvel y, obtemos a solugao geral,
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I. 2. Suponha-se que, para cada valor do pardmetro c € R a equagao
ze¥ = c+ y?
define implicitamente y como fungao da variavel z.
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a) Mostre que a funcdo y é solugdo da equagao diferencial y' = CT—— para
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qualquer c € R.



Derivando implicitamente a solugao dada, obtemos:
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b) Determine o valor de ¢ para o qual se verifica y (3/¢) = 1.

Substituindo y (3/e) = 1 na solugdo dada, obtemos, 2e! = ¢+ 12 <= ¢ = 2.
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II. 3. A equagao diferencial, v + =y + y = 0 (z > 0), admite como solugdo a fungao
x

cos T
y (x) = —

a) Escreva a solugao geral da equacao diferencial.

A equagao diferencial y” + %y' +y = 0, nao é equagdao de Euler-Cauchy nem de coeficientes
constantes. Como sabemos que y; (z) = “2% é uma solugdo, vamos determinar outra solu¢ao y» pelo
método da redugao de ordem:
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Pelo método da redugao de ordem {M M} formam uma base de solugoes da equacgao, e portanto,
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COS ™ sinx
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é uma familia de solugoes da equacao diferencial.
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b) Resolvao PVI y/'+ -y +y=0,y (E) ==, (z) =0.
z 2 T 2

Para resolver o PVI, como y (z) = C1 <22 +C5 Sig", entdo y’ () = Cy (% — %)—&—CQ (% — S‘z#),
logo

y(5) = 20y =1 Cy=1
{y’(Q%)ZO (:){ 2 Cad,—0 T 0 =2

Portanto, a solucdo particular do PVI é y (z) = —Lcsz 4 lsine

II. 4. Considere a equacao diferencial linear de 3° ordem, 3" — " —e* = 0.

a) Sejam y; () = 1,y2 () = x,y3 (x) = €*, mostre que {y1, y2, y3} € uma base de solugées
da equagao homogenea associada a equagao diferencial dada, no intervalo = €
]Oa +OO['



Para mostrar que {y1,¥y2,y3} € uma base de solugdes da equagao y”’ — y” = 0 temos que verificar

que cada uma das funcoes 1, Y2, y3 sao solugoes desta equagao e que sao linearmente independentes.
Que y; é solugado: y1 = 1=y} =0=1yY =y{, logo verifica-se y{" —y/ =0 0—-0=0.
Que yo é solucdo: yo =z = yh =1=y) =0 =1y}’ logo verifica-se y§' —y) =0 0—0=0.
Que ys3 € solugdo: ys = e* = y = e* = y§ = y4’, logo verificarse y§' —y§ =0 & e* —e® = 0.
Que {y1,y2,y3} sdo linearmente independentes, basta verificar que o Wronskiano, W (y1, ye, y3) #

0, para todo = €]0, +o00[:

| =€” #0 para todo z €]0,+00].
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b) Determine a solugao geral da equagao diferencial dada.
A solugao geral da equagao diferencial
y/// . y// — et =0

¢ dada por y (x) = yn + yp, onde yp, € a solucdo geral da equacdo homogenea associada (y"” —y” = 0)
e yp € uma solugao particular da equacao diferencial dada.

Pela alinea anterior, temos que y, = C7 + Cox + Cse”.

Para determinar y,, vamos usar o método dos coeficientes indeterminados:

como 7 () = e* e ¥ ¢ uma solugdo da equagdo homogenea associada, entdo a solugdo particular
é da forma y, (z) = Cxe”; vamos determinar C :

= Cze®

=y, = Cze” + Ce”
=y, = Cze” 4 2Ce"
== y;” = Cze® 4+ 3Ce”

substituindo na equagaodiferencial, obtemos:

y, —y, —€° = 0+ Cze” 4 3Ce” — (Cxe® 4 2Ce”) —e” =0
= (Ce"—-e"=0
— (C=1,

portanto, a solucao particular é y,, = xze”.
Assim, a solucdo geral da equacao diferencial dada é,

y(m) =C1 + Cox + C3e® —xe®, (C1,C5,C3 € R.

III. 5. Resolva o sistema de equagoes diferenciais lineares,

Y1 =1 — 312
Yy = 4y1 — 6y2

Este é um sistema de equagoes diferenciais homogeneo, e a sua solugdo geral pode ser escrita
conhecendo os valores e os vectores préprios da matriz associada ao sistema. Assim, em primeiro,
vamos escrever o sistema na forma matricial:

(h)=(a %))
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onde A = ( i _6

>. Em segundo, vamos determinar os valores préprios de A:

1-x =3 |
4 —6-X
= (1-N(-6-X)+12=0
= N 4+BA+6=0
= A+3)(A+2)=0
< A=-2VA=-3.

| A= )M |=0= 0

O terceiro passo é determinar os vectores préprios associados a cada um dos valores préprios:

(a2 () = (4)
= (1 3)(n)=()

3y1 —3y2 =0
—
{ dy; —4y2 =0

<~ Y1 =Y,

logo, v1 = (1, 1) é um vector préprio associado ao valor préprio A = —2;

(v () = (3)
= (13)(n)=()

dy; —3y2 =0
e
{ 4y1*3y2:0

3
— 1= Zym

logo, v1 = (3, 4) é um vector préprio associado ao valor préprio A = —3.
Entao, a solugao geral é

_ 1 _ 3
<z;):cle 2t<1>+cze 3t<4>, c1,c0 € R.

III. 6. A solugao geral do sistema de EDO’s lineares homogéneos associado ao sistema

Y1 =5y1 — 2y2 — 3
yh =4y —yo + e

éovector(g‘z;):cl<;)et+62< i )e?’t, c1,co €R.

Use o método da variagao dos parametros para determinar a solugao geral do sistema
dado.

A solucéo geral do sistema de EDO’s ndo homogeneo é dado por y = y™ + y(®) . No enunciado
do exercicio ¢ indicada a solucio do sistema homogeneo associado, o y™; vamos agora determinar
a solucdo do sistema ndo homogéneo, y» = Yu onde Y ¢é a matriz fundamental de solucées e
u=[Y ' (t)g(t)dt



Primeiro vamos escrever o sistema na forma matricial

(h)-(0 2 (0 )+(a)

5 =2 -3
ondeA:(4 _1)eg(t):<62t
Em segundo, vamos determinar a matriz de solugoes fundamentais, Y, que resulta de escrever

yM =Y ( “ )7 ou seja,
C2

Y1 _ 1y 4 1 3¢
() = als)eral(y)

et o3t
e portanto, Y = 9t 3t )

Em terceiro determinar Y —1:

ot —t _ —t t
Em quarto, calcular Y 'g :< 266_3,5 e_gt ) ( 2? ) = ( _g:—:}t—i__ee—t )

—e€ €

. _ et +et)dt —3et+ et
Em quinto, calcular u= [Y 1! (t)g(t)dt = ( I {—(66_‘% _ e>_t) dt ) = ( 2e=3t 4 et |

Entao, a solugao particular do siatema nao homogéneo é
y? = Yu
B et e’ —3et+¢
- 2et €3t 2e 3t et
B —1+2e?
- —4 432 |-
Finalmente, a soluc¢ao geral do sistema de EDO’s nao homogéneo é

1 1 —1+ 2%
y==01(2 )6t+62< 1 >€3t+( _443e2t ) c1,c €R.
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IV. 7. Mostre que L {e*t (cosh (2t) — te%)} = m

Aplicando a propriedade da linearidade da transformada de Laplace, obtemos,

L{e " (cosh(2t) —te*")} = L{e 'cosh(2t)—te'}
= L{e'cosh(2t)} — L{te'};



como, L {cosh (2t)} =
s+1
(s+1)°—4

%4, pelo 1° teorema do deslocamento, concluimos que, L {e™* cosh (2t)} =
52 _

1 .
; e, analogamente, como L {t} = —, conclufmos que, L {tet} = Assim,
s
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(s—1)*
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((s4+1)* = 4) (s = 1)°
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(8+3)(S—1)2.

L{e™" (cosh (2t) — te*)} =

IV. 8. Utilize o método da transfrmada de Lapalce para resolver o PVI:
y'+2y =3y =—4e',  y(0)=1,9(0) = -2,

Pelas propriedades da Transformada de Laplace, seja y () a solugdo do PVI, eseja L {y (¢t)} =Y (s)
a respectiva transformada, entao temos:

L{y" +2y — 3y} L{—4e'}

— L{y"}+2L{y'} —3L{y} = —4L{e'}
— sQY(s)—3.1—(—2)+2(5Y(s)—1)—3Y(s):-4;1
= Y(s)(32+23—3)—s+2—2:5__—41
— Y(s)(52+2373)28%41+3
= Y(s)(52+28—3):%
s2—s—4
A Y(8>:(32+25—3)(5—1)
— Y(s)= s2—s—4

(s—1)7(s+3)
logo, pela questao n.° 7 temos que

s2—s—4

L{y®)}=Y(s)= m

= L{e " (cosh (2t) — te%)}

e, portanto, aplicando a transformada inversa,

L YL{y @)}y = L '{L{e " (cosh(2t) —te*)}}

< y(t)=e " (cosh(2t) —te*),

é a solucao do PVI.



