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Proposta de correccao

|
1. Determine a solucdo geral da equacdo xydx + (1 + 1‘2) dy = 0.

REsoLugAo — ExeErcicro 1

oM ON
Considere-se M (x,y) = zy e N(x,y) = 1 + x2. Como 50 =% # 2x = ——, a equagdo ndo é exacta.

ox

- 1

Pesquisa de factor integrante: R = — (2x — x) = — depende apenas da varidvel y, entdo a fung¢ao
LY Yy

o=ell/vdy — y € factor integrante da equagdo diferencial.

Temos entdo equacdo diferencial exacta: zy?dx + (1 + a:2) ydy = 0. Considerando agora M (x,y) = x>

0 0
e N(z,y) = (1 + x2) y, sabemos que existe uma fungdo real u(x,y) tal que a—u =xyle a—u = (1 + $2) Y.
€z Y

Calculo de u(z, y).

2,2
o = e uley) = [oP a4 k) & awy) = T+ hiy)

Por outro lado,

Ou 2 9 (x*y 2 2 / 9
dy (1+2%)y = 83/( 9 + k(y) (1+a%)y & a?y+k(y) =y +a’y
2
= k(y)_/ydy-l-d,deR@k(y)—’é—|—d,d€]R.

22?2
Assim, u(z,y) = — Tt d, onde d é uma constante real.

A solugo geral da equagdo diferencial € (1 + 2%) y> = ¢, c € R.

2. Considere a equagao diferencial de 1? ordem, (sec2 y) y' = f(z)tany, z € R,

a. Determine todas as fungdes f para as quais a equagdo diferencial admite a fungdo v(x,y) = e** como

factor integrante.
b. Considerando uma das func¢des f calculadas na alinea anterior, resolva o P.V.I.

(sec’y)y' = f(z)tany, y(0) = /4.
RESOLUGAO0 — EXERcicio 2
a. Pretende-se determinar todas as fungdes f para as quais a equacdo diferencial
™ (SeC2 y)y = ezzf(:v) tany < e$2f(:):) tanydr — e* (8602 y)dy=0,z€R
é exacta. Considerando M (z,y) = ¢ f(z)tany e N(z, y) = —e™” sec? y, a equacdo anterior € exacta se

e so se

oM ON

s e””zf(:z) sec?y = —2ze” sec?y < f(z) =2z, z eR.
Y x
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b. Pretende-se resolver o P.V.L.
(sec2 y)y = —2ztany, y(0)=m/4.

(i) Solugdo geral da equacao.

(SeC2 y) y = —2xtany < (sec y> y =2z
2

tany
/(sec y) y/dm:/_2xdm+cl’ c €R
tany
& Inftany| = —2® + ¢, c €R

& tany=Ce ™, Ce€ R\ {0}

(i1) Solugdo P.V.I.
y(0) = /4 < tan (n/4) = Ce® & C = 1.

Assim, a solugdo do P.V.I é : y(z) = arctane™", z € R.

3. Resolva o problema de valor inicial,

72

5x
?y” + 73/ +2y=0, y(1)=9(1)=2, (x>0).

REsoLugAo — ExErRcicio 3

A equacao diferencial %y’ "+ %’”y’ + 2y = 0, € uma equacio de Euler-Cauchy. Portanto vamos determinar os

valores de m de forma a que y = 2™ (x > 0) seja solug@o da equagao.
Tem-se: ¢ = ma™ ', y” = m (m — 1) ™2 substituindo na equacio temos:

2 2
5 5
%y"+§y'+2y=0 & %m(m—l)xmd—i—;mxm’l—k%m:o
-1 5 2
e (M= 5 o) Coe ™ omt 220
2 2 x>0 2

s mP4dm+4=0m= -2

Portanto, a solugio geral da equacdio homogénea é: y (z) = C1z~2 + Coz2Inz, C1,Cy € R.

2C 1C 2021 .
%+ 16 - 2y

A R

Entio, a solugio particular do PVI é y (z) = 2272 + 62 2 Inz.

Agora, para resolver o PVI (y/ (z) =

oY
I

4. Considere a equagdo diferencial linear de 2* ordem, z?y” + zy’ + (22 — 1/4) y + z*\/z = 0.
cosx sinz

v ¢ e =T

diferencial dada, no intervalo x €]0, +oo.

As fungdes yi(z) = sdo solugdes da equacdo homogénea associada a equagdo

a. Mostre que as fungdes y; e yo formam um sistema fundamental de solu¢cdes da equagdo diferencial ho-
mogénea associada a equagdo diferencial dada, para x €]0, +o0l.

b. Determine a solucdo geral da equagado dada.
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REsoLUGAO0 — ExERcicIo 4

a. Sabemos que y; (x) = % eys(z) = Si%” sdo duas solugdes da equagdo homogénea associada

1
xzy" +axy + <x2 — 4> y =0,

entdo para provar que {yi,y2} forma um sistema fundamental de solu¢des da equagdo diferencial basta
provar que, o Wronskiano, W [y1, y2] # 0 para todo x €]0, +oo:

Y1 Y2
14 Y1, Y2 = ‘
v, 2] Y1 Y
cos T sinz
— Ve Ve
—sinx __ coszx cosz __ sinz
Vz 2z va | 2ava

1
= — # 0 paratodo x €]0, +o0l.
x
b. A solucdo geral da equacido diferencial

oy +ay + <x2 -

1
4>y+x2\/5:0

¢ dada por y (z) = yn + yp. onde y;, € a solugdo geral da equagdo homogénea associada,

1
?y" +ay + (1:2 - 4> y=0

e yp € uma solucdo particular da equagdo diferencial dada.

Pela alinea anterior, temos que y;, = C C\O/SE"” + Cy Si% .

Para determinar ¥, vamos usar o método da variagio de parAmetros:

T\(xr T
PR yzmﬁ )d%ﬂ/2 ylﬂﬁ ) 4
onde:
.ylzc\o/sgx
'yzzsi}lf

o r(e)="2=—a

T

e ¢ pelo cdlculo efectuado na alinea anterior, W = W [y, yo] = %

e entao

dx

_ _cosav/S\h/lgzgﬁ(_\/i)dxjL sinx CS;; (=)
T T NG I

CoS T . sin x
= — —xsinx dr + —xcosz dr
NZa N

CcOS ¥ sinx
+ -
N

= — (xcosx — sinx) (—xsinz — cosx)

\/5
S

Portanto, a solucdo geral da equagdo diferencial dada é

cosT sin x

Jz +CQ\/E — .

y(z)=C
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5. Resolva o sistema de equagdes diferenciais lineares,

{ yi = 5y1 + 4o
Yo =—y1 + U2

REsoLUGAO0 — EXERcicIo 5
(a) Escrever o sistema na forma matricial:
Ys -1 1 Y2
—_——

A

(b) Determinar os valores préprios de A:
5—A 4 2 2
A—-M|=0« 11— =0 N -6A+9=0(A-3)"=0A1=3

(c) Determinar os vectores proprios de A:

A () =(o)= (5 %) (n)=(3)

21 +4y2 = 0
=N
{—yl—Qyz =0
< Y1 = 2

Assim, v = [-2 1}T € um vector préprio associado ao valor préprio A = 3.
(d) Determinar vy = [a b]" de modo que (A — 3I) vy = v1.

w-am(p)=(7)= (2 —42>_(Z>:(_12>

Considerando b = 0, resulta vy = [—1 0]".

(e) Solugdo geral do sistema:

i = c1 —2 et + Co —2 t+ -1 e3t, c1,co € R.
Y2 1 1 0
6. A solugdo geral do sistema de EDOs lineares homogéneo associado ao sistema

Yl =5y1 — y2 + 2¢*
yh = 3y1 + yo + 2e*

éovector [ 7' ) = ¢ L et + ¢y ! e, ¢, 0 €R
Y2 3 1
Use o método da diagonalizagdo para determinar a solucao geral do sistema dado.
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REsoLUGgAo — EXERcicIo 6
(a) Escrever o sistema na forma matricial.
vi\ (5 —1 U 2¢et
vy ) U3 1 Y2 2%

N——_——— ——
A g(t)

(b) Identificar valores préprios e vectores proprios.
Da solugdo do sistema homogéneo retira-se que a matriz A tem dois valores préprios distintos, a saber

A =2e \y=4,sendov; =1 B]T evy =11 1]T 0s respectivos vectores proprios associados.

(c) Matrizes de mudanca de base, X, X! e matriz diagonal D = X 'AX.
(11 L1/ 1 4 (20
X‘(3 1)’ X _2(—3 1>’ D‘(o 4>
(d) calculo de h(t) = X~ !g(t).
1 1 -1 2¢et —et + e?
— -1 — =
h(t) =X""g(t) = 5 ( 3 1 > ( 962t ) ( et _ 2
(e) Resolver o sistema z' = Dz + h(t).
2\ (20 2, —el 4+ 2t N 2 — 22 = —et + €2
z )\ 0 4 22 3et — e 2h — dzg =3el —
2 = cret 4+ e2t/ (_et 4 €2t) o2t dt

29 = 0264t + et / (3et - th) e~ at

2t t 2t
z1=cre“* + e +te
= { o2t Cl,CQER

22202€4t — et + 5

(f) Solugdo geral do sistema: y(t) = Xz(t).

< 11 ) < cre? + et +te?t )
4t t 2t
31 cpe™ —e' + 5
2t 4t 1 2
c1€ +Cg€ +(t+§)€
R
( 3e162 + coett +2et + (3t + 1) e ) 12 €

y(t) = Xz(t) < ( z; )

< ()

v

e 3t 2% s —6
7. MOStreque g{_2+2 (1+5€ )} = m
RESOLUGKO - EXERCfCIO 7
Temos

e 3t o e 3t 5et 1 _3¢ ) ¢
< —2+T(1+5e) =L 2+ 5+ :—23{1}+§${e }+§.${e }

2 1/2 5/2 s2—6
=-—-+ + =3 2
s s+3 s+1 s°44s*+3s
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8. Utilize o método da transformada de Laplace para resolver o PVI:
y'+4y +3y=-6, y(0) =1,y (0)=—4.
REsoLUGA0 — ExXERcicIo 8
Temos
L' +4y + 3y =2L{-6} & L{y'} +42{y} + 3L {y} = £ {-6}
ZN (szY(s) —sy(0) — y’(O)) +4(sY(s) —y(0)) +3Y(s) =

& (s2+4s+3)Y(s):—g+s

9 s —6
& (s +4s+3)Y(s) =
S
2
52 —6
S Y(S) = 55—
() $3 +4s% + 3s
o3t
Pelo exercicio anterior, a solugdo do PVI é y(t) = —2 + - (1 +5e*)
FIM
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