Capitulo VI

Primitivacao

6.1 Definicao de Primitiva. Relacao entre primitiva e derivadas.

Dada uma fun¢do F ja sabemos determinar uma nova fung¢do F’ que se obtém da anterior

através da derivag@o. Pensemos no problema ao contrério:

Dada uma fungdo f, serd possivel determinar uma

outra funcdo F tal que F'(x)= f(x)?

A uma tal funcdo F chama-se primitiva ou integral de f .

Tal como héd regras para a derivacdo, vamos encontrar regras para a primitivacdo ou

integracgao.

Definigcdo:
Uma fungcdo F ¢ uma primitiva ou integral de uma funcdo f :1 — IR se
F'(x)=f(x) Vxel

(I é um intervalo ou reunido finita de intervalos).

Exemplo:

1. F(x)=x>+x éuma primitivade f(x)=2x+1.
G(x)=x"+x+2 também é uma primitiva de f(x)=2x+1.

H(x)=x"+x-30 também é uma primitivade f(x)=2x+1.

2. Uma primitivade f(x)=e** +x* é F(x)z%e“ +%x3 , outro exemplo também pode

ser G(x)z%ezx +%x3 +5. De facto, tem-se F'(x)=G'(x).
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Teorema:

Se F, G sdo duas primitivas de f : 1 — IR, entdo F e G diferem apenas numa constante,

isto é, existe C constante, tal que G(x)=F(x)+C, Vxel.

Segundo este teorema nao se tem uma s6 primitiva de uma func¢do, mas sim uma familia
de primitivas, cuja diferenca entre elas € uma constante. Assim, podemos dizer que uma

primitiva é dnica a menos de uma constante.

Notacao:
Para indicar uma primitiva geral de f (nos termos do teorema anterior), utiliza-se a

notagdo:
[ f(x)dx
/ \ Indica em ordem a
\ que varidvel se vai

Sinal de integral ..
primitivar

Fungdo a primitivar

Escreve-se [ f(x)dx=F(x)+C quando F'(x)= f(x). C é a constante de integracdo.

Exemplo:
1

1'12\/}

dx=~/x+C 2. jldlen(x)+C,x>0 3. [etdx=e"+C
x

6.2 Primitivas imediatas. Regras de primitivacao.

Como vimos pela defini¢do a primitivacido ou integracio € a operacao inversa da derivacao
e portanto temos as seguintes propriedades:

. jF'(x) dx=F(x)+C;

o« (e a=r.

Esta relacdo permite obter directamente propriedades e primitivas de vérias fungdes a partir

das propriedades e tabelas de derivacao:
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Férmula de derivagao

Férmula de primitivacdo

L(c)=0 [0dx=C

dx

d

—(ax)=a [adx=ax+C

dx

d 5 n+l
—(X”)=nx"l [x" dx="—_4C para (n#—1) (*)
dx n+l

d 1
= (In(x))=— = dx:ln|x|+C (*%)
dx X X

[cos(x)dx=sen(x)+C

di(cos(x))=—sen(x) [sen(x)dx=—cos(x)+C
X
i(ex)zex [et dx=¢e"+C
dx
—(arctg(x))=1+ 5 I1+x2 dx=arctg(x)+C
i(arcsen( X ))= ! | ! dx=arcsen(x)+C
dx 1-x° 1-x*

(a e C sao constantes.)

A férmula (*) ndo € vélida para o caso em que n = —1, nesse caso aplica-se a formula (**).

Exercicio:

Verifique que 4 (ln|x|) = 1 .
dx X

Proposigao:

Tal como a derivagdo também a primitivagdo é uma operacdo linear, isto é:

o [kf(x) dx=k[f(x) dx

o Jlreo+slde=[r de+[g dr
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Exercicio:

Calcule as seguintes primitivas.

1. J(3x4 —2x+5)dx

3x2 -2
3. _[ = dx

Resolucio de 4.

dx 1

.“x—zz—;'i'c.

Nota:

Se considerarmos x >0 comparemos o grdfico das
trés diferentes primitivas de f(x )=i Os grdficos
X

~ 1
correspondem a fungoes da forma ——+ C, para valores
X

de Ciguaisal,Oe-I:

Exercicio:

Determine a primitiva F da funcdo f(x)=2x+e " tal que F(0)=3.

Resolucio:

1°) Calcular a primitiva de f:

2. |

x+1

e

c=1
=0 X
c=-

2x+e " Jdx=|2xdx+|e " dx=2|xdx+|e" dx:2—2+C1+ e dx=
rre) :

X Z —X

E facil de ver que uma primitivade e ™ é —e

Note-se que a soma das constantes C,, C, ainda € uma constante, C.

2°) Determinar C de modo que F(0)=3:

FO)=0"-¢’+C=3 & -1+C=3 o (C=4

" dx

=x’+C, +je_x dx
e)

Logo I(2x+e‘x)dx=x2 +C—e " +C,=x"—e " +C=F(x).
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Arespostaé F(x)=x"—e " +4.

Nota:
® Podemos sempre verificar se o resultado de uma primitiva estd ou ndo correcto, por
derivacdo;
® Resultados de uma primitiva aparentemente distintos podem, na verdade, diferir entre
si apenas em uma constante;
® Hd funcoes que apesar de serem elementares a sua primitiva ndo é elementar, por

_e  sen(x
exemplo e e ( ).
X

6.3 Primitivacao por substituicao.

Ja vimos como calcular primitivas de fungdes simples a partir da tabela de derivagao.
Passemos agora a funcdes mais “complicadas”.
A Regra da Cadeia (ou regra da derivada da fung¢do composta — rever pagina 108) para

derivacao de uma fun¢ao composta ¢:
d
—Flu(0) = F ' (u(x)a' (x)
dx

Relacionando a regra da cadeia com a primitivacdo temos:

jF'(u(x)).u'(x) dx= F(u(x))+ C

Exemplo:

Seja f(x)=e" onde k é uma constante diferente de zero.

Pretende-se determinar I ke™dx.

Podemos encarar a fun¢do f como composta das fungdes u(x)=kx e F(x)=e".

Entdo, temos que:

o F(u(x)) =l
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o Ffu(x)) u'(x)=ke™ (derivada da funcdo composta).
° J-ke’“dx =.[F'(u(x))~ u'(x)dx = “F(u(x))] ‘dx =F(u(x))+C=e*+C

Se em vez de J ke®dx tivermos J eXdx, 0 problema é de fdcil resolugdo pois
k 1
J-e’“dx = I—e’“dx = —J-ke’“dx
k k

. .. 1
e este integral ja sabemos calcular e portanto J-ekxdx = ;e’“ +C.

Exercicio:
a. Calcule a primitiva da fungio f(x)=2xe* .
Resolugdo:

Fazendo u(x)=x*—1 vem que

Jf(x)dx = Jerxz_ldxz Iu’(x)e“(x)dx = J(e“(x))l di=e"™ 0= ey

b. j2xex2_ldx

Resolucio:

Fazendo u(x)=x? -1, u'=2x vem que

J‘gﬁ e" Vdx= J(exz_l)'dx ety C
u' —

eu

oV
C. dx
i
Resolucio:

Fazendo u(x)=+x -1, ,—_L_ podemos escrever o integral como Jieﬁfldx, mas
24 x X

. 1
s6 aparece o factor — em vez de —=. Ora este problema resolve-se
Jx 2Vx

multiplicando o integral por % :
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u' u u
—_——

| 1 "o Jx-1
I—e dx=2_[—e dx =2e +C.
2x

NE

Deduzimos assim uma férmula mais geral de primitivacdo da func@o exponencial:
Ju'e“dxze“ +C

Ora esta formula pode, também, ser deduzida tendo em conta que u € funcdo de x :

i(e“(x)):u'(x)e"(x) (1) _[u'e” dx=e"+C
dx
Procedendo de forma andloga temos:

d u"+1 " un+1
e el L @) [u'u di=-——+C.sen#-l
4 (infuf) = 3) [“ax = tnfu|+
dx u u

d \ \
d—(sen(u)) =u'.cos(u) 4 _[u .cos(u) dx = sen(u)+C

X

d \ \
d—(cos(u)) =—u'sen(u) &) _[— u'sen(u) dx =—cos(u)+C

X
i(arczfg(u)) = u (6) J' u dx=arctg(u)+C
dx 1+u? 1+u?

d u u'
—(arcsen(u)) = (7 J dx = arcsen(u)+C
dx 1-u’ 1-u?

Exemplo:
a. _[2x.(x2 +1)5 dx
Resolucio:
uS
u' —— (xz +1)6

Fazendo u(x)=x2+1, u'=2x,logo .[E;c(xz +1)5dx= +C
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Resolucio:

Fazendo u(x)=x>+4x, u'=3x% + 4 ,logo

1/u
3x% +4 . 1 @
3 dx:jmdx = ln‘x3 +4x‘+C
x° +4x x” +4x

O que fizemos nos exercicios anteriores foi reconhecer que a fun¢do integrando, podia ser
escrita como a derivada de uma funcao composta.
Esta técnica pode ser usada de uma forma mais sistemdtica pelo chamado Método de

substituicio de varidvel para o qual existe uma notagdo particularmente adequada e pratica:

Suponhamos que queremos calcular J f (u(x))- u'(x) dx.

. du du }
Se u(x) for derivdvel temos d_ =u'(x) encarando d_ como um quociente, temos:
X

X
du=u'(x) dx
Entdo, com esta notacdo
f ) du F(u)
Ou seja:
jf(u)du =F(u)+C
Exemplo:
jx x% + 4 dx
Resolucio:

O célculo deste integral pode ser feito do seguinte modo:

. o . du 1
Consideramos a substituicdo: u = x* +4 . Entio T = 2x e portanto Edu =x dx
X

1 1
Logo Jx x? +4dx:‘|‘\/x2f+4.xldx=f\/;§du =EI\/;du
u —du
2

Calculamos a primitiva expressa em funcdo de u :
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Como 0 nosso objectivo é a determinagdo de uma primitiva de xv/x* +4 substituimos

por fim u por x* +4 obtendo:

3/2
%u3/2 +C =%(x2 +4) +C

Este ¢ o método de substituicdo para o cdlculo de primitivas ou integrais e deve ser

empregue sempre que o cdlculo do integral _[ f(u)du for mais simples.

Exemplos:

Calcule os seguintes integrais usando o método de substituigao:

¥ 2
a. _[ xe” dx fazendo u =x
b. J1+\/;dx fazendo uzx/;;
Jx
c. _[ ln—(x)dx fazendo u = In(x)
2x
1
d. |——dx
J xIn(x)
1
e. |—=——dx
J Jx (1 + x)
X
f. dx
J 9—4x*
Jx ituicio u = x . ~ .
g. J e " dx (faga apenas a substituicdo u =+/x, a continuacio da resolu¢cdo implica
a utilizagdo da técnica de primitivacdo por partes, que serd dada a seguir).
Resolugdo:
a. J xe* dx

Se u =x? entio ﬂ=2x = ﬂzxdx.
dx 2

Logo Jxexzdx:Jexzxdx:Je“du =" +C=e" +C.

b. jlt/*;/;

dx
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Se u =\/; entao @ 2a’u=ﬂ

1
= &
dx 2x Vx

Logo Jl—:/\_/;dxzf2(l+u)du=J(2+2u)du=2u+u2+C=2\/;+x+C.
X
Jln(x)dx
2x
Seuzln(x)entﬁoﬂzl = alu:ﬁ@)ﬂ:ﬂ
dx x X 2 2x
n(x) dx du 1 1u (In x)*
L dx=11 —=|lu—==|udu=——+C= +C
J 5y de=[imle) = fur =0 2 4
1
d d
fxln(x) gy
Se u =1In(x) entdo du_1 du :@.
dx x X
Logo [ dx=| 1 -@:jldu=1n|u|+c=1n|1n(x)|+c
xIn(x) In(x) x u
1
e. |———dx
'[\/;(l+x)
Se uzx/; entao ﬂzL = 2du=idx
dx 2\/; \/;
1 1 dx 2
Logo | —————dx=|——= du =2arctg\u)+ C =2arct \/;+C
¢ Ix/;(1+)c) J1+x Jx J1+u2 glu) g( )
X
f. dx
J9—4x2
2 - du 1
Se u=9—-4x" entdio —=-8x & —du=xdx
dx -8
Logo [—*—dv=[—_xax=[L % _~1 ldu=_—11n|u|+C=_—11n‘9—4x2‘+C
9—4x2 9—4x2 u—-8 8°u 8 8
g. Je*/;dx
du 1 1
Seu:\/; entio —=—— & 2du=—dx.
dx  2x Jx
1
Mas — dx ndo aparece na primitiva.
\/; p p
Entdo tendo em conta que u=+/x temos 2du=%dx<:)2udu=dx.
X
Substituindo:

j‘e*/;dx = je“ 2udu = J2ue" du
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(a continuagdo da resolugdo implica a utilizagdo da técnica de primitivacao por partes, que

serd dada a seguir).

Nota: a partir do momento em que se substitui dx por du so pode aparecer u na primitiva.

6.4 Primitivacao por partes.

A regra para a derivagdo do produto de duas fungdes é:

dfe) _ rro s po
dx

Entdo, em termos de primitivas temos:
ILfg)dx:If'gdx+jfg'dx & fg :jf'gdx+jfg'dx.
dx
logo,
[ £redx=fo—| fo'ax

esta é a féormula para o método de primitivagao por partes.

Nota:
1. Aplicdmos primitivagcdo por partes quando temos as condigoes:
® Queremos primitivar um produto de funcdes que ndo conseguimos primitivar

directamente, J f'(x)gx)dx;
e (Conhecemos uma primitiva de f"', _[ f'(x)dx=f(x);
® A primitiva _[ f(x)g'(x)dx € mais simples de calcular.

2. Quando queremos primitivar um produto de funcoes por este método, escolhemos uma

fungdo para primitivar, f', e outra para derivar, g. Essa escolha deve ser feita tendo

em conta os trés pontos anteriores.

Exemplos:
a. _[x(x - 1)8 dx

9 9
* Escolhendo f'(x)=(x~1)" temos f(x)=(x_91) pois I(x—l)gdx:—(x_l) ;
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e Escolhendo g(x)=x temos g'(x) =1
Aplicando a férmula de primitivacdo por partes temos:
A A
- 9 i 9 D 1 Do
Ix(x—l)gdxzx(x_l) —jl(x_l) dx:x(x_ ) _1Gx=D +C
Note que:

Se tivéssemos escolhido f'(x)=x e g()c)z()c—l)8 ao aplicar a formula de

primitivacdo por partes ficariamos com uma primitiva mais complicada para

calcular.

b. [xedx

g f
e—2x
Escolhendo f'(x)=e™" e g(x) =x temos f(x)=[e *dx= S e "(x)=1.
Aplicando a férmula de primitivagdo por partes temos:
£
_2x —2x —-2x —2x —2x

Jxe_zxdxzxe —jle dx = —x & +lje_2xdx=—xe +le

M -2 -2 2 2 2(-2)

C. J x2e* dx
Escolhendo f'(x)=e" e g(x)=x> temos f(x) = _[exdx =e' e g'(x)=2x.
Aplicando o método de primitivagdo por partes temos
J 2t dy=x2e” —Jgicgjdx

X
S S
8

f! g f g f

Ora a primitiva _[2xex dx também ndo é imediata, aplicando novamente o método

de primitivacao por partes da seguinte forma:
fazendo f'(x)=e" e g(x)=2x temos f(x) = jexdx =e¢" e g'(x) =2 e portanto
J’gicg: dx =2xe" — IZexdx =2xe" —2¢" +C
g f
Logo

sze”U dx=x"e" —J-erx dx=x"e" — (2xe”‘ - 2€X)+ C=x’e" —2xe" +2¢" +C
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Nota:
Na segunda vez que se aplica a formula de primitivacdo por partes devemos
continuar a considerar como f'(x)=e".

Em geral, sempre que é mnecessdrio aplicar repetidamente o método de

primitivacdo por partes devemos manter a escolha de f'

d. Jarctg(x) dx

Nota:
Neste integral so temos uma funcdo para integrar. Mas ndo sabemos primitivar o

arctg(x). Entdo para podermos aplicar integracdo por partes olhamos para a
funcdo a integrar como 1.arctg (x)
Entdo .[ arctg(x)dx = J-l.arctg (x)dx

1
1+ x

Fazendo f'(x)=1 e g(x)=arctg(x) temos f(x)= jldx =xe g'(x)=

Aplicando a férmula de primitivacgio por partes temos

1

1+ x? dx

.[ arctg(x)dx = .[ L.arctg(x) dx = x.arctg(x)— J-x
7 'T

1 2x
= x.arctg(x) —— dx
8(x) 2I1+x2

= x.arctg(x)— %ln‘l + xz‘ +C

e. _[ In(x) dx (resolucdo andloga a anterior)

f. _[ezx cos(x) dx

2x
Escolhendo f'(x)=e>* e g(x)=cos(x) temos f(x)= ¢

e g'(x)=—sen(x).

Aplicando a férmula de primitiva¢ao por partes temos

2x 2x
2x _ e e
je ' cos(x)dx = 5 cos(x)—j 5 (— sen(x))dx

f f

_ e sen(x) 1

5 +§j 2% sen(x)dx
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Aplicando novamente primitivacdo por partes (e tendo em conta o que foi dito numa

nota anterior) temos que:

er er
Iez" sen(x)dx = sen(x) — j
T_,,_, 2 —— 2

cos(x)dx
—

—_— —%jez" cos(x)dx

Assim

2x
e sen\x
e sen(x) |

Iezx cos(x)dx = %Iez"sen(x)dx

2y 2x
_ e"sen(x) +l(€ sen(x) _%Ie“ cos(x)dx]

2 2 2

e*'sen(x) _e*sen(x) —ljezx cos(x)dx
2 4

Nota:

O integral que aparece no 2° membro é igual ao inicial, entdo podemos passd-lo

L ~ 2
para o primeiro membro e resolver a equagcdo em ordem a J e”" cos(x)dx :

e sen(x) e*sen(x) 1

Iezx cos(x)dx = 5 + 2 —Zjez" cos(x)dx
2x 2x
o éjez" cos(x) dx = e "sen(x) L8 sen(x)
4 2 4
2x 2x
o J‘ezx cos(x)dx :ﬂ(e sen(x) |, e sen(x)]_l_ c
5 2 4

Exercicio:

Calcule as seguintes primitivas utilizando primitivacao por partes:

1. Jsenz(x)dx 2. _[ XV x+ 5dx
3. J sen(ln(x))dx 4, jxln(x) dx
5. J Y ix 6. jsen(Zx)ese"(x) dx

(1+ x)?
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6.5 Primitivacao de func¢oes racionais

Vamos comegar por ver trés tipos especiais de func¢des racionais: as fraccoes parciais.

Tipo I Tipo IT Tipo 111
c m mx+e
(mx+b)" (ax2 +bx+c)n (ax2 +bx+c)n
c,m,b,n constantes m,a,b,c,n constantes m,e,a,b,c,n constantes
mnz0 a,n#0 a,mn#0
A=b*-4ac<0 A=b>-4ac<0

Tipo I

Ja sabemos integrar este tipo de funcdes.

Exemplo:
a.f 2dx__ 2 3dx = 21px—d+C
3x—4 3J73x—-4 3
1 a 1
b. =—|2(2x-5) "dx=—-(2x-5 C= C
J.2x 5 I e ) 2(x ) " 10—4x+

Tipo 11

Pode ser reduzido por substitui¢gio a um integral do tipo J que pode ser

dt
(1+:2)
resolvido usando a férmula de redugao:

ar__ 1 t 2n-3¢ dr
j(1+t2)" - (2n=2) (142)" +2n—2j(1+t2)"—1 ’“tl ()

=arctg(t)+C

Nota: no caso em que n=1 temos j. >

1+¢
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Exemplo:

dx
a. | ————— (neste caso n=1
I 26—4x+4x® ( )

Note-se que o denominador no tem zeros reais (A <0) mas podemos escrevé-lo na

forma C(l + t2) onde C € constante, completando o quadrado.

Assim, no integral que estamos a resolver temos:

26—4x+4x* =4x* —4x+1-1+26 =(2x—1)’ +25
%V—J

= 25(M + 1]
25
= 25(( 2"5_1)2 + 1]

Fazendo t = 2x—1’ dt = 2dx = dxzs—dt.
5 5 2
Logo
5
j dx _.[ Edt _ L dt
26—4x+4x> 42502 +1) 109 1+¢°
_ arctg(t)+c
10
:iarctg 2x—1 +C
10 5
dx

b.j(

9x? +12x +13)

O denominador nio tem zeros reais.

2
9x” +12x+13 =9x” +12x +4 -4 +13 = (3x +2)’ +9:9H3x+2J +1]
%/—/ 3

3x+2 2

Fazendo t = X+ 5 , dt =dx e temos

dx dt
J(9x2 12+ 13) J (o> +1)f

_ L J' dt
817 (1> +1)
usando a férmula (1) temos que
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J( dt ! +1I di ! +larctg(t),
1

2P 2420 2014 2427 2

pelo que

dx dt
I(9x2 213 J o> +1))

ZLIL:LXL(
81° (2 +1) 81 2\1+¢?

1+(x+2j
3

162{ 9x* +12x+13

Tipo I

Pode ser reduzido a soma de dois integrais, um do tipo Il e outro quase imediato.

Exemplo:

Infl + x*
a. J.li-l-xlz dx = I1+xx2 dx+-[1+1x2 dxz@+arctg(x)+c

quase imediato tipoll

b [ 36
26—4x+4x

O denominador ndo tem raizes.

Note-se que
o (26-4x+4x*) =—4+8x
o 3+16x=2(-4+8x)+11

Pelo que se pode escrever:

J 3+16x 4 _J'Z(—4+8x)+121dx
26—4x+4x 26—4x+4x

= -[_4—"'8362(1)6_%11‘[#
26—4x+4x 26—4x+4x

exemplo 2a)

= 21n‘26—4x+ 4x2‘ +£arctg 2x—1 +C
10 5

+arctg (t)j +C

= 1 3 2+arctg(x+§j +C

1 9x+6 ( 2)}
= +arctg x+§ +C
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. J' xdx
(0x> +12x+13)

O denominador nio tem raizes.

Note-se que

o (94> +12x+13)'=18x+12
. x:i(lsxﬂz)—2
18 3

Pelo que se pode escrever:

xdx 1 18x+12 2 dx
I 2 2 _E 2 2 dx_g.[ 2 2
(x> +12x+13) (x> +12x+13) (Ox> +12x+13)
imediato exemplo 2b )
1 2 1 9x+6 2
=— 5 -—X 5 +arctg| x+—||+C
18(9x> +12x+13) 3 162 9x> +12x+13 3

Decomposicao em fraccoes parciais

plx)
q(x)

Vamos tentar exprimir uma dada funcao racional, , como soma de fungdes racionais.

No caso em que o grau de p(x) é superior ao de g(x) comeca-se por efectuar o algoritmo da

divisdo de polindmios obtendo-se

-

grau r(x)<grau q(x)

onde d(x) é o quociente e r(x)e o resto da divisdo. Para integrar % basta escrever %
q\x q\x

como soma de frac¢des racionais e integrar cada uma das parcelas (como veremos mais a

frente).
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Observacdo:

Todo o polinémio q(x), ndo constante com coeficientes reais pode ser escrito de modo

unico (a menos da ordem dos factores) como produto de polinomios lineares, ax+b, e

N o . . 2 2
polinémios quadrdticos sem raizes reais, ax” +bx+c com A=b" —4ac<0.

Assim podemos factorizar q(x) do seguinte modo:

gx)=Alx—a,)" (x—a,)"...(x—a,)" (x +bx+c1 (x +b x+c2) ’ x +b x+ck)
—_— —
Polinémios lineares distintos Polinémios quadréticos distintos

(sem raizes reais)
Notar que a constante A que aparece na decomposicio de ¢(x) é igual ao coeficiente

do termo de maior grau de g(x).

px)

Como decompor ﬂ em fraccoes parciais?
qlx

1. Comecar por factorizar g(x)de modo que a sua decomposi¢io envolva somente

polindmios lineares e quadraticos sem raizes reais.

2. Aplique as seguintes regras:

a. Para cada factor (x—a)" com n>1, a decomposicio em fraccdes parciais
envolve uma soma de n fraccdes parciais da forma
A A, A
+ 5 +...+ -
X—a (x—a) (x—a')

onde os A,'s representam constantes.

b. Para cada factor (ax2 +bx + c)m com m>1 e ax’ +bx+c sem raizes reais, a
decomposi¢do em frac¢des parciais envolve uma soma de m frac¢des parciais
da forma

Ax+B Ax+B A x+B
- L2 o "
ax” +bx+c (ax2+bx+c) (ax2+bx+c)
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onde os A.'s e B,'s representam constantes.

3. Os coeficientes do ponto anterior determinam-se pelo método dos coeficientes

indeterminados.

Vamos agora ver alguns exemplos que ilustram a decomposicao em frac¢des parciais.

Exemplo:
2 p—
J' x°—2x -|; 4 I
x(x - 1)

Trata-se de um integral de uma fung¢do racional cujo denominador ja estd factorizado:
. expoente do factor x é 1

. expoente do factor x—1 é 2

Na decomposi¢ao em frac¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:

X, x—1 e (x—1)°
x*-2x+4 A B C A(x—=1)* + Bx(x—1)+ Cx
v .t + 7 = >
x(x—1) x x—1 (x-1) x(x—1)
_ A(x2 —2x+1)+ B()c2 —x)+ Cx
x(x—l)2
_(A+B)x*+(-2A-B+C)x+A
x(x—1)°

Como temos uma igualdade e os denominadores sdo iguais entdo temos que ter
for¢cosamente os numeradores iguais, isto é:
2 _ 2
x*—2x+4=(A+B)x* +(-2A-B+C)x+ A
Note que dois polindmios sao iguais se os coeficientes de cada poténcia de x sdo iguais.

Assim teremos que ter

A+B=1 4+B=1 B=-3 B=-3
—2A-B+C=-2&<-8—-B+C="2C=6+B<:C=3
A=4 A=4 A=4 A=4

Pelo que

X -2x+4_4 -3 3
x(x=1%  x x-1 (x-1)
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e portanto
x*=2x+4 dx dx dx
L TERT R =4
I Ax—Uzcu j'x 3I)C_l+3j(x_l)2
=4ln|x|—3ln|x—l|— +C
x—1
2 3
b. Iﬁilﬂ

Factorizagao do denominador:

x* —1:(362—1)(x2 +1)=(x—1)(x+1) (x::_l)

ndo tem raizes
reais

Na decomposi¢do em frac¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:

x—1 x+1 x2+1

(note que cada factor da decomposi¢do do denominador tem expoente 1).

Atencao! Como existe um polinémio de 2* grau sem raizes reais na factoriza¢ao do

denominador, o numerador da fraccdo parcial correspondente serd da forma Cx+ D .

n3:14+13+w+0
x*-1 x-1 x+1 x*+1
A(x+1)()c2 +1)+ B()c—l)()c2 +1)+ (Cx + D)(x—l)(x+1)
(x—l)(x+1)(x2 +1)
_ A(x3 +x° +x+1)+ B(x3 —x’ +x—l)+(Cx+D)(x2 —1)
()c—l)(x+1)()c2 +1)
_ A(x3 +x° +x+1)+B(x3 —x +x—1)+Cx3 +Dx*-Cx-D
(x—l)(x+1)(x2 +1)
(A+B+C)x* +(A-B+D)x* +(A+B-C)x+(A-B-D)
(x—l)(x+1)(x2 +1)

Como temos uma igualdade e os denominadores sdo iguais entdo temos que ter

for¢cosamente os numeradores iguais, isto é:
2x° =(A+B+C)x* +(A-=B+D)x* +(A+ B-C)x+(A-B-D)

Igualando as poténcias de x, temos
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A+B+C=2 A=p=1
A-B+D=0 2
S .. e<0=1
A-B-D=0
D=0
A+B-C=0

Pelo que

2x° 1 de 1 dx xdx
Ix4—1_§fx—1+§fx+1+fx2+1
ln|x—1| ln|x+1| ln‘x2 +1‘
= + + +C
2 2 2

X
T/ d
R e

5

—— Jd estd factorizado.
2
(1 +x )

Na decomposi¢ao em frac¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:

O denominador da frac¢ao

1+x? (1+x2)2 (1+x2)3

(note que o expoente do denominador € maior que 1).

Atencao! Como existe um polinémio de 2* grau sem raizes reais na factoriza¢ao do

denominador, o numerador da frac¢ao parcial correspondente serd da forma Ax+ B.

5

X :Ax+B+ Cx+D N Ex+F
(1+)c2)3 1+x° (1+)c2)2 (1+)c2)3
(Ax+B)1+x*) +(Cx+ D)1+ )+ Ex+ F
(1+xz)3

_ Ax+2Ax° + Ax’ + B+2Bx’ + Bx' +Cx+Cx’ + D+ Dx’ + Ex+ F
- (l+xz)3
A +Bx* +(2A+C)x* +(2B+D)x* +(A+ C+E)x+(B+ D+ F)

(1+x2)3

Como temos uma igualdade e os denominadores sdo iguais entdo temos que ter

forcosamente os numeradores iguais, isto é:
X = A +Bx* + QA+ C)x* +(2B+D)x* +(A+ C+E)x+(B+D+F)

Igualando as poténcias de x, temos
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A=1 A=1
B=0 B=0
2A+C=0 C=-2
2B+ D=0 D=0
A+C+E=0 E=1
B+D+F =0 F=0

Pelo que

xs _ X _ X
e R et e S e i
l 2
_ n‘1+x‘ 1 ~ 1 i
2 1+ 4+ x?)
X3
d -[x2+x—12dx

Note que o grau do numerador € superior ao grau do denominador, pelo que é necessario

recorrer ao algoritmo da divisao de polinémios:

x
-x7 —x +12x
-x° +12x

x* +x 12

+13x -12

Assim temos que

ou seja,

-12

2 =(x=1)x> +x-12)+(13x-12)

(=1 +x-12)+ (13x-12)

xP+x—12 a

Portanto

3

sz +xx—l2

(x—1)+

x2+x—-12
13x—-12
x*+x—-12

dx :J(x—l)dx+J

2

13x—-12
——dx

x“+x—-12
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Um dos integrais resultantes € imediato e o outro tem grau do numerador menor que o
grau do denominador.

Vamos comecar por calcular J.de .

xP+x—12
Factorizagio do denominador: x* +x—12 = (x—3)(x+4)
Na decomposi¢do em frac¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:
x=3 e x+4

Vamos decompor a funcao integrando em fraccdes parciais:

13x-12 A N B

¥ +x-12 x-3 x+4
_(A+B)x+(4A-3B)
(x=3)(x+4)

Como temos uma igualdade e os denominadores sdao iguais entdo temos que ter
forcosamente os numeradores iguais, isto é:
13x—12=(A+ B)x+(4A—-3B)

Igualando as poténcias de x, temos

L2
A+B=13 A=13-B 7
= =
4A-3B=-12 52-7B=-12 B—ﬁ
7
Pelo que
13x—-12 27 ¢ dx 64 ¢ dx
Jz—dX:— +—
x“+x—-12 T7Jdx=-3 TIx+4
=£ln|x—3|+ﬁln|x+4|+c
7 7
Conclusio:

3

X 13x—-12
sz +x—12dx _J.(X_l)dx—i_-[x2 +x—12dx
2
:x——x+£ln|x—3|+ﬁln|x+4|+c
2 7 7
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6.6 Outras técnicas de primitivacao:
Primitivas de funcoes trigonométricas,
Substituicoes trigonométricas,

Racionalizacao de algumas de algumas funcoes.

6.6.1. Integracio de funcoes trigonométricas:

Vamos agora ocuparmo-nos dos integrais do tipo

Isen'” (x)cos" (x)dx

onde n,m sdo nimeros inteiros positivos.

Ja sabemos que:

- Isen(x)dxz—cos(x)+C (m=1, n=0)
— Jcos(x)dxzsen(x)+C (m=0, n=1)
E ficil ver que:
" 0 cos™ (x)
. Isen(x)cos (x)dx = —J— sen(x)cos (x)dx =-— +C, n#+-1
Note que se n=—1 temos
(), (Sl
J.sen(x)cos_1 (x)dx = J.wdx = —Iﬂdx = —ln|c0s(x)| +C
cos(x) cos(x)
H_J
ou seja, J.tg (x)dx = —ln|c0s(x)| +C
" " sen" (x)
. Isen (x)cos(x)dx = Icos(x)sen (x)dx =——+C, m#—1

Note que se m =—1 temos
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u'

—

J.se'n‘1 (x)cos(x)dx = I :fZ:lg; dx = ln|sen(x)| +C

u

ou seja, Icot g(x)dx = ln|sen(x)| +C

Exemplos:
> 2 2
a. | sen(x)cos(x)dx = - 0052 (x) L C= Senz (x) +C
- 3
b. |sen(x)cos®(x)dx=— COS3 (x) +C
N 3
C. cos(x)sen2 (x)dx = sen3 (x ) +C

Algum dos expoentes impar:

Procedimento: Destaca-se uma unidade a poténcia impar e o factor resultante passa-se a co-

funcao através da formula fundamental da trigonometria:

Exemplos:

a. J.sen2 (x)cos® (x)dx
Isenz (x)cos®(x)dx = Isenz (x)cos(x)cos™ (x)dx = Isenz (x)cos(x)[l — sen’ (x)]a’x :
= J sen” (x)cos(x)dx — J sen” (x)cos(x)dx

ada um dos integrais resultantes é imediato, logo

sen”(x) B sen”(x)
3 5

Isenz (x)cos® (x)dx = +C

b. Isen6 (x)cos’ (x)dx

Comecemos por escrever cos’(x)=cos(x)cos*(x)= cos(x)(cos2 x)2 .
—_—

exp.par



Capitulo VI: Primitivacio 216

Pela férmula fundamental da trigonometria tem-se que cos*(x)=1-sen’(x),

donde cos° (x)= cos(x)cos*(x) = cos(x)(cos2 x)2 = cos(x) [1 — se112x]2
%,—/ %’_/

exp.par qaundo se desenvolve o
quadrado fica tudo em
fungdo de seno

Assim,

J. sen®(x)cos® (x)dx = J. sen®(x)cos(x)cos* (x)dx = J. senf’(x)cos(x)[cos2 x]zdx

= I sen x)cos [1 sen x] dx

Isen (x)cos(x) [1 2sen’(x)+ sen* (x)]ix
= Isen (x)cos(x)dx — 2_[ sen® (x)cos(x)dx + jsenm (x)cos(x)dx

Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo

7 9 11
Isené(x)coss(x)d _ sen7 (x)_2 sen9 (x) N serzll(x)+c

c. Isen3 (x)cos® (x)dx

Isen3 (x)cos3 (x)dx = I sen’ (x)cos(x)cos2 (x)dx = I sen’ (x)cos(x)[l — sen’ (x)}lx
= Isen (x)cos(x)dx — Isens (x)cos(x)dx

ada um dos integrais resultantes é imediato, logo

Isen3 (x)cos® (x)dx = sen; (x) - sen66 (x) +C

C

d. Isen7 (x)cos® (x)dx

Comecemos por escrever cos’(x)=cos(x)cos* (x)= cos(x)(cos2 x)z .

%/_J
exp.par

Pela férmula fundamental da trigonometria tem-se que cos*(x)=1—sen?(x),

donde

2 2
COSS(.X):COS(X)C0S4(X):COS(X)(COSZ X) :COS(X) [l—senz.X]
—_— -
exp.par qaundo se desenvolve o
quadrado fica tudo em
fungdo de seno

Assim,
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Isen7 (x)cos’® (x)dx = Isen7 (x)cos(x)cos* (x)dx = I sen’ (x)cos(x)[c0s2 x]zdx

= Isen7 (x)cos(x)[l — sen z)c]2 dx

Isen7 (x)cos(x)[l —2sen’(x)+ sen* ]dx
= Isen7 (x)cos(x)dx — ZJ‘ sen’ (x)cos(x)dx + I sen'" (x)cos(x)dx
Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo

sen®(x) 3 sen'®(x) N sen'* (x)
8 5 12

+C

Isen7 (x)cos® (x)dx =

e. IsenS (x)cos®(x)dx

Isens (x)cos®(x)dx = I sen* (x)sen(x)cos® (x)dx = J(senzx)z sen(x)cos®(x)dx

passar a cos

= - cos® of sen(x)eos? ()i

= I(l —2cos” x+cos* x)sen(x)cos2 (x)dx

= j sen(x)cos® (x)dx — 2j sen(x)cos* (x)dx + Isen(x)cos6 (ox)dx
Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo

3 5 7
cos (x)+2cos (x)_cos (x)
3 5 7

+C

Isens (x)cos® (x)dx =—

f Isen3 (x)cos™ (x)dx
Isen3 (x)cos* (x)dx = Jsen(x)senz (x)cos*(x)dx = Jsen(x)(l —cos’ ()c))cos4 (x)dx c
= I sen(x)cos* (x)dx — I sen(x)cos®(x)dx

ada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercicio...
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Ambas as poténcias pares:

Recordar:

o sen(a+b)=sen(a)cos(b)+ sen(b)cos(a)

No caso particular em que a =b tem-se sen(2a) = 2sen(a)cos(a)

o cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sen(a)sen(b)

No caso particular em que a =b tem-se cos(2a) = cos*(a)— sen*(a)

Como cos*(a)=1-sen*(a) tem-se que |sen*(a) = 1_0025(2(1) (*)
Como sen’(a)=1-cos*(a) tem-se que cosz(a):“‘%s(za) (%)

Exemplos:
a. Jsenz (x)cos® (x)dx

2 2 2 [ 2sen(x)cos(x) ?
J.sen (x)cos?(x)dx = J[sen(x)cos(x)] dx =J f} dx

=% .sen2(2x)dx por (%)
:l ¢ 1—cos(4x) I
4. 2

O integral resultante é imediato e fica como exercicio...

b. J.sen4 (x)cos®(x)dx

Note que agora ndo pode usar a mesma técnica da alinea anterior porque o

expoente ndo é o mesmo.

Neste caso como estamos a trabalhar com poténcias pares é necessdrio para o

arco-duplo através das formulas (*) e/ou (--).
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I sen”(x)cos? I sen” (x)sen®(x)cos® (x)dx
J~ 1—cos(2x) 1= cos(2x) 1+ cos(2x) dx
2 2
= % (1 cos(2x))((1 = cos(2x))(1 + cos(2x)))
= % [ (1-cos (Zx))(l —cos’ (2x))dx
= é [ (1= cos(2x))sen® (2x)dx
le 1 2
= 3 sen’® (2x)dx —— I cos(2x)sen® (2x)dx
=% l%s(élx)d ——J.cos 2x sen (2x)dx por (%)

Os integrais resultantes sdo imediatos e ficam como exercicio...

Consideremos integrais do tipo

J

sen’"(x)d cos" (x)d

i -[sen’”(x) gy

cos" (x) g

onde n,m sdo nimeros inteiros positivos.

Ja sabemos que:

st

cos(x)

- J.cot g(x)dx = J. cos(x) dx =

sen(x)

E ficil ver que:

J~sen )dx = —ln|c0s 1+ C

ln|sen(x)| +C

sen(x) _ [ o _ 1
. -[cos” ) dx = _[ se:(x)cos . (x)dx = (1= Dcos™ (o) +C, n#l
o j. cos(x) dx = Jcos(x)sen_'” (x)dx = - ! +C, m#1
sen™(x) e (m—1)sen™" (x)

Exemplos:
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a | sen(x) dx = ! +C
J cos?(x) cos(x)
po (2l o U e
cos®(x) 2cos”(x)
c cos(x) dr=— 1 L C
- J sen?(x) sen(x)

Para outros expoentes:

Procedimento: Usar integracdo por partes e aplicar férmulas trigonométricas.

Exemplos:

enlx) sen(x) dx senx J' 1 dx

%r—!cos3(x) 2cos” x
8 —

2
_ sec(x)g(x) ~ ln|sec(x)+fg(xx +C
) 2

b [ g;dx

J'sen4(x) dr = J' senz(x)senz(x)dx _ j' [l—co ]sen

cos”(x) cos”(x) cos*(x)
Pt
I ZZZ EX) dx — J sec(x)dx + Icos(x)dx

Usando a alinea anterior e a tabela de primitivas facilmente se conclui que

J- iz;;: (x) o sec(x)rg(x) 3insec(x)+1g(x)

(x) 5 ) + sen(x)+ C



Capitulo VI: Primitivacio 221

. jzj;g;dx

sen’ (x) sen” (x)sen(x [1 cos’ ]sen
J.cos (x) & J cos’ d _I cos (x)

S€I’l S€I’l
[
COS COS

Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercicio...

i jz’;g;dx

o), e (ehen' ) _ e (her'e),

cos®(x) cos®(x) cos3 (x)
e Ll
B '(l—cos (x))sen( 1 cosz(x))sen(x) 5
- cos3(x) ar- | cost) °
=.. csoe: —ZJ ZZ}: dx+Jc0s( )sen(ox)dx

Cada um dos integrais resultantes é fdcil de calcular e fica como exercicio...

. jjj:zg;dx

1ty e e S e e

= I (1 —cos (x))sen(x dx - J (1 —cos’ (x))sen(x)dx

cos*(x)

= j :06;(2;)) dx — ZI sen(x)dx + Jsen(x)cosz (x)dx

Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercicio...

7 J'sen3(x)dx

cos*(x)
sen’(x) sen” (x)sen(x) = (l—cosz(x))sen(x) 5
J.c0s4()c x J. cos*(x) a _J. cos*(x) a
B sen(x) sen(x) 5
_-[cos( dx J.cos )d

Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exerczcio...
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2 J'senz(x)dx

cos’® (x)
R T P LS

" jz;g;dx

j‘S@YZ ()C dx J‘S€l’l )sen ( )dx :J‘(l—COSZ(X))Senz()C)dx

cos*(x) cos*(x) cos*(x)

- [ s e s

Loty

Os integrais resultantes sdo fdceis de calcular e ficam como exercicio...

a ECECN

cos*(x)
sen’(x) . sen(x) sen(x) 1 _ sen(x)
‘[0054(36) = _Iﬂi@&z@dx 3cos’(x) -[3005 (x)dx - 3c0s3(x)_§tg(x)+c

Consideremos integrais do tipo:

! dx

-[senm(x)cos" (x) |

onde n,m sdo nimeros inteiros positivos.

Para este tipo de integrais ndo faremos um estudo exaustivo ficam apenas quatro exemplos:

.[ sen(x)lcos(x) dr= I 25en(x2)c0s(x) dx = .[ 2cos ec(2x)dx

= ln|c0s ec(2x)+ cot g(2x)| +C

1 _ 1+c0tg2(x) = [ sec()dx — cos(x) »
b oo = ooty = [sectedin= [ 2575
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Os integrais que resultam sdo féaceis de calcular e ficam como exercicio...

|

e [0’ (5) sl

cos’ (x) sen(x)dx + ISCC(x)dx

cos® (x) )T
¥
O primeiro integral calcula-se usando primitivacdo por partes, o segundo € imediato

pelo que o resto da resolugao do exercicio fica como exercicio.

J‘ 1 dx = J‘ 2(x)+1

sen* (x)cos3 (x) sen (x)cos(x)

B i B I i
o T jsen4(x21cos(x)d
_ I tg”(x

senl( cos(x
_'[cos3 - ste

sen®(x)+cos?(x) 5
[ o o)

cos(x) "
n’ )cos(xd '[sen (x)d

(exercicio...)

Estudemos por altimo os integrais do tipo

J. sen(ax)cos(bx)dx |, J. sen(ax)sen(bx)dx|, I cos(ax)cos(bx)dx

onde a,b sdo reais ndo nulos.

Recordar
o sen(a+b)=sen(a)cos(b)+ sen(b)cos(a)

sen(a —b) = sen(a)cos(b) - sen(b)cos(a)

de onde de deduz que: sen(a)cos(b) = sen(a A b); sen(a — b) (D)
e cos(a+b)=cos(a)cos(b)— sen(a)sen(b)

cos(a—b)= cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)

de onde se deduz que: sen(a)sen(b) cos(a b) 5 cos(a hl b) 2)
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cos(a)cos(b) = cos(a+b)—;cos(a—b) 3)

Exemplos:
a. J.sen(Sx)cos(Sx)dx

Comparando com a formula (1) temos a =3x e b =5x pelo que

dx

sen(8x)+ sen(—2x) = J~ sen(8x)— sen(2x)

Isen(Sx)cos(Sx)dx = _[ 5 2

= %J. sen(8x)dx - %J. cos(2x)dx

Os integrais que resultam sdo imediatos e ficam como exercicio...

b. J.sen(3x)sen(2x)dx
Comparando com a formula (2) temos a =3x e b =2x pelo que

Isen(3x)sen(2x)dx = J. cos(x) —2c0s(5x) dx = %J.cos(x)dx - %J.cos(Sx)dx

Os integrais que resultam sdo imediatos e ficam como exercicio...

C. J.cos(4x)c0s (2x)dx
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6.6.2. Substituicoes Trigonométricas

No célculo de primitivas quando aparecem alguns tipos de radicais fazem-se as substituicoes

a seguir indicadas:

I. Primitivas do tipo:

IR(x,\/az —uz)dx

onde R(x,\/ a’ —u? ) € uma funcdo racional a >0 e u é fun¢do de x:

Substitui¢do: u=asen(t)
Logo,

Na* —u’ =acos(t) du =acos(t)dt

pois, \Va’ —u’ =\/a2 —(asen(t))2 =\/az(l—senz(t)):a\/cosz(t) =acos(t)

e %zacos(t)(:)du:acos(t)dt

Nota: No fim da primitiva, para voltar a varidvel inicial hd que ter em conta o seguinte:

u
u=asen(t) & arcsen(—j =t
a
u
— u=asen(t) < sen(t) =—
a

a —u
— a’—u® = acos(t) & cos(t) =——

— tendo em conta o 2° e 3° ponto, podemos fazer a substituicdo de todas as

sen(t)

t
fungoes  trigonométricas  directas:  tg(t)= ) cotg(t)= cos(t)
os(t

sen(t)’

; cosec(t )=

sec(?)= cos(t) sen(t)'
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Nota: Podemos fazer a substituicdo u=acos(f) e nesse caso temos:

Va?-u’ =a sen(t) e du =—asen(t)dt .

Exemplo: J.\/ 1—x*dx
Resolugdo:
Fazendo x = sen(t) temos dx =cos(t)dt e \1— x? = cos(?):

[N1=x*dx = [ cos(t Ncos(t )dr) = [ cos” (1 )dr = j%

:J~_dt+J~cos(2t)dt:lt+lsen(2t)+c
2 2 2
Como sen(2a) = 2sen(a)cos(@) temos J.«/l—x2 X :%H_%M—F C

Para voltar a varidvel inicial (tal como refere a Obs.1) hd que ter em conta que

sen(t) =x cos(t)=+1- x? e que t = arcsen(x), logo
J\ll x> dx ——arcsen(x)+%m+ C.

2

II. Primitivas do tipo:

IR(x,\/uz —az)dx

onde R(x, Nu®—a’ ) é uma funcdo racional a >0 e u é funcio de x:

Substitui¢do: u = asec(t)
Logo,

A — i = 1g(1) du = asec(t)tg(t)dt
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Como (sec(t))'=sec(t)g(t) e sen’(t)+cos*(t)=1 & tg*(t)+1=sec’*(t) temos:
dividindo
por cos®t

% = asec(t)ig(t) & du = asec(ig(t) dr e

\/u2 —a? :\/(asec(t))2 —a? =\/a2(secz(t)—1)=a\/tg2(t) =atg(t)

Nota: No fim da primitiva, para voltar a varidvel inicial hd que ter em conta o seguinte:

— u=asec(t) u=a

<

a
— u=asec(t) & arccos[—} =t
u

- Vul-da*=a tg(t)

[ 2 2 2 2

sen(t u-—a u-—a

e Vu? -a? :ai(:)sen(t):cos(t)—(:)sen(t):—
cos(t) a u

— tendo em conta o 2° e 3° ponto, podemos fazer a substituicdo de todas as

fungoes trigonométricas directas.

Exemplo:

1
——dx
J.)cle4xz -1

Resolugdo:

Fazendo 2x = sec(t) temos dx =%sec(t)tg(t)dt, Vax> —1=1g(t) e x SCC4 "0,

e

,[ sec(t)tg(t) _» I 1

dt = 2j cos(t)dt = sen(t) +C
sec (t)tg(t) sec(t)

242

Como 2x =sec(t) < cos(t) = ZL e Vax?> —1= tg(t) & sen(t) = zi\/ 4x* —1 temos
X

X

Vax? -1

J.;dx:sen(t)+C=—+C.

x*/dx? =1 2x
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III. Primitivas do tipo:

jR(x,\/ a’ +u’ jdx

onde R(x,\/at2 +u’ ) ¢ uma funcdo racional a >0 e u é fun¢do de x:

Substituicdo: u=atg(t)
Logo,

va® +u’ =a sec(t) du = a sec*(t)dt

Porque (tg(t))'zsecz(t) e sen’(t)+cos*(t)=1 P tgz(t)+lzsec2(t) temos:
dividindo
por cos®t

% = asecz(t) < du = asecz(t)dt e
t

\/a2 +u? :\/a2 +(atg(t))2 :\/a2(1+tg2(t)):a\/secz(t) =asect)

Nota: No fim da primitiva, para voltar a varidvel inicial hd que ter em conta o seguinte:

u
—u=atg(t) & arctg(—} =t
a

a
—Va’+u’=a sec(t)(:)\/a2+u2 = & cos(t) =

cos(t) a?+u?

sen() < sen(t) = “

cos(t) Va? +u

—tendo em conta o 2° e 3° ponto, podemos fazer a substituicdo de todas as

—u=atg(t) u=a

fungoes trigonométricas directas.

dx
Vx*+9

Resolugdo:

Exemplo: I

Fazendo x =3tg(t) temos dx = 3sec? (t)dt e x2+9= 3sec(t):

dx _J~3sec2(t)
3sec(t)

_ \/x2+9+x
Vxt+9

3 b

+C.

dt =Jsec(t)dt=ln|sec(t)+tg(t)|+C=ln
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Exercicio: Calcule:

1. J dx (sugestao: x> +2x+2=(x+ 1> +1).
(x+1)Vx> +2x+2

dx ~
2. I (sugestdo: —4x? +8x—3=-4(x—1)> +1=1-(2x-2)?).
V—4x* +8x-3

6.6.3. Racionalizacao de algumas de algumas funcoes

Vamos ver com podemos racionalizar primitivas que envolvam as fungdes sen(x) e cos(x)

_[R(sen(x),cos(x))dx

onde R(sen(x),cos(x)) é uma funcdo racional:

Substituicdo: tg (%J =t

onde sen(x) e cos(x) e dx sdo substituidos por:

2t 1—12 2
sen(x) = = =
= 1+12 26 1+¢° 1+

As igualdades anteriores sdo obtidas das seguintes identidades trigonométricas:
2 1-1g*
sen(ﬁj (I Cos[zj bl HON
2) 1+1g°(x) 2) l1+tg°(x)

dx obtém-se da forma seguinte: tg (gj =t < x=2arctg(t) logo, dx= dt

1+12
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Exemplos:

1
X
J.1+sen(x)+cos(x)
Resolucdo:

Fazendo tg(%} =t temos:

2
dx 1+t2dt 1 X
| S = [ =i ec =)
1+ sen(x)+cos(x) 2t 1-¢ 1+¢ 2
1+¢% 1+1¢°
b. sec( x )dx = dx
I (%) J.cos(x)
Resolugdo: Fazendo tg[%) =u temos:
T et e P U | S e
cos(x) 1-u” 1-u 1—u 1+u 1-u
1+u’
= Infl + u|+ In]l —u|+ C
X
1+1g| —
144 g(zj
=In +C=n——= |+C
2

=ln|sec(x)+tg(x)|+C

J' dx
1—sen(x)

Resolucdo: Fazendo tg(%) =y temos:

dx 1 2 ¢ 1+y? 2
-[l—sen(x)_"‘ 2y 1+ 2dy_"‘l 2 _2y'1 2dy
1= Ty +y =2y 1+y
1+y
L py—2"lic-—2%2 ¢

=2J(y_—l)z y—1 Hg@

+C
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Exercicio: Calcule as seguintes primitivas:
J- dx
3+ 5cos(x)

I dx
sen(x) + cos(x)

_[1+ tg(x) de
1-1g(x)

dx
4. [————
1+3cos”(x)

6.7 Exercicios

1. Calcule as seguintes primitivas:

3x
a. |x* dx g | —— dx m. |2 dx
-2
b. I4x3—3x2+5 dx h. jx3—3x2+3x—1 dx n. IZCOS(ZX) dx
C. I(x2+l)3 dx I jg dx 0. Isen(%) dx
X
d I ! dx J j(x+3)"1 dx p IM dx
S (x+1)? ' N
In(x) 4
) 2+2)2x d k. d . d
e .[(x ) 2x dx J- . X q .[ o X
1
O +D A dx L |(x+3)7" dx r. dx

2. Determina as seguintes primitivas:

x+1 e
a. .[ —— dx, fazendo a substituicdo x = t
Jx

dx, fazendo a substitui¢do In(x) =t¢;

b, .[ In(x)

X
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Calcula os seguintes integrais, utilizando a técnica de primitiva¢ao por substitui¢do, se

necessario:
3 -3
a. j\/2x+ldx b. I — dx
3 +37
2x 1
C. dx d | ——————dx
'[(x2+2)\/x4+4x2+3 '[\/—x2+3x+1

4.  Calcule as seguintes primitivas, utilizando a primitivac¢ao por partes:

. xIn(x+1)
a. Ixe dx f j—l+x dx
X3 lnz(-x)
b. .[ e' x dx g.J- e dx
c. I In(x) dx h. jsen(ln(x)) dx

d j In*(x) dx

e. Ix\/2—3x dx dx

I J-xsen(x) dx

J. Isenz (x) dx

k. j (x* +1)cos(x) dx

L J- arctg(x) dx

m. Iex cos(x) dx

5.  Determine a fungdo f definida em IR™ que verifica as condi¢bes f'(x) =4xIn(x) e

fl)=2.

6.  Calcule os seguintes integrais de fungdes racionais:

1 3x—12
) h b. : e
a If _gnr I:x{.‘-c—ri]
—15x +50x -1 +
d. | iRl O [——ax
3x —4x x =1
. I x* i h Ij.r4—21'5'+61'2 _ix+1a’x
Ty 4x? +8x-16 ] ¥ -xt+x—1
_}_‘j 2.1'5
i by k. |———dx
N th‘+l}*
x+1 . ¥
m. (———dx n. : : i
Ix(x-—z.wz} I(.~.—-1){.~c+1]{x+2f1 y

x+2 )
c. J“,—m:
3x—12x+12

¢ II +.1"+.".'+3ﬂrx

2t -3

dx

; _[ xt +8:7
C 25 2% +18x—18

f+1
1. I—4 —dt
S

dx

" I.‘{':+1
S 12430
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7.  Determine a primitiva da funcdo f(x)= que toma o valor 57 ,parax =0.

9x* +6x+2
8.  Determine a funcdo ftal que f''(x) = ( 81)3 , f')=-1e lim f(x)=1.
x+ X —>+oo

9.  Calcule os integrais das seguintes funcdes trigonométricas:

o oo 2 2

d. Ixcot g(x*)dx

b. J-senz(x) cos(x)dx C. J-tg(2x)dx

f. I cosec (fjdx
3

e. | 05 () .

sen* (x)
sen(x)+cos(x) sec(\/_) . 2
g. .[ cos0r) dx J- (\/_) 1. J-sen (5x)dx

j. I cos’ (x)dx k. jsec3(x)dx

n. J-s.en3 X eos®| X |ax
2 2

1. j sen*(x)cos’ (x)dx

m. .[sen4(3x) cos’ (3x)dx 0. jsen2(2x) cos”* (2x)dx

10.

p. Isenz(x) cos”(x)dx
S. jsen(3x) cos(5x)dx

V. Itgs(x)dx

q. j tg* (2x) sec(2x)dx
t. .[ cos(4x)cos(2x)dx

w. j 1—cos(x)dx

I. I sen(3x)sen(2x)dx
u. J-«/sen(x) cos(x)dx

X. j (1+cos(3x))2 dx

y. | S S 2. [1g* Gr)sec’ (Bx)dx [Z25
\J1—sen(2x) ' cos’ x
2
. J‘Sé”l X d_x
COS X

Calcule as seguintes primitivas, utilizando as substitui¢des trigonométricas, sempre que

necessario:

1 1 1
) ——d b. | ———d d
) '[xlexz—4 ' '[xZ\/x2+9 ' ‘ '[x2 4-x* i
d. [\ +5dx e. | s t | L
' (9—x2)E "1+ senx
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g.j xf2—4 dx

. (l+sen(x)
. .[ dx
1+ cos(x)

m. .[XZ\/Z—xzdx

h |

V9 —4x7

X

dx

1
k. | ————————d
J-)62\/9—2x2 )

11. Calcule os integrais das seguintes funcdes usando o método que achar mais

conveniente.

g. J-zu'csm : (x) dx

j I 3x? +5x g
et o1

E _J.'2 —4.‘(+4IJ.‘3 —4x+5

T.

X

. J‘ 1+ sin(x)

sin{x) + sin{x) cos(x)

3-4x

5. Im 6

il
xlnx-In(lnx)

1

+x” | dx

y. Iel'!{

Lad | =

1 il}.'
m. e

1 -
b. Lx i

[ x)
ArcCos, —1
V2)
e. f— dx
Md—x

h. [—=— ax

-

k. J-sin3 (x) -sec’ (x) dx

T.

n II3+3 dx
. (x+1)*

c _[ x+3 i
342

£ [(x*+1)7 ax

. [? - 7_7 — dx

L Jl-x arctan(x)

AJl+x°

ax

cos(my) |
0. ’FL ax
e

3I-2x
r. f, ——dx
ax~+7

l T -
" J:e'“' + 47 “

x+3
X J:x+4 '

(x+2)7 dx



