Capitulo V

Derivacao

5.1 Nocao de derivada

Seja f uma fungdo real de varidvel real.

Definicao:
® Seja ae D, e f definida numa vizinhang¢a do ponto x=a.

Diz-se que [ é derivavel ou diferencidvel em x = a se existe e ¢ finito o limite

i S 0= £(a)

X—=a y_g
Este limite (quando existe) diz-se a derivada ou diferencial de f em x=a e representa-
-se por:
Fia)= lim LX) W= fla) iy
X—a  x-—a h—0 h

® Uma funcdo | diz-se derivdvel ou diferencidvel se for diferencidvel em todos os pontos

do seu dominio.

Exemplo:

1. Calcule a partir da defini¢do, a derivada da funcdo f(x)= x*.
Resolugdo:
Seja ae D, =IR. Note-se que f estd sempre definida numa vizinhanga de qualquer

ponto do dominio e portanto faz sentido calcular |, fx)-fla),
x—=a y_gq

Assim, tem-se que:

2_2

Fla)= tim SOF@ _ X7 =a” ) Gl a) G () =24
X—=a y_g4 X=a y_g X4 yx_g x—a

Logo f'(x)=2x Vxe D,.
129
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2. Considere a fungio definida por f(x)= LS Mostre que f ¢ diferencidvel.
X+
Resolucio:
Para mostrar que f ¢ diferencidvel temos que provar que f ¢ diferencidvel em
qualquer ponto do D, = IR\{-5}.
Consideremos um ponto a€ D,. A fungdo f estd sempre definida a direita ¢ a

esquerda de qualquer ponto do dominio, pelo que faz sentido determinar

lim
X—>a  x_g
LI
f(a)= lim f( )_f(a) = lim x+5 a+5= lim -1 —_ 1
xX—=a x-—a xX—=a x—a X=a (x+5)a+5) (a+5)2

Como f(a) existe e é finita para qualquer a€ D P = IR\{- 5}, concluimos que f ¢é

diferenciavel.

5.2 Interpretacao geométrica da derivada

Tangente ao grafico da funcio f (ou a curva de equacao y = f(x))

De acordo com a figura seguinte a tangente no ponto A = (a, f(a)), obtém-se considerando o
limite da recta secante AX fazendo o ponto X = (x, f (x)) “aproximar-se” de A, ou seja,
quando x = a.

A equacgdo da recta AX € determinada pelo ponto A e pelo seu declive que é fx)=fla)
X—a

Entdo, equagdo da recta tangente é determinada pelo ponto A e o seu declive € (caso exista)

lim JSx)=f(@) podemos definir desta forma a equacdo da recta tangente a fem x =a, caso f
X=a y_g

seja derivdvelem x =a.

1) A =% Jx)
je

I

y-fla) =7"fajx-a)
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Definicao:
Seja f uma funcdo diferencidvel em x=a com derivada f(a). A equacio da recta
tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é:

y—fla)=fla)x—a).

Nota:

e Se f ’(a) =0 entdo a recta tangente ao grafico de f ¢ uma recta horizontal.

e Nao existem funcdes diferencidveis cuja recta tangente seja vertical (porqué?! — a
razdo é dbvia porque o declive das rectas verticais é co e uma funcio diferencidvel

tem derivada finita em cada ponto do seu dominio.)

® A recta tangente ao grifico de uma fun¢do num ponto
pode intersectar o grafico dessa fungdo mais que uma
vez. Pode até acontecer coincidir com a recta tangente
noutro ponto como ¢ ilustrado na figura abaixo: a recta

tangente em P coincide com a recta tangente em Q.

Nocao de velocidade
Chama-se taxa de variacao média de uma fungdo f entre os pontos a ¢ b ao quociente:
f(b)- £la)
b—a

Geometricamente, a taxa de variacdo média de uma funcdo f entre os pontos a e b, é o

declive da recta definida por (a, f(a)) e (b, f (b))

fb)

f(a)
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Suponhamos que um automoével se desloca ao longo de
km/h

um determinado trajecto e que se pretende saber a

velocidade instantanea num instante P .

t (horas)
Ideia:

Considerar um instante Q diferente de P .
A medida que o ponto Q se aproxima de P, a taxa de variacio média torna-se cada vez

mais proximo da velocidade instantdnea no instante P .

- y.

t thoras)

Neste caso particular, a taxa de variacdo média dd-nos a velocidade média (vm) do veiculo

entre os instantes Q e P:

Vm—

As _ espago percorrido
At tempo gasto

Recorrendo a defini¢@o de limite € possivel definir o conceito de velocidade instantdnea, (vl. )

rigorosamente:

. As
v. = lim_ —
L' O—P At
A velocidade instantdnea no instante P corresponde ao declive da recta tangente em a funcdo

no ponto (P, f(P)).

5.3 Derivadas laterais. Interpretacao geométrica

Como a derivada de uma fun¢do f num ponto x =a € um caso particular de um limite, entio

também faz sentido calcular derivadas laterais:
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ff(a—) — lim f()C)—f(Cl)
x—a- 74

ff(a+) — llm f(x _f(a)
x—at X 7d

quando tais limites existem, eles sdo, denominados respectivamente, por derivada lateral de

f aesquerdade x =a e derivada lateral de f a direitade x=a.

Nota:

e Se as derivadas laterais em x =a sdo iguais entdo existe derivada em x =a e tem-se
que f'(a™)=f"(a)=f"(a")

e Se as derivadas laterais em x = a sdo distintas entdo ndo existe derivada em x =a.

Interpretacao geométrica das derivadas laterais:
e A derivada a esquerda no ponto x=a
identifica-se com o declive da semi-tangente

aesquerda de f noponto x=a, (tl)

e A derivada a direita no ponto x=a
identifica-se com o declive da semi-tangente

a direita de f no ponto x=a, (tz)

A o - ———— -

¢ Uma fun¢do tem derivada num ponto se as O / \t X
t, 2

semi-tangentes nesse ponto estiveram no
prolongamento uma da outra, isto €, formarem uma recta.

e Na figura acima as semi-tangentes (tl) e (tz) ndo estdo contidas numa mesma recta

pelo que ndo existe derivada no ponto x =a.

Exemplo: y

A fungio f(x)= |x| ndo € diferencidvel em x =0.

O grifico de f(x)= |x| estd na figura ao lado.

De facto, tem-se que: ‘ X
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R (U T . S
0 x—=0— X x—=0— X
(] =-x parax<0)

£707)= lim fl

)-
x—0~ X

£70Y)= lim fx)-£(0) = lim [x-0 = lim *=1
0 x—0t X x—0t X

)
x—0t X
(|x|=x parax>0)
Como f7(07) = f (0™, ndo existe £'(0). Logo a fungdo f ndo é diferencidvel (pois
existe pelo menos um ponto do dominio onde ndo existe derivada) apesar de ser continua

em todo o seu dominio.

Nota:

® O dominio da derivada de uma func¢do estd sempre contido no dominio dessa funcao,
isto é, Df, c Df .

Por exemplo:

= fx)=| D, =IR\{0}c IR=D,

¢ Uma fun¢do descontinua ndo pode ser diferencidvel (porqué?!)

No entanto, o reciproco é sempre verdadeiro:

Teorema
Se f € uma funcdo derivdvel em x =a entdo f é continua em x =a

(ou equivalentemente, se f ¢é descontinua em x = a entdo ndo existe derivada em x =a ).

Exemplo:
In(x) se x>1

x=1

Verificar se existe f°(1) onde f(x)= { .
e se x<l1

Resolucio:
Note que s6 faz sentido verificar se uma funcdo é derivdvel num ponto se ela for

continua nesse ponto.

Mas a fungdo f € descontinua em x =1 pois os limites laterais sdo distintos:
lim f(x)=lim e =¢" =120=lim In(x)= lim f(x)
x-1” x-1” x—1* x—1*

pelo que ndo existe derivada em x =1.
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Nota:
A fungdo derivada ndo é necessariamente continua. Pode eventualmente nem existir como

acontece no exemplo anterior em x =1. No exemplo seguinte a fungcdo tem derivada em

todos os pontos mas ndo é continua em x=0.

A funcdo f: IR — IR definida por

e )
x“sen|—| se x#0
f(x)= x

0 se x=0
admite derivada em todos os pontos:

2xsen(lj - cos(lj se x#0
f'(x)= x x

0 se x=0

mas como se verifica facilmente ndo existe lim0 f ’(x), e portanto f' ndo é continua.
X

Atenciao!!!

Para calcular f'(0) é necessdrio recorrer a definicio de derivada num ponto:

2 —_—
lim M = lim xsen(1/ x) que, pelo teorema do encaixe dos limites, vale 0.
x—0 x—0 x—0

5.4 Regras de derivacao. Propriedades da derivacao.

Notagdo ( de Leibniz) para derivadas:

Dado y = f(x) para além da notacio f' ou f'(x), usimos & ou ﬂou if(x). Se
d. dx dx
quisermos especificar o valor num certo ponto a, além de f'(a), usamos j—f(a) ou
X
&,
dx
2 2
Exemplos: dBxetl) 5 A, P 3)=23=6.
dx dx dx
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Regras de derivacao
Calcular a derivada de uma funcdo ou a funcdo derivada a partir da sua defini¢do pode ser
bastante trabalhoso. Por essa razdo, partindo da definicdo de derivada podemos deduzir vérias

regras de derivacdo que adiante indicaremos.

Teorema:
Sejam f e g duas fungées derivdveis, entdo
® f+g éderivdvel e tem-se (f +g)= f'+g'
* fg éderivdvel e tem-se (fg)=f'g+ f¢'

o ¢f éderivdvel etem-se (cf)=cf', ce IR

® se g(x)#0, i é derivavel e tem-se (iJ = # .
8 8 8
Derivadas de funcoes elementares:
1. funcéo constante ¢ € IR f(x)=c f'(x)=0
2. fungdo linear c € IR f(xX)=cx f'(x)=c
3. poténcia: f(x)=x" f'(x)=nx""
4. funcgdo exponencial a >0: f(x)=a" f'(x)=a"In(a)
5. funcdo sen f(x) =sen(x) f'(x) =cos(x)
6. funcdo cos f(x) =cos(x) f'(x) =—sen(x)
7. fungdo 1g fx)=18(x) fix= cos1 (x) msee ()
~ _ ' e - = — .2
8. fungdo cotg f (x) = cotg (x) ) o cosec?(x)
Exercicios:
Calcular as derivadas das seguintes funcgdes:
a.  f(x)=2"° b. f(x)=+x
c. f(x)=x)"", nelN d. f(x)zi2
X

e. f(x):in, ne IN
X
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5.5 Derivada da funcao composta (ou Regra da cadeia).

Teorema (Derivada da funcdo composta ou Regra da Cadeia):
Sejam f e g fungdes derivdveis nos respectivos dominios e seja (f o g)(x) = f(g(x))

entdo

(fog)=rf"(g(x)g' ).

Na notagdo de Leibniz, se u= g(x) entdo f(g(x))=f(u), e temos

& _d du
dx du dx’

Exercicios:

Calcule a derivada das seguintes fungdes:

a. f(x)=e* b, f(x)=3"
c. f(x)=Inx> d. f(x)=logx>
e. f(x)=x" f. f(x)=sen(5x7)

g f=1g(e")

Resolucdo e.:

Podemos ver f como x* = o) = g Assim,

(e“” )’z (xInx)e™ =[(x)'Inx+ x(In x)']e*™ = [ln x+ f}e“‘”
x

=(Inx+1)e™ = x*(Inx+1)

De forma andloga, podemos deduzir a derivada de uma fungdo da forma ", onde u e v sdo

funcdes que dependem de uma varidvel, por exemplo x:
(u") = vu'lnu + vu"u

%/_J %,_J

como exponencial como polinomial
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Coroldrio (derivada da fungdo inversa):

Seja f uma fungdo diferencidvel e injectiva definida num intervalo I C IR. Seja x, €1 tal

que f'(xy)#0, entdo ' é derivivel em y, = f(x,) e

1

(f )(yo): f'(xo).

Exercicio:

Determine a derivada de arcsen(x) para xe |-11[.

Resolucio:
A fun¢@o arcsen € inversa da funcdo sen na restrigao }_”,” . Ora f(x)=senx é uma
22
~ . ., .« . . 7[ 7[
funcdo diferencidvel e injectivaem |- = Z| .
2 2
Seja y, = sen(xo) entdo o coroldrio anterior firma que

1 1

(arcsen()’o ) = (sen(xo ) - COS(Xo)

Pela férmula fundamental da trigonometria temos

senz(x0)+cosz(x0)=l = cos()co)z\/1—sen2()c0)=\/1—yo2

(note que como x, = }_” ”{, cos(x,) € positivo e nunca se anula) e portanto
22

k]

1

(arcsen(x)) = .
1-x*
Exercicios: Determine
a. (arccos(x))para xe |-11 b. (arctg(x)) para xe IR
c. (arccotg(x)) paraxe IR d. (log,(x)) para xe IR* (a>0)
Temos portanto as seguintes férmulas
1
a 1 . — 1 ! =
9. fungdo logaritmoa>0: f(x)=log, x J'(x) In(@)
1
10. fung@o arcsen f(x)=arcsen(x) [ = =
- X
1
11. fungdo arccos f(x) = arccos(x) frx)== e
- X
12. fun¢do arctg f(x)=arctg(x) f'(x)= " ! >
+x
13. funcdo arccotg f(x)=arccotg(x) f'(x)= —1 ! 5
X
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Tabelas de Derivadas

Tendo em conta a derivada das func¢des elementares atrds referidas e a derivada da funcdo

composta, podemos escrever as seguintes formulas de derivagio:

Sejam u e v fungdes derivdveis, ke a >0 e a #1 constantes:

L (w+v)=u+ 9. (sen(u))=u'cos(u)
2. (w)=u'v+uw 10. (cos(u))'= —u'sen(u)
3. (Z] = u'v—zuv' 11. (rg(u))=u'sec?(u)
v v
4. (ku)=ku' 12. (cot g(u)) = —u'cosec’ (u)
3. (uk)z kX 13. (aresen(u)) = '
1-u?
6. (a”)zu'a“lna 14. (arccos(u))= ——
1-u?
T =vau” vl 15. (arct, Y
7. (u )—v.u dnu+vu"u (arctg (u)) Ltu2
8. (log,u)= ' 16. (arccot g(u))=— 5
ulna I+u

5.6 Derivadas de ordem superior

Dada uma fungéo f, real de varidvel real, diferencidvel, entdo f’ é também uma funcio real de
variavel real. Assim podemos falar na fun¢@o derivada de f°, ou seja na segunda derivada de f.

Em termos préticos f*’ obtém-se de f derivando esta duas vezes, ou seja,

fre=(fw)

Notacdo: Se y=f(x):

e primeira derivada de f: f ou, na notagdo de Leibniz, i’i ou ? ;
X X

e segunda derivada de f: f’ ou, na notacdo de Leibniz, —



Capitulo IV: Derivacio 140

. . - . d? d?
e terceira derivadade f: f°’’ ou, na notagdo de Leibniz, —{ ou —g) ;
Ix dx
. - L .dt d*
e quartaderivadadef: f * ou, na notacdo de Leibniz, —{ ou —i);
dx dx
[ )
L. . . (n) ~ . . d nf d n y
e n-ésimaderivadadef: f ou, na notacdo de Leibniz, — - 0u ——, ne IN.
X X

Exercicio:

Calcule as trés primeiras derivadas da funcdo f(x)=In(x).

5.7 Teoremas fundamentais sobre derivacao
Teorema de Rolle: Seja f : [a,b] — IR uma fun¢do continua no intervalo fechado [a,b]

e derivdvel no intervalo ]a,b[.

Se f(a): f(b) entdo existe pelo menos um c € ]a,b[: f’(c)= 0.

Interpretacdo geométrica:

O teorema de Rolle afirma que entre dois pontos de uma funcdo (continua e diferencidvel)

com a mesma imagem existe pelo menos um ponto do grifico de f onde a recta tangente é

horizontal.

flay=f(b) - - —

Se alguma das condicdes do teorema falhar a conclusido do teorema pode nao se verificar, por

exemplo:
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1. Consideremos uma fungdo f cuja representacio grafica é:

f ndo é continuaem x=5.

Nao existe nenhum ponto do intervalo [a,b] cuja
recta tangente seja horizontal.

fa)=fb)+ —
é essencial a continuidade no intervalo
fechado [a,b]

_____ +_
b

2. Seja f(x)= |x| , XE [— 4,4]. A representagdo grificade f é:

¥
A f ndo admite derivadaem x =0
| ' Néo existe nenhum ponto do intervalo [— 4,4] cuja
: 2t . recta tangente seja horizontal.
[
| . . . .- .
| : -. € essencial a derivabilidade no intervalo aberto
:‘ 2 o z + } ]a, b[ .

Coroldrio 1: Seja f : [a,b] — IR uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b] e com
derivada no intervalo ]a,b[.

Se a e b sdo dois zeros de f entdo existe pelo menos um ce ]a,b[: fc)=0.

Interpretacido geométrica:

O corolédrio afirma que entre dois zeros de uma

funcdo (continua e derivdvel) existe pelo menos um

zero da derivada.

---

Se alguma das condicdes do teorema falhar a .y

1
(o]
=3

conclusdo do teorema pode ndo se verificar.

(Exercicio: encontrar exemplos...)



Capitulo IV: Derivacio 142

Coroldrio 2: Seja f: I — IR uma fungdo derivdvel e [a,b]c I.

Se a e b sdo dois zeros de f°, entdo f tem no mdximo um zero entre a e b.

Interpretacdo geométrica:

/
|
i zero da fungio
| |
! | t.) Y
i a :
1 1
1 : :
a b i
f ndo tem zeros. f tem um unico zeros.

Se a hipétese da derivabilidade falhar no intervalo [a,b] entdo a conclusio do corolario pode

deixar de ser valida.

Por exemplo:

N

i\/b

a e b sdo dois zeros consecutivos da derivada mas entre a e b existe dois zeros da fungdo.

. € essencial a derivabilidade no intervalo fechado [a,b]

Exercicio:

A equacdo e =1+ x admite x =0 como solugéo.

Mostre que esta equacdo nio pode ter mais nenhuma solucdo real.

Resolucio:

Em primeiro lugar, hd que observar que x =0 € efectivamente uma solu¢do da equacdo

dada: ¢’ =1+0 (proposi¢do verdadeira).
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Defina-se f(x)=e* —1-x.

Vamos supor que f tem outro zero: a # 0.

Entdo pelo primeiro coroldrio do teorema de Rolle, existe um ponto entre 0 e a
(exclusive) tal que a derivada é nula.

Mas f(x)=e*-1e f(x)=0 & e*=1 < x=0 — absurdo pois o teorema de
Rolle afirma a existéncia de um zero da derivada entre 0 e a (exclusive).

O absurdo resultou de supor que f admitia mais do que um zero.

Logo f tem um tnico zero e portanto a equagdo dada tem uma dnica raiz.

Teorema de Darboux: Seja f : [a,b] — IR uma fun¢do continua no intervalo fechado
[a,b] e derivdvel no intervalo [a,b).

Entdo f'(x) toma todos os valores entre f(a) e f'(b).

Exemplo: A fungéo
,x<0

f'(x):{_ll , x>0

nio pode ser a derivada de nenhuma outra fungéo, pois no intervalo [-1,1],

f'(-D=-1, f')=1e f'(x) ndo toma valores entre -1 e 1.

Teorema do valor médio ou de Lagrange: Seja f : [a,b] — IR uma fung¢do continua no

intervalo fechado [a,b] e derivdvel no intervalo ]a,b[.

7(6)- r(a)

Entdo existe ce€ ]a,b[ tal que f7(c)= )
—da

Interpretacdo geométrica:

O teorema de Lagrange afirma que existe um ponto no grafico de f cujo declive da recta

tangente é igual ao da recta que passa nos pontos (a, f(a)) e (b, £(b)).
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fib)

fia) |

Coroldrio: Seja f: I — IR uma funcdo continua (I um intervalo) e ce I .

Se f tem derivada em I\{c} e se existem e sdo iguais 1im+ f'(x)=L=lim f'(x) entdo

X—C X—c

existe f'(c) e f'(c)=L.

Exemplo:
A funcgéo

X , x>0
arctg(x) , x<0

g(x)={

€ continua ( verifique que é continua em x=0), e temos que para x#0 g'(x) é

1 , x>0
g'x)=4 1
1+x

, x<0°

Como g é continua e lim g'(x)=1= lim g'(x) entdo pelo coroldrio anterior
x—0" x—0"

existe g'(x) em x=0,¢e g'(0)=1.
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Aplicacao ao calculo dos limites nas indeterminacoes % e =,

oo
O célculo de limites por vezes ndo é simples. Utilizando derivagdo ha um resultado, que em

certas condi¢des, nos facilita muito esse calculo:

Proposicao (Regra de Cauchy): Sejam f e g duas fungdes definidas em ]a,b[ e ce [a,b], tal

que:
* fe g sdo deriviveis em la,b[\{c}
° g'(#0, xela.b[\{}
. hmﬁzg ou =
x—c g(x) 0 Sl
] limm existe ou € oo (%)
X—C g (x)
Entao

lim 2 = i L)
x—c g(X) x—c¢ g'(x)

Observacao:

A regra de Cauchy também se aplica para limites no infinito, ¢==c, e para limites

laterais, c=b" ou c=a".
Repare que “(*)” ndo se trata da derivada do quociente!!!

Por vezes esta regra é também designada por regra de L’Hospital (ou L’Hopital), mas

a4 L C s .0
esta ndo € tdo geral e s6 € formulada para aplicar & indeterminacio o

Exercicios: Calcule os seguintes limites:

sen( x)

L. lim
x—o0 X

resolugdo: temos uma indeterminagdo %, aplicando a regra de Cauchy,

1.

sen(x) . cos(x) _
=lim =

x—0 X x—o0 1

5 limln(x+1)

x—0 X
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~ . .. 0 .
resolugdo: temos uma indeterminacio 0’ aplicando a regra de Cauchy,

1

In( x+1
PRLLES SV S Y

xX—0 X xX—0

X

3. lim= nelN

x>+ X

. . ~ oo .
resolucdo: temos uma indeterminagdo —, aplicando a regra de Cauchy (n vezes),
(o)

X X
e
lim — =...= lim — = +oo.
X400 X X—>+oo n_/

X
e’ —1
4. lim
x—0 X

resolugdo: temos uma indeterminagdo %, aplicando a regra de Cauchy,

5. lim Inf x)

X—>+oo X

~ . . ~ S .
resolucdo: temos uma indeterminacdo —, aplicando a regra de Cauchy,
oo

1
In( x X
lim ( )= lim <=0
X—>o0 X X—>o0 l
In(x)
6.
Sl 2x+1
7. limeT_l (é necessario aplicar a Regra de Cauchy duas vezes)
0 sen”(x)
8. )C:Lm (é necessario aplicar a Regra de Cauchy duas vezes)
=0 e —e
Nota:

Quando temos indeterminacoes da forma .0 ou oo—oo por vezes, podemos
. ; L oo 0 .
transformd-las em indeterminagées da forma — ou o para podermos aplicar a regra

(o]

de Cauchy, como podemos ver nos exemplos seguintes:
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9. limxe ™

X—>—o0

resolucdo: temos uma indeterminacdo .0, ndo podemos aplicar a regra de

. 2 X .
Cauchy directamente, mas como [j; xe " = [jm — ficamos com

X—>—o0 I —— €X
. . ~ o .
uma indeterminacdo — e agora podemos aplicar a regra de Cauchy
[ee]
e X 1
lim xe™ = lim — = lim -=—2=0.
X—>—00 X——c0 o° X—>—o0 2x€ x — 00

10. Jim [x—in(3e* —1)]

X—>+o0

resolucdo: temos uma indeterminagdo oo—oco, ndo podemos aplicar a regra de

Cauchy directamente, mas como

lim [x=in(3e* =1)]= fim [ne* =in(3e* =1)]

X—>oo X—>+00

= lim In ¢
X—>+oo 3ex —l

:ln[lim ¢ J pois In(x) é continua

X—>+o0 36 -

. . . ~ oo .
ficAmos com uma indeterminacdo — e agora podemos aplicar a regra de
[ee]
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Outras indeterminacoes:

No célculo de limites da forma Jj f( x )**/ por vezes somos conduzidos as seguintes

x—a

indeterminacdes:
17 0° oo
Estas indeterminacdes levantam-se recorrendo a seguinte igualdade:

lim f ()0 = ¢

Xx—a

onde f(x)>0, Vxe D, eae IRu{—oo,+oo}

Prova:

Se existe e € positivo, lim f(x)g(x) entdo
xX—a

lr{limf(x)"(”}

limf(x)!=4 & e =A ( pois ") =x)
x—a
limilrcxre]
& e =A ( pois In( x ) é continua )
limas(x)-n f(x)

e =A ( propriedades da fungdo In)

Nota:
K,
lim|1+—| =e ke IR
x—too X
Exercicios:

Calcule os seguintes limites:

11.  lim x*
x—0"
0 lim[xln( x)]
resolugdo: temos uma indeterminacio 0, fazendo [jm x* =e~" temos uma
x—0"
. In(x)
lim v
indeterminacdo (O.co, fazendo [jm x* =e™"" 7* ° temos uma indeterminagdo
x—0"
oo .
— e podemos aplicar a regra de Cauchy:
o0
1
. In(x) . A . —x2 .
] ] pele] g,
llm xx — e.Ho x —e X — e,Hu — €x~>() =e :1.

x—0"
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12. fim 1g(x )"

x—0

13. limitg(x)"‘”(”
x—)%
atl
14. Jim (2x)~
1
15. lim(e" +3x)*
x—0
1

16. lim(1+2cos(x))“ ™

x—>=
2

17. lim sen( x)

X—>+oo X

Resolucio:

Repare que ndo existe [jm; sen(x ).

xX—>+oo

-1  sen(x 1 -1 1 N
—SLS— e como [im —=[lim—=0, entdo [im
X X X X+ X X—+o0 X X—>oo

teorema de encaixe de limites).

Mas,

5.8 Aplicacoes da derivada ao estudo das funcoes

5.8.1 Pontos criticos e intervalos de monotonia

Definicao:

sen( x )

=0 (ver o

Seja f uma fungdo e c€ D, . Diz-se que f (c) € um extremo relativo de f se em x=c

ocorre um mdximo ou um minimo.

Por exemplo, a fungéo representada ao lado tem: A

e maximosem x=c' e x=c"
e minimosem x=d', x=d'"e x=d"". ; 5
| i )

Note que os dois ultimos pontos assinalados no | ;

et

mdximios e
minimos

grifico da funcdo s@o simultaneamente miximos e _. !

minimos.

'
'
'
|
'
1
1
|
1
L

a

b 4
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Teorema:

Seja [ uma fungdo que tem um extremo relativo em x=ce D, (ie., f (¢) ¢ um mdximo

ou um minimo local) entio ou f'(c)=0 ou néo existe f'(c).

Como consequéncia do teorema anterior resulta que os pontos candidatos a extremos

relativos de uma funcio f encontram-se entre os zeros da funcio derivada e/ou os pontos do

dominio de f que ndao admitem derivada. A estes pontos chamamos pontos criticos.

Nota:
® f'(c)=0 significa que a tangente ao grdfico de f em x=c é horizontal, situacdo
que ocorreem x=d', x=c'e x=c"";
* f'(c) ndo existir significa que as semi-tangentes ao grdfico de f em x=c tém

declives distintos, como acontece em x=d'" e x=d"".

A Fletl mARmIos @

minimas

: : fd")

v

O reciproco deste teorema € falso, isto €, pelo facto de f'(c¢) =0 ndo

se pode concluir que f(c) seja um extremo. Por exemplo, f(x)=x’
tem derivada f'(x)=3x%, e f'(0)=0, e no entanto f(0) ndo &

maximo nem minimo de f . Conclusio: nem todo o ponto critico ¢ um

extremo.
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Coroldrio do teorema de Lagrange — Monotonia:

Seja f uma fun¢do derivdvel no intervalo ]a,b[, entio:

® se f'(x)>0 paratodo xe ]a,b[, entdo f & estritamente crescente;

e se f'(x)<0 paratodo xe ]a,b[, entdo f € estritamente decrescente;
® se f'(x)=0 paratodo xe ]a,b[, entdo f é constante.

R Y

R I T A

Forascente §ipovasente  FOTOICERIE  Fupovesente

Como decidir se um ponto critico ¢ maximo ou minimo relativo?

Critério da 1° derivada para classificacdo de extremos:
Seja f uma funcdo continua em c € ]a,b[ e derivdvel em ]a,b[\{c}. Se x=c é um ponto
criticode f e
e ' passa de positiva para negativa em x = c, entdo f (c) é mdximo relativo;
® ' passa de negativa para positiva em x = c, entdo f (c) é minimo relativo;

e f'(x)>0o0u f'(x)<0paratodo xe ]a,b[, entdo f(c) ndo é extremo relativo.

Critério da 2° derivada para classificacdo de extremos:
Seja f uma fungdo derivdavel em ]a,b[, com ce ]a,b[, e f'(c)=0:
® se f'"(c)<O0 entdo f tem um mdximo relativoem x=c (f (c) é mdximo relativo)

2 -

® se f'"(c)>0 entdo f tem um minimo relativo em x=c (f(c) € minimo relativo).

Este pode ser compreendido quando analisarmos a concavidade da funcdo f, de que

falaremos em seguida.



Capitulo IV: Derivacio 152

Exercicio:

Determine os extremos relativos e indique os intervalos de monotonia das seguintes

funcgdes:

2—x2 ,se x<0
logr(x+1) ,se x>0

a. f(X)={

b. g(x)=x3—x

c. h(x)=x"38-x)

Resolucio de c.:

D, =IR e h € continua, pois € o produto de fungdes continuas (3\/; ¢ uma funcéo

irracional e 8 — x € uma fung¢ado polinomial)

Note que se existir algum ponto onde a funcdo seja descontinua entdo ele deve ser

considerado como ponto critico.

Calculo da primeira derivada:

8-x i 8-x ,— 8-d4x 2 -

hW(x)=—F—x? =——-3x = —x32-x);
N TR
Pontos criticos:
e x=0 porque Oe D, mas 0¢ D,
e x=2 pois 4'(2)=0
— o0 0 2 + 00
Sinal de A' + n.d. + 0 -

h /' /' \

n.d. — ndo definida

Extremos relativos:

Maximos relativos: h(2); Minimos relativos: ndo tem;
Note que

e 7(0) ndo é um extremo pois i volta de x =0, #' ndo muda de sinal;
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e alternativamente, podemos utilizar o teste da 2* derivada para concluir

que em x =2 ocorre um maximo pois:

n'(2)=0

1 (x) = —4(x+4)

9y = h(2) éum méximo

h'(2)<0

Intervalos de monotonia:

h € crescente se x € ]— oo,2[;

h € decrescente se x e ]2,+oo[.

Quais os pontos que se devem considerar na elaboracdo do quadro para o estudo da

monotonia de uma fungdo f ?

Devem ser considerados os seguintes pontos:

® pontos criticos, i.e. pontos tais que f '(x) =0 ou pontos onde ndo existe f '(x);
® pontos de descontinuidades de f e

® 1o caso do dominio ser um intervalo ou unido de intervalos hd que considerar os

extremos que pertencem ao dominio.

5.8.2 Pontos de inflexao e concavidades

Vimos que o sinal de f” da-nos informacao sobre a monotonia da fungdo f . Analogamente,
podemos estudar o sinal de f°° para determinar a monotonia de f~. Assim, se f ¢é duas
vezes derivavel no intervalo Ja,b[ e

e se f"(x)20 paratodo xe Ja,b[, entdo f~ é crescente;

e se f"(x)<0 paratodo xe Ju,b[, entdo f~ é decrescente.
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Ora, geometricamente, f~ ser crescente significa que a medida que x cresce o declive da
recta tangente a f aumenta e que o grafico da funcdo (a volta do ponto x) fica acima de cada

tangente (ver figura ao lado).

L 3
De forma andloga, f~ ser decrescente significa

que a medida que x cresce o declive da recta
tangente a f diminui e que o grifico da funcdo (a

volta de x) fica abaixo de cada tangente (ver figura

k J

ao lado). %

Definicao:
Seja f uma fungdo, diz-se que c€ D, é um ponto de inflexdo se f muda a concavidade

avoltade x=c.

Teorema:
Seja f uma fungcdo que tem um ponto de inflexdo em x=ce [a,b] entdo ou f'"(c)=0 ou

ndo existe f" (c)

Como consequéncia do teorema anterior resulta que os pontos candidatos a pontos de

inflexdo de uma funcdo f encontram-se entre os zeros da segunda derivada da funcdo e/ou os

pontos do dominio de f que ndo admitem segunda derivada.

O reciproco deste teorema é falso, isto é, pelo facto de f''(c) =0 ndo se pode concluir que

x=c é um ponto de inflexdo. Por exemplo, f(x)=x* tem segunda derivada f''( x)=12x>,
e f'"(0)=0, e no entanto x =0 ndo é ponto de inflexdo (porque a volta de x=0, f ndo

muda a concavidade) conforme se pode ver na figura ao lado.
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Teorema (teste da concavidade)

Seja f uma funcdo duas vezes derivdvel em ]a,b[.
o Se f'"(x)>0 paratodo xe ]a,b[, entdo f tem concavidade voltada para cima;

e Se f"(x)<O0 paratodo xe ]a,b[, entdo [ tem concavidade voltada para baixo.

B

I

' cone.
! cima
i

|

T

Podemos agora compreender o “Critério da 2 derivada para classificacdo dos extremos”

atrds enunciado:
. . ¥
® setemos f (c) =0 (atangente em x =c ¢ horizontal), S{e)=0
e se f(¢c)>0 (a concavidade é voltada para cima)

entio f(c) é um minimo (ver figura ao lado). i 7
¥ fle)=0

e setemos f(c)=0 (atangente em x=c & horizontal), |
e se f(c)<0 (a concavidade é voltada para baixo) ' f"e)<0
entdo f (c) ¢ um méximo (ver figura ao lado). ' <
o X

Exercicio:

Determine os pontos de inflexdo e a concavidade das seguintes fungdes:
a. f(x)=x"(5+x)

b. f(x)=2x"+3x*-12x+3

c. g(x)=3x"—4x’-12x>+17

d. h(x)=l(x+D(x—1)>1

Resolucdo da alinea a.:
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D, =IR e f ¢ continua pois € o produto de fung¢des continuas (¥x* & uma

func¢do irracional e 5+ x € uma fun¢@o polinomial)

Note que se existir algum ponto onde a fungdo seja descontinua entdo ele deve ser

considerado como ponto critico.

Calculo da primeira derivada:

, 2(5+x) 2% 10+5x
)= e
3x% 3x%

Embora ndo seja pedido no enunciado do exercicio, vamos fazer o estudo dos

pontos criticos, extremos relativos e intervalos de monotonia.

Pontos criticos:

® x=0 porque O D, mas 0¢ D,

e x=-2pois f'(-2)=0

Sinal de f' + 0 - n.d +

f 7 T~ "

n.d. — ndo definida

Extremos relativos: Méaximos relativos: f (- 2); Minimos relativos: f(0).

Atencdao!l!l!

Apesar de ndo existir derivada em x=0, f é continuaem x=0 e f~ muda
de sinal em torno de x=0 e portanto pelo critério da 1° derivada para
classificacdo de extremos podemos concluir que f(0) é um minimo relativo.
Muita atengdo!!! se f ndo fosse continua em x =0 mas 0€ D, ter-se-ia que
analisar os limites laterais para poder concluir se existia ou ndo extremo

nesse ponto.
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Intervalos de Monotonia:

S estritamente crescente: se x e ]— oo,—2[ ese xe ]O,+oo[
f estritamente decrescente: x e ]— 2,0[.

Célculo da segunda derivada:
N 10( x—1
VANEY) :E(x4/3 j

Candidatos a pontos de inflexdo:

® x=0porque O D, mas 0¢ D,
e x=1 pois f"(1)=0

— o0 0 1 + oo

Sinal de f" - n.d. - 0 +

¥ N N U

Pontos de inflexdo: x =1 (note que: o ponto de inflexdo € o “valor da abcissa” ao

contrario dos extremos que se referem ao “valor da ordenada”.)

Atencdao!l!l!
Apesar de x =0 ndo ser zero da 2° derivada poderia ser ponto de inflexdo,

bastaria que a sua volta o sinal de f*~ mudasse.

Sentido da concavidade:

f tem concavidade voltada para baixo: se xe€ ]— oo, l[

f tem concavidade voltada para cima: se x e JI,+ oo|.

Quais os pontos que se devem considerar na elaboracao do quadro para o estudo das

concavidades de uma funcao f?

Devem ser considerados os seguintes pontos:

e pontos candidatos a pontos de inflexdo, i.e. pontos tais que f''(x)=0 ou pontos onde nio
existe f "(x);

e pontos de descontinuidades de f e

® 1o caso do dominio ser um intervalo ou unido de intervalos ha que considerar os extremos

que pertencem ao dominio.
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5.8.3 Assimptotas

Seja f uma fungdo real de varidvel real.

Ideia intuitiva de assimptota:

2

Uma recta ¢ uma assimptota de uma funcdo se o seu griafico se aproxima

indefinidamente dessa recta e no limite confunde-se com a prdpria recta.

. ~ - 1 . y 15T
Consideremos a fungio definida por f(x)=x+—, cuja
X 0]
representacao grafica é: 5
0
15 10 =3 0 5 10 13

Esta funcdo ndo estd definida em x =0. Sir x
1000
O que € que acontece quando x se aproxima de zero? A5+

A medida que x se aproxima de zero, quer pela direita quer pela esquerda, os

7z

correspondentes valores de f (x) “explodem”, isto é, crescem sem limite. Podemos entdo

) —o se x—0
escrever: lim f(x)=
=0 400 se x—0"

Neste caso, dizemos que a recta x =0 é uma assimptota vertical do grafico de f .

Como determinar as equacoes das assimptotas verticais do grafico de uma func¢io?

Para identificar os pontos onde eventualmente o grafico admite uma assimptota determina-se:
° Df ;
* ospontos ae D, onde a fun¢do € descontinua;

e 1o caso do dominio ser um intervalo ou unido de intervalos devem-se considerar os

pontos extremos tais que a ¢ Df )

e limf (x) e lim f (x) quando fazem sentido.
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Se algum destes limites for oo, a recta x = a diz-se uma assimptota vertical do grafico
de f (unilateral ou bilateral conforme exista um ou dois limites laterais infinitos,

respectivamente).

Exercicio:

Determine, caso existam, as assimptotas verticais dos graficos das seguintes fungoes:

Resolugdo:
.2 —
D, = {xelR:x*~1>0} = Foo—1[Ui+ed].
f € continua porque é quociente entre uma fungdo polinomial e uma fungdo
irracional.
Pontos onde podem existir assimptotas verticais: x=—1¢e x=1.

lim f(x)=—oo e lim f(x)=+eo

x—-1"

. x=—1 e x=1 sdo duas assimptotas verticais do grifico de f .

Resolucio:
D, = IR\{0}.

f ¢é continua porque ¢é diferenca e quociente de fungdes continuas (exponencial,
constante e polinomial).

Pontos onde podem existir assimptotas verticais: x =0

fim £ (x) = lim <1

x—0 x—0

=1 (pela Regra de Cauchy)

. x =0 ndo é assimptota vertical do grificode f .

. o grificode f ndo tem assimptotas verticais.

Resolucio:
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= fxelR:(4-x>>0 A x20) v (x#20 A x<0)
= {xelR:(-2<x<2 A x20) v (x20 A x<0)}
= {xeIR:0<x<2 v x<0}

= Fe2

f é continua em todo o seu dominio excepto em x =0:

D,

Para x>0, f € continua porque é composta de fun¢des continuas (logaritmica com

polinomial). Para x <0, f € continua porque € uma fung¢ao racional.

Para x=0, lim £(x)= lim In(x* +4)=In(4) % —o = lim - = lim f(x), logo f &

x— 0" x— 0" =0 x x>0

descontinuaem x =0.
Pontos onde podem existir assimptotas verticais: x=0¢e x=2.

(Exercicio ...)

Assimptotas nio verticais:

Consideremos as funcdes representadas graficamente:
1 1
feo=— glx)=x+—

v y 15T

Quando x — 4c0 o grifico da funcdo f aproxima-se da recta y =0. Quando x — —o0 0
grafico da funcdo f aproxima-se darecta y=0.

Dizemos que arecta y =0 € uma assimptota horizontal (bilateral).

No caso da fun¢do g, quando x — *eo o grifico da fungdo g aproxima-se da recta y =x.

1 1
(Note-se que g(x)—x=— e ——0 quando x— iooj
X X
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A existéncia de assimptotas ndo verticais (horizontais e obliquas) depende do comportamento

da fun¢do quando x — 4o0 e quando x — —oo.

Se arecta y =mx+b é uma assimptota ndo vertical do grafico da fun¢do, quando x — +oo, é

porque o grafico da fun¢do se aproxima cada vez mais da recta quando x — 4oo.

(De modo inteiramente andlogo se diria quando x — —o0).

Suponhamos que x — 4+ . Temos que

lim [f(x)—(mx+b)]=0.

X—>+oo

Desta expressdo vamos determinar as constantes m e b .

Determinacio de m:

1im [/ (x)= (mx +b)]=0

Dividindo por x vem:

lim —f(x)— (mx+b) =0 & Ilim _f(x) _mx b 0
X—>Foo X X—>Foo X X X
o mIW_ 0
X—>+oo X
f(x)

Logo, |m = lim M

X—too  x

Determinacio de b:

Xlirg[f(x)—(mx%—b)]:O o lim(f(x)-mx)=1lmbd < b=1lim(f(x)—mx)

X—>+o0 X—>+o0 X—>+oo

Logo, |b= lim (f (x)—mx)|.

X—>+o0

Em geral € mais facil determinar as assimptotas horizontais do que as obliquas, pelo que ha
vantagem em comecar por verificar se uma funcio tem assimptotas horizontais.

Para isso, basta calcular lim f(x), e caso este seja finito e igual a b, entdio y=b §é
X—>+oo

assimptota horizontal (quando x — +), € ja ndo existe assimptota obliqua (quando x — +oo).

Para analisar o comportamento da fun¢do quando x — —eo, procede-se do modo andlogo.



Capitulo IV: Derivacio 162

Notas:

A existéncia de assimptotas ndo verticais (horizontais ou obliquas) pressupde que as

expressoes lim f(x) e lim f(x) tenham sentido, isto é que o dominio da funcdo
X——o0 X—>+o0

contenha um intervalo ilimitado do tipo ]— oo,a[ ou ]a,+oo[.

Se m =0 entdo a assimptota, a existir, é horizontal.

Se m=co entdo o grdfico da funcdo ndo tem assimptotas obliquas (nem horizontais,

claro!)

Se uma funcdo tem uma assimptota horizontal quando x — +eo entdo ndo pode ter

simultaneamente uma obliqua quando x — +oo. Porqué?

Uma fung¢do pode ter uma assimptota horizontal e outra obliqua desde que uma seja

quando x — +oo e outra quando x — —oo.

O grdfico de uma fungcdo pode intersectar no mdximo uma vez uma assimptota vertical

(caso em que a funcdo é descontinua num ponto mas estd definida nesse ponto).

O grdfico de uma funcdo pode intersectar mais do que uma vez uma assimptota ndo

vertical.

Por exemplo, consideremos a funcdo definida

Y 10
—5sen(2x) +x se x#0
por f(x)=1 x
10 se x=0
15 10 5 ul i) 10 18
cuja representacdo grdfica é: x
51

(exercicio: Verifique que a recta y = x € uma assimptota obliqua ao grdfico de f ).

Exercicio:

Determine, caso existam, as assimptotas ndo verticais dos graficos das seguintes

funcoes:

a. f(x):—

x* -1
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Resolucio:
oo —1[ U oo

Assimptotas horizontais:

lim = lim ————
x—>+oo X—>+oo

\/ T
Iim ———=lim ——

x—)—w X—>—0c0
x /
1-—

Note que nos dois limites anteriores ndo se consegue resolver as indeterminacoes

aplicando a Regra de Cauchy (experimente!).
y =1 € uma assimptota horizontal do grifico de f quando x >4 e y=-1¢

uma assimptota horizontal do grafico de f quando x — —oo.

e -1

X

b. f(x)=
Resolucéo:
D, = IR\{0}.

Assimptotas horizontais:

X

lim < -1 = lim e* =+ (Re gra de Cauchy)
x>t x X—>+oo

lim & -1 = -t =0

X—>—o0 X — 00

. y=0 ¢ uma assimptota horizontal do grifico de f quando x — —co e o gréfico de

f ndo tem assimptotas horizontais quando x — 4oco.

Assimptotas obliquas:

x X X

-1 . e . e

= lim f( )— lim —2= lim — = lim — =+
x40 X x40y x40 Dy xote D

*. o grafico de f ndo admite assimptotas obliquas quando x — 4oo.

Resolucio:
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D, = 2.
Neste caso ndo faz sentido verificar se a funcdo tem assimptotas obliquas quando
X — +oo,

Assimptotas horizontais quando x — —oo:

lim f(x)= lim L
x>y

X—r—oc0

. ¥ =0 é uma assimptotas horizontal do grifico de f.

5.8.4 Esboco de graficos

Para esbocar o grafico de uma fungéo deve-se sempre que possivel seguir as seguintes etapas:
e Indicar o dominio;
e Determinar os zeros (caso existam);
e Estudar a paridade;
¢ Estudar a continuidade;
¢ Identificar as assimptotas;
e Estudar a monotonia e indicar os extremos relativos;
e Determinar o sentido das concavidades do gréfico e indicar os pontos de inflexao.
e Depois destas “etapas cumpridas” tenta-se esbogar o grifico, indicando por tltimo o

contradominio.

Exercicio:

Considere a func¢do definida por:

1

f(x)= l+x+e ~ se x#0
0 se x=0
1. Faca o estudo da func¢ao referindo os seguintes aspectos:
a. Dominio f. Extremos relativos
b. Paridade g. Intervalos de monotonia
c¢. Continuidade h. Pontos de inflexao
d. Assimptotas 1. Concavidades

e. Pontos criticos
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2. Faca um esbogo do grificode f .

3. Indique o contradominio de f .

Resolucdo:
1.

a. Dominio: IR

b. Paridade:

1
fEx)=1-x+ev # f(x) Vx#0
1
f(—x):l—x+ex ;t—f(x) Vx#0
Portanto, f nao € par nem fmpar.

c. Continuidade

Se x#0, f ¢é continua porque ¢ soma de uma funcio polinomial 1+ x com a fun¢do
1

e * sendo que esta € a composta da func@o exponencial com uma funcio racional,
1

X
1 _1
Se x=0 entdo lim (l+x+e XJ:1+oo:+oo e lim (l+x+e ~”j:1+0:1.
x—= 0" x— 0*
Como lim f(x)# lim f(x), f é descontinuaem x=0.
x—0" x—0*

Conclusio: f é continua em IR\{0}.
d. Assimptotas:

e Assimptotas verticais:

Pontos onde pode existir assimptotas verticais: x =0.

Ja vimos que:
1 1
lim (1+x+e XJ:1+oo:+oo; lim (1+x+e X]:1+0:1
x— 0~ x— 0"
. x =0 ¢ uma assimptota vertical (unilateral) do grafico de f .

e Assimptotas horizontais:
1
lim (l+x+e XJ:IiooH:J_roo
x— Foo

o grifico de f ndo admite assimptotas horizontais.

e Assimptotas obliquas:
1 1

e tim L8 i LExe L et

x> teo  x x— too X Xx— too| X
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1 1

b=1lim(f(x)-mx)=lim| 1+ x+e * —x |= lim|1+e *

X—>oo x—>ool X—>oo

2

y =x+2 ¢ uma assimptota obliqua bilateral.

1° derivada:

f € descontinua em x =0 pelo que neste ponto ndo estd definida a derivada.

Se x;tO,f’(x)=1+e = >

e. Pontos criticos

x=0 pois 0 D, mas 0¢ D,.

Nio existe outro pontos criticos porque a funcdo derivada ndo tem zeros:
1
2 L 1
, X" +e * -
fx)=0 & ———=0 & x*+e *=0 A x*#0
X

o e r=—x* A x#0
%/—/

impossivel
_1
(A derivada nunca se anula pois ¢ * >0 Vx e —x”><0)

f. Extremos relativos:

Sinal de f' + n.d. +
f el el

(n.d. — néo definida)

Como f ¢ descontinua em x =0 € necessdrio ver o que acontece as imagens em
torno deste ponto:
« f(0)=0
1
e para x>0 é fécil ver que f(x):1+x+e7 >1
® para x <0 ja vimos que ll_)l/:)’l f(x) =+
e existe uma vizinhanca evm torno de x=0 onde f(0) é a menor imagem e

portanto f(0) é um minimo relativo.

Nota: apesar de f(0) ser um minimo, a primeira derivada em torno de x =0 ndo
muda de sinal, mas isto ndo contradiz o critério da 1° derivada para classificagcdo
de extremos pois neste critério exige-se que a fungcdo seja continua o que ndo

acontece (a fungdo dada é descontinua em x =0 ).
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g. Intervalos de monotonia:

S € estritamente crescente se x € ]—oo,O[ ese xe ]O,+oo[.
(nota: é incorrecto afirmar que a fungdo é estritamente crescente em todo o seu

dominio, basta analisar o que se passa a volta de x=0).

1
(1—2x)e x

4
X

2° derivada: Se x #0, f”(x) =

Pontos candidatos a pontos de inflexao:

® x =0 pois ndo estd definida a segunda derivada mas Oe€ D,

1 1
e x=—mpois f|—=1[=0
5 P f (J

h. Pontos de inflexdo:

f + n.d. + 0 -
f U U A

n.d. — ndo definida

Portanto x = — € um ponto de inflexao.

2
1. Concavidades:

1
Voltada para cima se x € ]— oo,O[ ese xe }0, E{

Voltada para baixo se x € }% ,+oo[

2. Esboco do grifico

Apesar da fungcdo f ter dois zeros, ndo € facil determinar um deles pois implica a
1

resolucdo da equacdo 1+ x=e¢ *.

3. Contradominio: CD ;= IR .
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5.8.5 Extremos absolutos

Ja sabemos, pelo teorema de Weierstrass, que uma funcdo definida num intervalo

fechado [a,b] atinge um maximo e um minimo

Como proceder para encontrar os extremos de uma funcio definida num intervalo
fechado [a,b]?

1. Determinar os pontos criticos de f no intervalo ]a,b[.

2. Calcular a imagem de cada um dos pontos criticos obtido em 1.

3. Calcular as imagens dos extremos f(a) e f(b).

4. Os valores mdximo e minimo de f em [a,b], caso existam, sa0 0 maior € 0 menor

valores da fung¢@o calculados em 2 e 3.

Exercicio:
Considere a funcdo f definida por f(x)=x*—12x onde xe [-335].

Calcule os extremos absolutos de f .

Resolucdo:
D, = [— 3,5] porque xe [— 3,5].
f € continua pois é polinomial.
f(x)=3x>-12
A derivada estd definida em todos os pontos, pelos que os pontos criticos se existirem
terdo que anular a derivada.
Pontos criticos: x=-2¢ x=2
fx)=0 & 3x°-12=0 & x*=4 & x=-2 v x=2
Para determinar os extremos absolutos basta calcular as imagens dos pontos criticos e dos
extremos do dominio da fun¢do f e compari-las. O valor da maior imagem serd o
maximo absoluto e o valor da menor imagem serd o minimo absoluto.
Como f(-3)=9; f(-2)=16; f(2)=—4 e f(5)=65 resulta que 65 e o miximo

absoluto e —4 € o minimo absoluto.
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Exercicio:

Calcule os extremos absolutos, caso existam, da funcdo definida por f (x): 4x* —2x*

para xe [— 2,2].

Resolugdo:
D, = [— 2,2] pois xe [— 2,2]; f € continua pois € polinomial.
f’(x) =8x—8x’

fx)=0 o 8xl-x*)=0 & x=0 v x*=1

S x=-1 v x=0 v x=1
Pontos criticos: x=—-1, x=0 e x=1.
Como f(-2)=-16; f(-1)=2; f(0)=0; f(1)=2 e f(2)=-16 resulta que 2 é o

maximo absoluto e —16 é o minimo absoluto.

S N

Nota: quando consideramos f(x)=4x*—2x* definida em IR podemos verificar

facilmente pela andlise do quadro da monotonia da funcdo:

— o0 -1 0 1 + oo
Sinal de f~ + 0 - 0 + 0 -

que a funcdo definida em IR
® fem um mdximo absoluto f (— )= f (1) =2

e mas ndo tem minimo absoluto: f(0)=0 é um minimo mas néo é absoluto.
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5.8.6 Problemas de optimizacao

Etapas da resolu¢do de um problema de optimizagao:
— Ler atentamente o problema — fundamental!
— Identificar as incdgnitas.
— Fazer um esquema do problema representando as incdgnitas e as quantidades
conhecidas.
— Encontrar as possiveis condi¢cdes a que estdo sujeitas as incognitas.
— Exprimir a funcio a optimizar em func¢io de uma tnica incégnita.
— Encontrar os pontos criticos e extremos da fung@o anteriormente obtida.

— Dar resposta ao problema.
Problema:
Determine dois niimeros positivos cujo produto seja maximo e a sua soma seja 40.

Resolucdo:

e Identificar as varidveis

Sejam x e y os nimeros procurados.

e Restricoes das varidveis:

Sabe-se que:

o x>0, y>0
o x+y=40 (= y=40-x)

e Funcido a maximizar:

Funcio produto: xy = x(40— x)
Defina-se f(x)= x(40-x)

e Determinar pontos criticos de f :

D, = ]O,+oo[ (note-se que x>0)

f € continua no seu dominio porque € polinomial.
flx)=x(40-x) = f1lx)=40-2x

Pontos criticos: x =20

f(x)=0 & 2x=40 & x=20
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Sinal de f~ + 0 -

f n.d. v ~

n.d. — ndo definida

Logo em x =20 ocorre um méximo relativo

Como a funcdo ndo estd definida nos extremos do D s 0 maximo encontrado é o

maximo absoluto.

e Resposta do problema:

Os ndmeros procurados sdo: x =20 ¢ y=40—-x=40-20=20.

Nota: o enunciado pede os niimeros que maximizam o produto e ndo o produto mdximo que

seria f(20)=20(40—20) = 400.

Problema:
Qual o ponto pertencente a hipérbole de equacdo xy =1, de abcissa positiva, que estd
mais préximo da origem.

Resolucdo:

e Identificar as varidveis

Seja (x, y) o ponto da hipérbole procurado.

e Restricoes das varidveis:

Sabe-se que:
o x>0
(= -3)
o xy=1l|& y=—
X
e Esquema do problema: A

Ideia: coloca-se um ponto sobre o ramo da
hipérbole cujas abcissas sdo positivas e para cada
um destes pontos determina-se o comprimento do

x.y}
segmento que une O ponto (x,y) a origem — este

processo sugere qual deve ser a fungdo a optimizar.

v

@0
¢ Func¢do a minimizar:

Pretende-se minimizar o comprimento do segmento que une os pontos (0,0) e (x, y):

V0P + (=0 =3+ y" =[x+ L

X
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Defina-se d(x)= sz +x—12

Nota: O minimo da funcdo d, caso exista, é atingido no mesmo ponto que o minimo

da funcdo f =d”.

Por simplicidade dos célculos vamos trabalhar com a fung¢do f definida por:

e Determinar pontos criticos de f :

D, = ]O,+oo[ (note-se que x>0)

f € continua no seu dominio porque € soma de fungdes racionais
f()c)z)cz+—1 = flx)=2x-=
2 3
X X

Pontos criticos: x =1:

flx)=0 o 2x—x—23=0

e x*-1=0 A X 20

e (-1)x*+1)=0 A x=0

& (x=-1 v x=1) A x#0
Note que —1¢ D, pelo que ndo € ponto critico.

0 1 + oo
Sinal de f~ - 0 +

f n.d. \ /

n.d. — ndo definida

Logo em x =1 ocorre um minimo relativo.
Como a fun¢@o nao estd definida nos extremos do D 520 minimo encontrado € o

minimo absoluto.

e Resposta do problema:

O ponto procurado da hipérbole tem coordenadas (1,1) pois y = 1 .
X

Nota: o enunciado pede o ponto da hipérbole de abcissa positiva que estd mais proximo da

/ 1
origem e ndo a distdncia da origem a hipérbole que seria d(l) ="+ g =42.
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5.9 Exercicios

1. Determine, utilizando a definic¢do, a derivada das seguintes funcdes:

a. flx)= para x=a, ae IR\{-5};
x+5
1+x se x>0
b. X)=1 42 ara x =0;
flx)=1x ;2x W a<o?

c. f(x)=vx*+x+3 para x=2.

2. Determine as primeiras derivadas das seguintes funcdes, utilizando as regras de derivagao:

a. flx)=x’-6x*+7 b. f(x):x2—2
x+3
¢ fl)=et O
e +e
e. f(x)zlogzx/; f. f(x)zcos(4x2+3x)

g flx)=(rgx)"

2

3. Calcule Ccil Y para:

2
X

2
a. y=sen x;

b. y=arctg (x2 );

1 . .
c. y= Exzex e verifique que satisfaz y""—2y+y =e".

4. Determine as seguintes derivadas, utilizando a regra da cadeia:

%(1) sabendo que s =3r> —2Jr+1 e r=t +t>+1;

b. % sabendo que 7=y’ +logy e y= arcsen(t).
t

5. Determine a equagdo da recta tangente e da recta normal as seguintes curvas, nos

respectivos pontos indicados:
a. y=x+2x>—4x—-3 noponto (—2,5);
b. 2y=1+x’y para x=1;

2 . ~
c. y=e' ™" nos pontos de intersec¢do com arecta y =1.
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6. Considere a funcdo definida por f(x)=+/x . A recta tangente ao grafico de f e paralela a

recta de equacdo y= % +% tem de equagio:

x+1
a. y=2x b. y=
2
X
C. y=5+1 d y=-"2x+1

7. Qual das seguintes funcdes admite a recta de equagcdo y=x como recta tangente nalgum

ponto?
a. f(x)=sen(x) b. f(x)=cos(x)
c. f(x)=e* d. f(x)=mn(x)

8. Seja g a funcgdo real de varidvel real definida por g(x) =2" - senz(x). A tangente ao

grafico de g, no ponto de abcissa zero passa pelo ponto de coordenadas:
a. (0;In2); b. (In2;1-1In2);
c. (In2;In2); d. (I, 1+1n2);

9. Diga justificando se sdao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacdes:

cos(mr—x),x<1
a. Seja f:R—Rdefinidapor: f(x)=4e¢"'1<x<2 , 3 celo]], tal que f'(c)=2;
e(x—1),x>2

b. Sendo f afuncdo da alinea anterior, 3 ce ]1,2[ , tal que f'(c)=e-1;

10. Mostre que a equagdo: x” — xsen(x)—cos(x)=0, tem duas e s6 duas solu¢des para
xe -7 x].

11. Determine os seguintes limites utilizando a regra de Cauchy (ou de L’ Hopital):

) sen(x)— x ) e” . 1
a. [im —~ b. lim — C. lim xsen| —
x—0 e +e =2 X—> 400 X X—> +o00 X
. 1/(1—x . X . 1/x
d. Jim x"™ e. lim (2x2+x) f. lim (3x+9)
x— 1 x— 0" X—> +oo
. 2/(2+1n(x)) . sen(x) . .. Inx
g lim x7°™M% h. lim x*" i lim —-
x— 0" x— 0F x> 0" A

12. Indique o valor l6gico das seguintes afirmacdes, justificando a sua resposta:
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13.

14.

15.

16.

12.1. Se f € descontinua para x =a entdo f tem pelo menos um assimptota vertical;
12.2. Se f=g entdo f=g;
12.3. Se f € continua entdo existe f~;

12.4. Se f ¢ derivavel entdo f € continua;

Seja f uma fun¢do de dominio IR, e seja g a fun¢@o definida por g(x) =f (x + 1). A
recta de equacdo y =2x+4 € atinica assimptota do grafico de f .

Qual das seguintes € a tnica assimptota do grifico de g ?

a. y=2x—4, b. y=2x—-6;
c. y=2x+6; d. y=2x+4;

O grafico da funcio h, definida por h(x) =2x—1+ H% :
=

a. Ndo tem assimptotas verticais. b. Tem exactamente duas assimptotas,
uma vertical e uma obliqua.
c. Tem trés assimptotas, duas verticais d. Tem trés assimptotas, duas verticais e

E uma horizontal. uma obliqua.

Na figura encontra-se representada parte do grafico de uma funcdo s, de dominio
[O,S[U ]5,+oo[. As rectas de equacdes x=5 e y=3 sdo as tnicas assimptotas do grifico de

. yi

Lad

X

Qual o valor de lim =
e 34

'r'l'“-

a. +oo; b. 0; c. 1; d.5;

Considere-se uma fung¢éo g, de dominio [0,+oo[ , continua em todo o seu dominio.

Sabe-se que:

- O gréfico de g tem uma tnica assimptota;

Ty (€ :
x>t x 2
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Quais dos seguintes graficos poderdo representar parte do gréifico da funcdo g e, a

tracejado, a sua assimptota?

(A) (B)
:ll.'lk ¥ h ; /
/_ - _ E x=
o v /
(C) (D)
H -M\_/
G \ .TF - D x‘;

17. Na figura seguinte estd representada parte do grafico de uma fun¢do f de dominio R,
continua em todo o seu dominio. A bissectriz dos quadrantes pares e a bissectriz dos

quadrantes fmpares sdo assimptotas do grafico de f .

y &

s

r

o

Indique dos graficos seguintes podera representar parte do grafico da fungdo g, definida
f(x)

X
(A) (B)

i |

por g(x)=

T

o
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(C) (D)
) y

'Y

18. Considere uma fungdo g, real de varidvel real, tal que:

-2 0 3
g'(x)xg"(x) - 0 + n.d. + 0 -

Qual das seguintes representagdes graficas podera representar a fungdo g?

a. y b y

I
3
o
w
®
(=}

19.  Seja f, uma fun¢ido de dominio R. Sabe-se que a primeira e a segunda derivada de f

sdo negativas em R. Quais dos seguintes graficos podera representar parte do graficode f ?
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(A) (B)
1L 1k

_— T

a\ o/x

Y

(C) (D)

vk A

AN T

Q _f:- 0 .I;
""q..__‘_‘_‘__‘__‘_
20.  Seja f uma funcdo polinomial definida por f(x)=x>+ax®+bx+c, que tem um

ponto de inflexdo para x=3, um extremo relativo para x=1 e um zero igual a 1. Quais os

valores das constantes a, b e ¢?

a. a=-9:;b=15;c=1 b. a=-9;b=15;¢c=-7
c. a=9;b=15;¢c=-7 d a=9;b=-15;c=1
21.  De uma funcio f sabe-se que:
e f¢par;
* lim0 F(x) =005
* lim f(x0)=1;
* f(0)=0.

Entdo, f pode ser definida por:

y _ sen(x)

a. ’ b. f(x)=
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] iz +1 ,x>0
—+1 ,x=%0 o
c. f(x)=1x* d. f(x)= 0 ,x=0
0 ,x=0 I ,x<0
22.  Considere a funcdo f definida e diferencidvel em R cujo quadro de variagdo é o
seguinte: v oo B 3 +oo
. 1
) \ 2 /" ! \
Qual o nimero de solucdes da equagdo f(x)=1?
a. 1. b. 3.
c. No minimo 1 e no mdximo 3. d. No méximo 1.
23. Qual dos seguintes graficos poderd ser o da primeira derivada da funcdo do exercicio
227
a. b.
y Y
\/1
-2 0
c d.
¥
220 :
L 3 x

24. De uma funcao g, diferencidvel em R, sabe-se que é crescente e que g"(x)—g'(x)=1,

para todo x € R. Indique qual dos graficos seguintes representa a fungéo g.
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25.  Considere o conjunto A=]-o0,0[U]0,+oo[ esejam f:A—-R e f:A—R duas
fun¢des diferencidveis. Tendo em conta a tabela seguinte, indique qual dos gréficos

representa a fungdo f?
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26. Seja F:x— (x—1)(x—a)> com a>1. Verifique se alguma das representagdes

gréficas abaixo indicadas € a representacdo da funcdo F, e em caso afirmativo indique qual.

a. y b. y

\

0 a+2 2a+1 X
3 3

/ /

27. Seja g:IR — IR uma funcdo tal que: lim g(x)=—c, lim g&(x) =4, g(0)=2

X—> +o0 X—> —o0
e a funcdo |g| ¢ diferencidvel em /R. A representacio grafica de g pode ser:

a. y b. 3

NN :
BN ——

-2
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Considere a funcdo real de varidvel real f cuja representacao gréfica é:

Yy

28.

Qual dos seguintes graficos representa f''(x) ?
b.

a.
B ¥}
] 0 2 x -3 0 3
c. d.
y
y
ey |
: 0
i 3
-3 0 ! x
) H——
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29. Sabendo que o grifico da fun¢do derivada f é:
b 4
/_3 ; b 1\ -

Qual dos graficos seguintes podera representar a fungdo f ?

a. y b k4

—1/ 3.0

o e v G

30. Seja g uma fungdo cujo grafico tem um ponto de inflexdo de abcissa x =1. Indique

qual dos seguintes gréficos pode representar a segunda derivadade g, g''.

a. 37 b 2
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31.

32.

33.

Considere a funcdo f, real de varidvel real definida por:
xe’*  x<0
flx.= I-x

a. Faga o estudo da fungdo f, indicando: Dominio, zeros, assimptotas, pontos criticos,
intervalos de monotonia, pontos de inflexdo e concavidades;

b. Facga um esbogo da funcdo f .

_X2
Considere a funcao definida por f (x) = xe /4 para x>0.
a. Determine os pontos criticos e os intervalos de monotonia da funcdo f .

b. Determine as concavidades e os pontos de inflexao da funcio f .

Sejam f'e g duas fungdes reais de varidvel real, com dominio [0,1]. Sabe-se que

fl(0=g'), vxelo, 1]

Em qual das figuras podem estar representados os graficos de fe g?

(A) (B)

ol 1 x Ol B

34. Seja fuma funcdo real de varidvel real, definida e continua em }— 2oo[ por
b4

xe ™ +1 se x>0
x =
S karccos(—ﬂj se —gﬁx<0
2 T

Qual das seguintes equacdes € uma equagao da recta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa x=1.

a. yzz)c+1—l b. y=1+l
e e e
c. yz—l(x+1) d. y=0

e
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L
35.  Considere a fungdo g definida por g(x)=J¢""  x21-
kK ,x=1

a. Estude as assimptotas do grafico de g.

b. Determine o valor de k de modo que g seja continua a esquerda em x=1.

c. Analise a existéncia de g'(1).
1

e (2x-1)
(x=1*
e. Estude g quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e a existéncia de

d. Mostre que g"(x)=

pontos de inflexao.

36. Considere a fungdo g definida por g(x) =In(2¢* —1).

a. Mostre que o dominio de g é |-1n2,o[.
—2e"
—
(2ex - 1)
c. Estude o sentido da concavidade do gréifico de g.

b. Mostre que g''(x)=

d. Investigue que assimptotas existem para o grafico de g.

37. A figura seguinte é parte da representacio grafica da fun¢io arcrg(x).

. . ~ - 1
Seja ke IR, considere a fungdo f definida por ¢, - {Wﬂg[xj X #0,
k ,x=0

a. Mostre que f é continua em IR\ {0}.
b. Determine o valor de k de modo que f seja continua a direita em x=0.

c. Analise a existéncia de f'(0).

-1
x> +1

€ f(x)= 2x ,para x#0.

% +1)?

d. Mostre que f'(x)=

e. Determine as assimptotas ao graficode f'(x).
f. Determine a equacdo da recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x=1.

g. Considere k:—%. Sobre o grafico de f determine: intervalos de monotonia;

extremos relativos; sentido das concavidades e pontos de inflexdo.
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38.

39.

40.

Considere a fungio real de varidvel real:

f(x)z{(x+l)ln(x+l) se x>-—1

x2+5x+6
e P 1 se x<-1

Estude a continuidade de f .
Averigte se f € diferencidvel em x =—1.
Mostre que o Teorema de Rolle se aplica a fungdo f no intervalo [— 2,—3] e

determine o ponto c e ]— 2,—3[ tal que f'(c)=0.

Considere a funcgdo real de variavel real:

f(x):{(x+l)ln(x+l) se x>-—1

2
e 1 se x<-1

Estude a diferenciabilidade de f no ponto x =0;

Note que f(-1)=0= f(1). O Teorema de Rolle permite assegurar a existéncia de

pelo menos um zero no intervalo ]— 1,1[? Justifique.

Seja ke IR, uma constante, considere a fungdo real de varidvel real definida por

Flx)= xzsentl) se x=0
= x

k se x=0

Mostre que ling) f(x)=0, justificando detalhadamente.
X—>

Determine o valor de k para o qual f € continua.

Calcule f'(x), para xe IR\{0}.

Determine f'(0).

Comente a afirmacdo: “Toda a funcdo derivdvel tem derivada continua’.

Considere a fun¢do g definida por

g(x)= f(f), xe[i,z}\w}.
3r «

X

i) Determine a imagem, ou contradominio, da fun¢do g, isto é, D' -

ii) Caracterize g~'(x), indicando o seu dominio, contradominio e expressdo analitica.
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41.

Indique o valor l6gico das seguintes afirmacdes justificando devidamente a sua
opc¢ao.
Seja f uma fungdo continua no intervalo [-11], tal que f(1)=f(-1), entdo existe

cel-11] tal que f'(c)=0.

Sejam a,be IR, se f ¢ uma funcdo continua com dominio IR e
lim f'(x)= lim f'(x)=b, entdo podemos concluir que f'(a)=b.
x—a x—a®
~ . . f(x) - . .
Se uma fungdo f verifica lim —— =0 entdo f tem uma assimptota horizontal.
x>t x

Toda a funcdo derivdvel tem derivada continua.

A derivada da fun¢io g(x)= sen(x)In(x) admite pelo menos um zero no intervalo
[1, 71'].

Seja f:[a,b]— IR uma fungdo ndo constante, continua e derivavel. Se f(a)= f(b)
entdo f tem pelo menos um extremo.

Se f'(x)#0 em todo o seu dominio, entio f ndo tem extremos.

Uma funcdo continua nio pode ter assimptotas verticais.

Sejam f e g duas fungdes cujos graficos estdo representados na figura seguinte,

3

y .
¥

e Ty

o 1 x

'
(S

entio podemos concluir que o conjunto solugio de f'(x)< g'(x) é |-2.-1[.

Problemas de optimizacio:

42.

Seja @ um ndimero positivo € sejam x e y numeros positivos que verificam a

condigdo: x*>+y*=a’. Prove que de entre todos os nimeros x € y que verificam a

condicdo dada, a sua soma é maxima quando x = y.

43.

Pretende-se cortar um arame de 40 cm de comprimento em duas partes, com uma

delas construir um quadrado e com a outra delas construir uma circunferéncia, de modo que

a soma das dreas das superficies limitadas por cada uma das duas figuras seja méaxima.

Como deve ser cortado o arame?
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44.  Considere a Elipse de equagio de equagio: 2x” + y*> =2.

a. Prove que a drea dos rectingulos inscritos na Elipse, com os lados paralelos aos eixos

de simetria da elipse é dada por A(x)=4xv2—x", sendo x a abcissa do vértice do
rectangulo que pertence ao 1° quadrante.
b. De entre a familia de rectingulos mencionados na alinea anterior, determine as

dimensdes dos rectingulos que t€ém drea mixima

45.  Determine o raio da base e a altura de um cilindro de volume méiximo que pode ser

inscrito numa superficie esférica de raio 10 cm.

46. Uma folha de papel contém 400 cm® de texto impresso. Sabe-se, ainda, que as
margens inferiores e laterais medem 2 cm cada e a margem superior mede 3 cm. Determine

as dimensdes da folha que levam a uma economia de papel.

47.  Pretende cortar-se uma placa laminar rectangular de um tronco de madeira de seccéo

circular de raio +/2 m. Quais as dimensdes da placa de forma a que a sua drea seja maxima?

48. Qual o ponto pertencente a hipérbole de equacdo xy =1, de abcissa positiva, que estd

mais préximo da origem?

49.  Formule matematicamente o seguinte problema, identificando:
® as variaveis,
e afuncdo a optimizar,
e ¢ explique como obter a localizagdo do ponto C, sem resolver integralmente o
problema.
“De acordo com a figura seguinte,

4

—_——
2kt

———— —p  —
[ i)

I ko

pretende-se construir um gasoduto de um local A para um local B que se encontram em

margens opostas de um rio.



Capitulo IV: Derivacio 189

O gasoduto ird passar por baixo do rio, ligando o ponto A (numa margem. ao ponto C
(na margem oposta., e seguird pela margem do rio ligando C a B, tal como ¢ ilustrado
na figura.

Se o custo da construcdo do gasoduto é 5 vezes mais caro quando passa por baixo do
rio, determine a localiza¢do do ponto C de modo a minimizar os custos de constru¢do

do canal.”

50. A seguinte figura representa uma superficie constituida por A B

um rectangulo [ABCD] e dois semi-circulos de diametro

[AD] e [BC].

Sabendo que a drea do rectangulo é de 200m?, determine

o perimetro minimo que a figura pode ter.

51. Considere um campo aberto, de forma rectangular, que na parte norte estd ladeado por

um muro (veja a figura).

O dono desse campo tem 500 metros de arame e com esse arame pretende construir uma
vedagdo rectangular. Sendo o muro um dos lados da vedacdo, qual € a 4rea méxima que

ele consegue vedar?

52.  Pretende-se construir um depdsito, com a forma de um paralelipipedo de base
quadrada, com capacidade para 500m°, de modo que o seu custo seja minimo. O prego, por

metro quadrado, da base e do topo do depdsito é de €50, enquanto que o das paredes € de

€35. Que dimensdes deverd ter o depdsito.

53. Pretende-se vedar um terreno rectangular. Em dois lados opostos (de comprimento a metros)
serd usada uma vedagdo com custo de 4 €/metro e a vedacdo a usar nos outros dois lados (de
comprimento b metros) custa 3 €/metro (de acordo com a figura). Quais serdo as dimensdes do

terreno de maior 4rea que se conseguird vedar gastando-se 71200 €.

b




