Capitulo IV

Funcoes Continuas

4.1 Nocao de Continuidade

Uma ideia muito bdsica de fun¢do continua é a de que o seu grifico pode ser tragado sem
levantar o ldpis do papel; se houver necessidade de interromper o traco do grafico para o
continuar noutro local entdo € porque ocorre uma “descontinuidade”.

De acordo com esta ideia, observando as figuras seguintes, vemos que f e g sdo continuas,

enquanto que as fungdes h, j e k sdo descontinuas (respectivamente em x=1; x=3 e
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E quanto as fungdes m,n e [?
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O que acontece nestas trés funcdes € que as possiveis descontinuidades encontram-se nos

extremos dos respectivos dominios.

Pergunta: Serdo estas trés fungées descontinuas?

Resposta: Ndao.

Como temos “falado”, o conceito de continuidade num ponto x=a estd relacionado com o

comportamento da funcdo numa vizinhanca de f(a) e em f(a). Isto recorda-nos o conceito

de limite, assim:

Definicao:
1. Se ae D, e f estd definida numa vizinhan¢a de x = a, diz-se que f €é continua em
x=a quando e so quando

e existe lim f(x) e
Xx—a

. )lciir;f(x)=f(a)-

2

2. Se ae D; e [ ndo estd definida numa vizinhanga de x=a (isto é, a é um ponto

isolado) entdo f é continua em x=a.
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3. Se ae D, e [ estd definida numa vizinhanga de x = a, diz-se que [ € descontinua
em x=a se

® ndo existe lim f(x) (isto é, os limites laterais sdo diferentes, ou sdo infinitos, ou
X—a

simplesmente ndo existem) ou

e lim f(x)# f(a).

4. Diz-se que f ¢é uma fungdo continua se é continua para todo ponto a€ Dy .

A defini¢do formal de continuidade € a seguinte:
Seja f:Dy cIR—>IR e ae Dy.
Diz-se que f ¢ uma fungdo continua no ponto a, se

Ve>0 36>0 : |[x—d<d = [f(x)-fla)<e

Isto quer dizer que:
f € uma funcdo continua no ponto a se
— para qualquer intervalo centrado em f(a) do tipo ] f(a)—¢€, f(a)+ 8[ (relativamente as
ordenadas),
— existe pelo menos um intervalo da forma Ja—&,a+d[, onde a imagem de qualquer

ponto pertence ao intervalo ] f(a)—¢, f(a)+ 8[.

Compare esta defini¢do com a de limite. Estas defini¢cdes sdo parecidas, o que altera € que em

vez de L temos f(a),eem vezde Ja—38,a+d[\{a} temos Ja—&,a+d]|.

Definicao:

Se ae Dy, f diz-se continua a direitade x=a se xlir? f(x)= f(a.

Se ae Dy, f diz-se continua a esquerda de x=a se thl flx)=f@.
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Exemplos:

4 x L, x<l
h(x) =

3 x+1 ,x2>1

! h ndo é continua em x =1 porque
# e # lim A(x)=1#2 = lim A(x).

x—1" x—1*

. (Pode dizer-se que € continua a direitaem x=1).

4

X , x<3
jx)=94 6 ,x=3
x+1 ,x>3

J ndo é continua em x =3 pois
lim j(x)=3#4= lim j(x) (j ndo é continua a
x—3" x—3"

esquerda nem a direita de x =3)

s or L i
) i ndo é continua em x =1 pois lirrlli(x)= 5#10=i(1)
t 1 ,x>0
;o Afuncao Sinal definida por Sng(x)=< 0 ,x=0
-1 ,x<0
* ndo ¢ uma funcdo continua em x=0 pois
lim Sng(x)=—-1#1=

lim Sng(x).
—_ff x>0~ x—0"

- ~ P . .
: i A funcao Heaviside definida por
: 1 ,x=2a _ | . )
» Hx—-a)= ndo é uma fun¢do continua em
et ,x<a

x=a pois lim H(x—a)=0#1= lim H(x—a), no

x—a x—a*
entanto € continua a direita de x=a
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4. S omn={ 1 x=2

e m écontinuaem x=1e x =3 pois limm(x):
x—l1

[
e E e R Y |
wh - -

: = lim m(x) =m(l) e lim m(x): lim m(x)=m(3);
x—o1 x—3 x—3"

e m ¢ continuaem x =2 pois € um ponto isolado.

-2 ,x=-1
-1 , x=1
n(x)=¢ 3 , x=2 & continua pois todos 0s pontos
2, x=3
, x=4
I do seu dominio D, ={-1,1,2,3,4} sdo pontos isolados.

E 1 1 2 i 4 1

{x , x<1
I(x)=

x ,x23

® nio tem sentido analisar a continuidade de / em
x=1 pois l¢ D,

wi------=

e [ écontinua em x =3 pois lirr3ll(x) =limI(x)=3=

x—3"
=1(3).

TosT A fungdo f(x)=— € continua (em todo o seu

= |-

25 T dominio).
O ponto onde poderia surgir diivida era x =0 mas
0 25 5 x=0e¢ D f-

¥
1
il s — x<l, .
A funcdo f(x)= 1—x ¢é continua (em

“1 3-(x-1* x>1
—] O;\ . todo o seu dominio).

” P \ s ® Onde poderia haver dividas eraem x=1 mas 1¢ D, .

25T
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! 1

T A funcdo f(x)= 1—x x<l nao € continua (em
5T 3_()('_1)2 x>1
——.—_ﬂdf“/ f\ ' . .
2 T 1 2 \4 B x=1), porque le D, e lim f(x)= lim =400,
x—1" x>l 1—=X

Nota:
Ao contrdrio da definicdo de limite, so tem sentido falar em continuidade de uma fungdo f

em x=a se a€ Dy, e interessa o que se passa numa vizinhanga do ponto a (incluindo a)

e também a imagem do ponto a.

4.2 Propriedades das fun¢oes continuas

Teorema:

1. Sejam f e g duas fungées continuas em a. Entdo as funcdes ftg; c¢f (ce IR);

f

fa: = (g(a)#0) também sdo funcées continuas em a.

2. Se g écontinuaem a e f é continua em gla), entdo fog écontinuaem a.

3. Se lim g(x)=b ese f é continua em b entdo
x—a

lim (f o ¢ ))= lim f(g(x))= f(zim g(x)).

xX—a xX—a xX—a

(Exemplos: [im o) = e@z‘ 7t € lim sen(f(x))= sen( lim f(x)j)

xX—a x—a x—a

Proposicao:
As fungoes polinomiais, racionais, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas directas e

trigonométricas inversas sdo fungdes continuas.
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Exercicio:

arcsen(—j se —2<x<0
Mostre que a funcdo f definida por f(x)= 2 é continua.
x° 4+
se x>0

Inx

Resolucio:
O dominiode f ¢é [-2,+c[\ {1} (verifique)!

e Se xe[-2,0[ afuncdo é definida por arcsen(%), esta € uma fungdo continua pois é

- . ‘o ~ . LX
composta da fungdo inversa trigonométrica arcsen(x) com a fungdo polinomial >

ambas funcdes continuas.

x2+1

® Se xe J0.4+eo[\ {1} a funcio é definida por

o esta € uma func¢do continua pois é
n(x

quociente da funcdo polinomial x> +1 com a funcio logaritmo In(x) que pela

proposi¢do anterior sabemos tratar-se de fungdes continuas.

e Falta analisar a continuidade em x=0:

lim f(x) = lim arcsen(%) =0

x—0" x—0"
o ) = existe lim f(x)=0;
. .oxT+1 0 x=0
lim f(x) = lim =—=
x—0" x—0" ln(.X) — 0

o f(0)=arcsen(0)=0

Logo f € continua em x =0 pois verifica-se lin(} f(x) = 7(0).
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4.3 Teoremas fundamentais sobre continuidade

Teorema dos valores intermédios ou de Bolzano:

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b].

Se d estd entre f(a) e f(b) entdo existe ce ]a,b[ tal que f(c)=d.

=@

Note que a condic¢do de continuidade € fulcral neste resultado pois caso ndo se verifique a

conclusdo do teorema pode ndo ser vélida.

Exemplo:
X se 0<x<1
Seja f definida no intervalo fechado [0,2] tal que f(x)=42 se x=1
x+2 se 1<x<2

Nao existe nenhum elemento c< [0,2] tal que f(c)= %

O intervalo onde esta funcdo estd definida é fechado mas a funcdo ndo é continua no

ponto x=1.

Este teorema tem particular interesse na obtencdo de zeros (raizes) de fungdes reais.

Corolario:

Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [a,b].

Se fla)f(b)<0 entdo existe pelo menos um zero no intervalo ce ]a,b[, isto é,

3 celab] : fle)=0
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Exercicio:

Mostre que a fungio f(x)= x* =323 +5 tem pelo menos um zero intervalo ]—1,2[.

Resolucio:

Como f € uma funcio polinomial € continua em IR, e em particular é continua no
intervalo fechado [— 1,2].

Além disso, f(-1)=9 e f(2)=-3.

Como f(~1).f(2)<0, o coroldrio afirma que existe pelo menos um zero no intervalo
[-12].

Como f(-1)#0e f (2) # (0, podemos garantir a existéncia de um zero da fung¢do f

no intervalo aberto ]— 1,2[.

Exercicio:

Mostre, utilizando o teorema de Bolzano (ou o seu corolario) que a equacio

x> =3x2+2x+1=0
tem pelo menos uma raiz real.

Resolucio:

Defina-se f(x)=x’ —3x® +2x+1 no intervalo fechado [— 1,0].
f € uma funcdo polinomial, logo é continua em /R e em particular no subconjunto
[-1,0].

Como f(~1)- £(0)=—-5x1<0 o coroldrio anterior afirma que existe pelo menos um

ce [— 1,0] : f(c) =0, ou seja, a equacio x° =3x% +2x+1=0, no intervalo [— 1,0] tem pelo

menos a solucdo x = ¢, ficando desde ja provada a existéncia de pelo menos uma raiz real.

Teorema (de Bolzano):

Seja I c IRum intervalo qualquer e f :1 — IR, uma fungcdo continua num intervalo I .

Entdo f(I), isto é, a imagem do intervalo I C IR, é ainda um intervalo (ndo

necessariamente do mesmo tipo de I C IR ).
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Exemplo: f:1=[-7/2,7/2]— IR tal que f(x)=sen(x),écontinuae f(I)=[-11];

g:1 =]—2,2[—>IR tal que f(x)=|x|, é continua e f(I)=[0,2[.

Teoremas:

e Seja I c IR um intervalo qualquer e f :I — IR, uma funcdo continua e injectiva.

Entdo f é estritamente mondtona.

e Seja I c IRum intervalo qualquer e f:1 — IR, uma funcdo monotona no

intervalo I ; se f(I) é um intervalo entdo f é continua.

Teorema (continuidade da funcdo inversa):

Seja f é uma funcdo continua e injectiva definida num intervalo 1  IR. Entdo f~' é

continua.

Como foi definido atrds, seja f: D — IR e
ce Dy, diz-se que f (¢) é um maximo (absoluto) de f

se f(x)< f(c) VxeD,e,diz-se que f(c) é um

minimo (absoluto) de f se f(c)< f (x) VxeD.

Teorema de Weierstrass: Y

Se f € uma funcdo continua no intervalo

mdxima
fechado [a,b] entdo f atinge o valor mdximo e ./M\
|
|
I
2

TR A

o valor minimo. i

-
3

B

E claro que se f é uma fungdo constante, f(x)=c definida no intervalo [a,b] entdo € 6bvio

que a constante ¢ € o valor mdximo e minimo de f .
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Nota:
Se alguma das condigdes do teorema falhar a conclusdo do teorema

poderd ndo se verificar. ¥

Exemplos:

1. Seja f(x)= 1 definida no intervalo aberto ]0,1[.
X

Esta fun¢do ndo tem maximo nem minimo. Repare que nao se k?

pode aplicar o teorema de Weierstrass porque o intervalo onde I

esta funcdo estd definida ndo é fechado (embora f seja

continua pois € quociente de fungdes polinomiais).

2. Sejaagora f definida no intervalo fechado [0,1] tal que

1 se x=0
flx)=42x se O<x<l
1 se x=1

A fun¢@o f ndo € continua nos pontos x=0 e x=1, e portanto ndo se pode

aplicar o teorema de Weierstrass (relembrar que nos pontos extremos do dominio
s0 a continuidade lateral deve ser verificada). E facil ver que esta funcdo também

nio tem maximo nem minimo.

4.4. Exercicios

1. Indique o valor l6gico das seguintes afirmacdes, justificando devidamente a sua opgao.

a. Se f €uma funcdo continua entdo D, =IR;

b. Se D, =IR entdo f € uma funcdo continua;

c. Se D, =IR—{l} entdo f ndo ¢ uma fungdo continua;
d. Se f éuma fungdo continua entdo f € injectiva;

e. Se f ¢éuma fungdo injectiva entdo f € continua;
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2. Seja f:R — R afung¢do definida por f(x)= xe' Qual das seguintes afirmagdes é
verdadeira:
a. f ¢éimpar e continua em /R;
b. f € pare continua em IR;
c. f ¢é impar, descontinua no ponto 0 e continua em IR \ {0};

d. f écontinuaemIR\{0}e f(x)=0, Vxe IR;

2

3. Seja f:IR — IR afuncdo definida por f(x) = f g A fungdo f é:
X —
a. periddica b. par
c. impar d. continua em /IR

e. as afirmacodes feitas nas alineas anteriores sdo todas falsas

4. Investigue a continuidade das seguintes fungdes nos pontos indicados:

)czsenl x#0

a. f(x)= x em x=0
0 , x=0
1 2), >-1

b. f(x):{n(x-i-) * em x=-/
—x—1 , o x<-—

5. Considere a fungo continua f : [ 1,4co] — IR definida por

cxarcsen(x)+1 se —-1<x<1
f(x)= X

x+1

se x>1

. T T
onde ¢ é uma constante real e — 5 < arcsen(x) < E . Qual o valor de ¢?

2

a. - b. —x c. —— d. -1
.4

1
7

6. Calcule p de modo que a funcdo f seja continua

X+ px+2 x#3
X)=
f(){ AR
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7. Para um certo valor de k positivo, é continua a funcdo f definida por

f(x):{o se x<0

In(x+ k) se x>0
Qual é o valor de k ?

a. -1 b. 0 c. 1 d 2

8. Seja f: IR — IR uma fung¢do periddica com periodo 7 >0 e continua em IR.
Qual das seguintes afirmagdes € verdadeira?
a. f tem maximo e minimo. c. f pode ndo ter mdximo nem minimo.

b. f pode ndo ter maximo. d. f pode ndo ter minimo.

9. Seja h a fungdo, de dominio /R , definida por

1+e* se x<0
h(x)=142 se x=0
3x+2 se x>0

Relativamente a continuidade da funcdo /%, no ponto 0, qual das afirmagdes seguintes é

verdadeira?
a. E continua.
b. E continua a esquerda e descontinua a direita.

E continua a direita e descontinua a esquerda.

o

d. E descontinua a esquerda e a direita.

10. Considere a fung¢do g, de dominio /R, definida por

x_+1 se x<0
X
g(x) = l se x=0
2
sen(x) se x>0
2x

Utilizando métodos exclusivamente analiticos, estude a funcdo g quanto a continuidade

no ponto 0 (deve indicar, justificando, se a funcdo é continua nesse ponto e, no caso de

nio ser, se se verifica a continuidade a esquerda ou a direita, nesse mesmo ponto).
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11. De uma fun¢do f, continua no intervalo [1,3], sabe-se que f(1)=7 e f(3)=4. Qual

das afirmacgdes seguintes € necessariamente verdadeira?
a. A funcdo f tem pelo menos um zero no intervalo [1,3]
b. A funcdo f ndo tem zeros no intervalo [1,3]
c. A equagdo f(x) =5tem pelo menos uma solucdo no intervalo [1,3]

d. A equacdo f(x)=5ndo tem solucdo no intervalo [1,3]

12. Considere uma funcio real de varidvel real, f, monStona num intervalo fechado [a,b]
onde f(a) e f(b) tBm o mesmo sinal.
Indique qual das afirmacdes seguintes € verdadeira.
a. Aequacio f(x)=0 tem uma solucdo em [a,b].
b. Aequagio f(x)=0 tem infinitas solu¢des em [a,b].
c. Aequacio f(x)=0 ndo tem solugdo em [a,b)].

d. Nada se pode concluir acerca do nimero de solugdes da equagio f(x)=0 em [a,b].

13. Considere a funcdo
x? se Xe [0,1[
g(x)=
x+2 se xe [1,2]
Explique porque é que o teorema de Bolzano ndo garante a existéncia de um elemento

xe [0,2] que verifique f(x)=2.

14. Considere a fungéo A, real de varidvel real, definida por

2x + arccos(x) se 0<x<l1
h(x)=12 se x=1
X;S se 1<x<4

a. Mostre que & ¢é continua em todo o seu dominio.

b. Aplicando o teorema de Bolzano, mostre que: 3 ce [0,4] thic)=c.
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15. Considere a fun¢do f: IR — IR definida por:
( \/;(l-lrlnx) se x>0
X)=

(k+1)(x3—x+2) se x<0

a. Determine o valor do pardmetro k£ de modo que a fun¢cdo f seja continua em todo o

seu dominio.

b. Considere k =0. Justifique a existéncia de pelo menos um zero da funcdo f no

intervalo [— 2,—1].

16. Indique o valor 16gico das seguintes afirmagdes, justificando devidamente a sua opgao.

a. Se f:I— IR écontinua e / é um intervalo, entdo f ¢ limitada.

b. Se f:1— IR écontinua e I € um intervalo fechado, entdo f € limitada.

c. Sejaf uma funcio continua no intervalo [-1,1], tal que f(-1)=-1e f(1)=2, entdo a
equacdo f(x)=1 tem pelo menos uma solucgéo no intervalo ]— 1,1[.

d. Se |f| é continua em IR entdo f é continua em IR.

e. Se f: [ 2, 5] — IR é uma funcio crescente tal que f(2)=3 ¢ f(5)=7, entdo
existe um elemento ce ] 2, 5[ tal que f(c)=5.

f. Para que uma fung@o seja continua num ponto basta que os limites laterais nesse
ponto existam.

g. Se uma fun¢do f :IR — IR tem apenas uma descontinuidade no ponto de abcissa

x =—1, entdo a funcdo definida por g(x)= f (|x|) ¢ continua.

17. Seja fuma funcdo real de varidvel real, definida e continua em }2,0{ por
T
xe " +1 se x20
f= karccos(— sz] se _2 <x<0
2 V4

Qual o valor de k?
a.0 b. 2 c. 1 d. 1

V4 V4

18. A figura seguinte é parte da representacdo erafica da funcdo arcrg(x).
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1
Seja ke IR, considere a fun¢do f definida por f(x)= arctg (;] X 0.
k ,x=0

a. Mostre que f é continua em IR\ {0}.

b. Determine o valor de k de modo que f seja continua a direita em x=0.

1

19. Considere a fungdo g definida por g(x)={¢*"  x21-
kK ,x=1
Determine o valor de k£ de modo que g seja continua a esquerda em x=1.

20. Analise a continuidade da funcdo f definida por

() ! se x#0
flx)=9 « .
1 se x=0

21. Considere a fungao real de varidvel real definida por

f(x):{ln(l:xz) se x20

e se x<0
a. Determine o dominio de f .

b. Estude a continuidade de f .

22. Estude a continuidade da funcdo real de varidvel real definida por:

f(x)z{(x+l)ln(x+l) se x>-—1

x2+5x+6 :
e P 1 se x<-1

23. Seja ke IR, uma constante, considere a fungdo real de varidvel real definida por

f(x)= xzsen(l] se x#0

X
k se x=0

a. Mostre que lim f(x)=0, justificando detalhadamente.
x—0

b. Determine o valor de k para o qual f é continua.

24. Analise a continuidade da func¢éo real de varidvel real definida por
(x=1)e* se x>0
flx)=4_1

x+2

-1 se x<0




