Capitulo II

Funcoes reais de variavel real

2.1 Conceitos Basicos sobre Func¢oes

Sejam D e B dois conjuntos.
Uma fungdo definida em D e tomando valores em B € uma “regra” que a cada elemento de
D faz corresponder um unico elemento de B.
Escreve-se:
f: D > B
x e flx)

Ao conjunto D chama-se o dominio de f,a B conjunto de chegada ¢ a f(x) imagem do

elemento xe D.
Nota:
f# f(x) uma vez que f representa uma funcio e f(x) representa a imagem do

elemento x pela fungdo f .

Seja f: D — B uma fungdo.
Definicoes:
e  Chama-se imagem (ou contradominio) de f ao subconjunto de B formado por todos

os elementos que sdo imagem de algum elemento de D .

Escreve-se
Im(f)= (CDf): {yveB:y= f(x) para algum x € D}
Exemplo:
f: IR — IR Im(f)=IR; (note-se que o quadrado de um nimero
x B X

€ sempre ndo negativo)

12
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® f diz-se uma fungdo real de varidvel real se D, BC IR.

e O grdfico de f é o conjunto de pontos

P =(x, f(x)) e representa-se por: /‘6
Gr(f)={xy)e IR :xeD, ~ y=r(x)}

Pergunta:

Dado um grafico, como poderemos saber se representa o grafico de uma fungdo?
Resposta:

Note-se que na definicdo de uma funcdo foi exigido que a cada elemento do dominio

correspondesse um tnico elemento do conjunto de chegada, ou seja, cada recta vertical do

plano pode intersectar o grafico no maximo uma vez.

1N
]

ndo representa uma fungéo representa uma fungéo

Definicoes:
Uma fungdo f: D, cIR — BCIR diz-se

e Crescente se

X<y = f(x)Sf(y) vV x,ye D,

e  FEstritamente crescente se

X<y = f(x)<f(y) vV x,ye D,
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e Decrescente se x<y = f(x)Z f(y)

e  Estritamente decrescente se x<y = f(x)> f(y)

vV x,ye Df

vV x,ye D,

®  Mondtona se é (sempre) crescente ou (sempre) decrescente.

e [Estritamente monotona se ¢é (sempre) estritamente crescente ou (sempre)

estritamente decrescente.

Definicoes:

Seja f: D, cIR — BCIR.

e f diz-se sobrejectiva se Im(f)= B, isto ¢, se o conjunto de chegada coincide com a

imagem de f :

VyeB dxeD, cflx)=y
Exemplos:
Funcao Imagem Sobrejectividade
I . o .
] - f € sobrejectiva pois a
fo IR = IR Im(f ): IR imagem coincide com o
X =X conjunto de chegada.
2) .. f ndo é sobrejectiva pois
. _ +
SR Hf Im(f) = IR; a imagem (IR;) é diferente
TP do conjunto de chegada: IR .
3)
f: IRy, — IR Im(f)= IR; <. f ndo é sobrejectiva.
x B X
4)
f: IR — IR] Im(f)=IR; . f € sobrejectiva.

2
X = X

e f diz-se injectiva se a pontos diferentes do

distintas i.e.,

x#zy = f)#[f(y)

(& f)=r06) = x=y

dominio corresponderem imagens

YV x,ye Df

vV x,ye Df)
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Exemplos:
Funcao x#zy = f#f() Injectividade
1)
f: IR > IR AEy = X FY, - f éinjectiva
v B Fo f
2) IR IR f=fy & x’=y
f - & x'-y=0 .
X B x? -~ f ndo € injectiva
& (x=y)x+y)=0
&S x=y Vo ox=-y
foo IRy = Hf & x'-y=0 (note-se que o caso
X B x
& (x—y)x+y)=0 | x=-y ndo pode
© X=Y VO X=TY 0 ocorrer)
9 IR IR f=f) & x'=y
I - ; s x=3 - f éinjectiva
X B x
&S x=Yy
Nota:

Graficamente, verifica-se que uma funcio € injectiva se qualquer recta horizontal

intersecta o grafico, no maximo, uma vez.

e f diz-se bijectiva se ¢ injectiva e sobrejectiva.

Exemplos:

Funcao

Bijectividade

1)
f: IR - IR
X = X

- f ébijectiva.

2)
f: IR - IR

-. f ndo é bijectiva porque ndo

€ sobrejectiva nem injectiva.
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3)
. + +
S IRy — IR . f €& Dbijectiva pois €
x H x2 . . . . .
sobrejectiva e injectiva.
Definicoes:

Uma fun¢do f: D, cIR — IR diz-se

® par se f(—x)=f(x) Vxe D,

Exemplo:
f: IR — IR
x B o
Nota:

Qualquer fungdo par é simétrica em relagdo ao eixo dos yy’s

e imparse f(-x)=-f(x) Vxe D,

Exemplo:
f: IR - IR
x B x
Nota:

Qualquer funcdo impar é simétrica em relagdo a origem.

e periddica se existir T >0 tal que f(x+T)=f(x) VxeD ;- (T diz-se o periodo de

1)
Exemplos:
1) f(x)=sen(x) é uma fungdo periédica de periodo 27 .
sen(x + 27[) = sen(x)

2) g(x) = tg(x) é uma funcdo periédica de periodo 7.
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18(x+ ) =1g(x)
3) h(x)=rg(x) também é uma fungdo periédica de periodo 27 .

tg(x+2m)=1g(x)

Nota:

Se uma fungéo é periddica de periodo T, o grifico de f repete-se de T em T

unidades.

e limitada se a imagem de f for um conjunto limitado, i.e.,

AL>0:|f(xJ<L VxeD,

Exemplo:
Funcao Imagem Limitada
: IR - IR Im(f)=IR; =]0,+e°
n 7 , (£)=1R; =[0:4+] ~ f &ilimitada
rox conjunto ndo limitado
: IR — IR Im(f)=[-11
2) / (N=F -~ f € limitada
x > sen(x) conjunto limitado
Nota:

Se uma fungdo é limitada, o todo grafico de f estd entre duas rectas horizontais,

por exemplo, entre y=—L e y=L.

Definicoes:
Dada uma fungdo f: D, cIR — IR diz-se que ;

maAxime

e fl¢) é um mdximo (absoluto) de f se /,,—0-_\\‘
fle) Vvxe D,. S

flx)< -
e f(¢c) é um minimo (absoluto) de f se
f(c)Sf(x) V xe Df. x

® f tem um extremo (absoluto) se possui algum mdximo ou minimo.
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2.2 Alguns Exemplos de Funcoes Elementares

Funcao afim

Sao as funcdes mais simples que aparecem: os seus graficos representam rectas.

A

m — declive

: > p —» ordenada na origem

fO)=>b

Dados dois quaisquer pontos distintos da recta P, = (x;,y,) € P, =(x,,y,), o declive da recta

que os contém é dado por:

v, -y, —* diferen¢a das ordenadas

m=——— . .
X, —x, > diferenca das abcissas

e a equagdo é:
y=—" =m(x_x1)-
Nota:
Suponhamos que 6 ¢é o dngulo que a recta faz com o semi-eixo positivo do xx’s (no

sentido directo — contrdrio aos ponteiros do relogio) entdo também podemos calcular o

declive pela formula m = tg (0) .

O declive d4 a maior ou menor inclinagdo da recta:
e m>0 inclinagdo para a direita
e m=0 horizontal

e m<0 inclinagdo para a esquerda
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Nota:

® Rectas paralelas tém o mesmo declive, m.

A

r Se as rectas r e s sdo paralelas
entio

® Uma recta s perpendicular a recta r de equagdo y =m x+b tem declive = b

my

A

Se as rectas r e s sdo perpendiculares
entao

) 4

Exercicios:

1. Determine o declive e o ponto de intersec¢do com o eixo dos yy’s, das seguintes rectas:

I.1. 20x-24y-30=0 b) 2x-3=0 c) 4y+5=0

2. Explique porque é que a recta do exercicio 1.b) ndo corresponde ao grifico de uma

funcio.

3. Determine a equagdo da recta:

3.1. paralela a recta de equag¢@o 3x—5y+8=0 € que passa no ponto (-3,2).

3.2. perpendicular a recta de equagdo 3x—5y+8=0 e que passa no ponto (1, 4).
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Funcao Quadratica

Uma funcao quadratica é uma fungo definida por uma expressao do tipo:

f(x):ax2+bx+c, a#0

(Se a =0 obtemos uma fun¢do afim — caso anterior)

As funcdes quadraticas representam pardbolas.

Se a >0 aconcavidade Se a <0 aconcavidade

¢ voltada para cima ¢ voltada para baixo

Y

A parabola nao tem zeros

/
- /

A pardbola tem um zero (duplo)

A pardbola tem dois zeros
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Zeros de uma paribola
Para determinar os zeros da pardbola € preciso resolver a equacio
ax’ +bx+c=0
ou seja,

_ —bEAb* —4ac

2a

X

Podemos concluir que a pardbola tem:
e dois zeros distintos se b*> —4ac >0
e um zero duplo se b> —4ac=0 e

e nfo tem zeros reais se b> —4ac < 0.

® As fungoes quadrdticas sdo funcdes ndo injectivas e ndo monotonas.

b 4ac-b’
e O vértice de uma pardbola é o ponto de coordenadas —2—,%
a a

® A ordenada do vértice de uma pardbola é um mdximo (respectivamente minimo)

se a <0 (respectivamente a >0 ).

Exercicio:

7
Determine os zeros da funcio f(x)= x> +2x— 5 e faca um esbogo do seu gréfico.

Funcgoes Polinomiais
A funcdo afim e a funcio quadrética s@o casos particulares de fungdes polinomiais.

As fungdes polinomiais de grau n sdo do tipo:
_ n n—1
fxX)=a,x"+a, x" +...+ax+a,

onde a,,a ...a,, a, sdo reais, a, #0 e n éinteiro ndo negativo.

n-1°"*
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Exemplos:

o f(x)=x+2x"+x+1 (grau 3)

e g(X)=x"+T7x+2 (grau 5)

e h(x)=2 (grau 0)

e i(x)= i ndo ¢é polinomial porque ....
Nota:

Para polinémios de grau =3 ndo existe uma formula simples para determinar os
zeros (para grau 3 e 4 existe mas é complicada). No entanto, as vezes é possivel

determinar os zeros.

Exemplos:
¢ Determinar os zeros do polinémio p(x) = x* —x*> —2x
p(x)=0 & x’—x*-2x=0
= x-(x2 —x—2):0

o x=0 v x*—x-2=0

BRENEE
2
= x:O vV x=—l \V4 x:2

S x=0 v

e Determinar os zeros do polinémio g(x) = x> —6x> +11x—6

(exercicio...)

Funcgoes racionais
Se p(x), g(x) sdo funcoes polinomiais, a funcdo f:D cCIR—IR com dominio

D= {x elR: q(x)#0 } definida por

chama-se fungdo racional.
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Exemplos:
e fx= ! é racional
X
+1
e o(x)= ); é racional
x +2
* h(x)= Jx ndo é racional (porque ...
Zeros
Se f(x)= P ¢ uma fungdo racional
g(x
entdo

f()=0 & px)=0 A gx)#0

Funcoes irracionais:
Seja p(x) um polinémio.

As fungdes irracionais sdo funcdes do tipo:

ro=kro]

onde ne IN e me 1.

Exemplos:
e f(x)= Vx é irracional
-7
* g(x)= (z x*+ 3) é irracional

O dominio destas funcdes € (note-se que p(x) um polinémio):
. Senéparem>0:Df={erR:p(x)20}
® Senéimpare m>0: D, =IR
® Senépare m<0: D, z{xe IR:p(x)ZO/\WiO}z{xe IR : p(x) >0}

®* Senéimpare m<0: D, ={xe IR: p(x) # 0}
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Funcoes definidas por ramos

Considere-se a seguinte fungdo

—x’ se x<0

h(x)=<2-2x se 0<x<l1
In(x) se x>1
O dominio da fung¢do é IR.

Uma fung¢do assim definida significa que:
® sexe ]— oo,O[, entdo h(x)=—x> (porexemplo h(—1)= —(— 1)2 =-1)
® sexe [0,1[, entao h(x) =2-2x (porexemplo A(0)=2-2x (O)2 =2)

® se xe [1, oo[, entao h(x): ln(x) (por exemplo h(l) ln(l): 0)

z £ . Y
O seu grifico é: s

Exemplo:
~ . . N ) X se x20 )
Outra funcdo definida por ramos é a funcdo modulo: |x| = cujo
—-x se x<0
grdfico é:
Exercicio:

2 >
Seja f(x)= -4 s x22 . Determine o seu dominio.
ln(— xX— 2) se x<-—2

MQ&szixelR:(xz—420 A x22) v (x=2>0 A x<—2)Jl
={Fe2] U [20]) N 20} U {2 N Feo2]}
=] U 2]

=few-2l U (2.

=IR\[-2,2]
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2.3 Operacoes com funcoes. Composicao de funcoes.

Operacoes com funcoes

Sejam f e g duas fun¢des com dominios D, e D, respectivamente.

Soma de funcoes
Considere f(x)=In(x)e g(x)=e".
Temos, f(1)+ g(l) = ln(l)+ e=e
FED)+g(-1)=2
Pergunta:
Para que valores de x faz sentido falar na soma f(x)+ g(x)?
Resposta:
Para valores que pertencem simultaneamente aos dominios das duas funcdes

consideradas.

Logo, (f+g)x)= f(x)+g(x)=in(x)+e", se x>0

Portanto, podemos definir a soma de duas funcdes do seguinte modo:

f+g: DynD, — IR
e f)+ely)

Diferenca de funcoes
Considere f(x)=In(x) e g(x)=v2—x.
Temos, f(1)-g(1)=In(1)-v1=0-1=-1
fE1)-gl-1)=2 r3)-503)="
Pergunta:

Para que valores de x faz sentido falar na diferenca f(x)—g(x)?

Resposta:

Para valores que pertencem simultaneamente aos dominios das duas fungoes

consideradas.

Logo, (f - g)x)= f(x)= g(x)=In(x)-v2-x, se xeo.2]

Portanto, podemos definir a diferenca de duas fun¢des do seguinte modo:
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f-g: D;nD, — IR
x b fla)-gl)

Produto de funcdes
Considere f(x)=In(x>-4) e g(x)=+/x.
Temos, f(4)- ¢(4)=In(4? —4) V2 = 2mn(12)
£2)-5(2)=2 f(=3)-5(-3)="

Pergunta:

Para que valores de x faz sentido falar no produto f(x)- g(x)?

Resposta:

Para valores que pertencem simultaneamente aos dominios das duas funcoes

consideradas.

Logo, (fg)x)= f(x) g(x)= \/;ln(x2 —41 se x>2

Portanto, podemos definir o produto de duas fungdes do seguinte modo:

f-8: DynD, — IR
x e fx)sl)

Quociente de funcoes

1
Considere f(x)=e*! e g(x)=cos(x).

fO)_ e _2_,
8

Temos, 2~ =
OS2 0) " cos(0) 1

R )
g-1) ;(%) '

Pergunta:

f(x),
glx)

Para que valores de x faz sentido falar no quociente

Resposta:

Para valores que pertencem simultaneamente aos dominios das duas funcéoes

consideradas e que ndo anulem a funcdo do denominador.
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Logo [ij(x) - ZLX) _ e e IR\({— 1}u {% + 2k, ke z}j

g (x)  cos(x)

Portanto, podemos definir o quociente de duas func¢des do seguinte modo:

f

=: D;nD,n{x:glx)20} > IR
A

. AC)

g(x)

Composicao de fungoes

Sejam f e g duas fungbes com dominios D, e D,, respectivamente tais que

Im(f)=CD, c D, ¥

gef
Denota-se por go f , a funcdo composta de g com f definida por (g o f)x)=g(f(x)).

gof lé-se“g ap6s f .

Como calcular a imagem de um elemento xe D, ?

1. calcular f(x);

2. calcular a imagem de f(x) pela fungio g, i.e., g(f(x)).

Nota:

® S0 ¢é possivel calcular 1. se x pertencer ao D;; e s6 é possivel calcular 2. se
este, f(x), pertencer ao Dg.
Consequentemente D, , é

D,,={xeIR: xeD, A flx)eD,}
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® A maior parte das funcdoes com que trabalhamos sdo funcdes compostas. Por

exemplo, a funcdo sen(xz) pode ser encarada como a composta da fungdo

g(x) = sen(x) com f(x) =x>.
De facto, sen(x2)= (g ° f)(x)z g(f(x))z g(x2)= sen(x?).

Usando as mesmas fungdes podemos verificar que a funcdo sen’ (x) também pode

ser encarada como composta de duas funcdes. (Faca as contas!!!)

e Nao confundir:

fr=fof=ff=()

Exemplos:

D Seja f(x)=e e g(x):logzx. Determine o dominio e a expressdo analitica das
funcoes fog e gof.
Resolucdo:
D, = IR\{3} D, =IR'

D,,={xeIR: xeD, A glx)eD,}
={erR: xelIR" A log2x¢3}
={reiR: xeIR* A x#2°}
=IR"\{8}

1

(f o g)x) = f(g(x)= f(log, x) ="~

D,,={xcIR: xeD, A f(x)eD,}
1
:{xelR: xX#3 A e*‘3>0}

={xeIR: x#3}
= IR\ {3}

R O

2) Seja f(x):\/;, g(x)=x% e h(x)=x. Verifique que (g of)(x):x.
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Resolucdo:
Df=IR0+ D, =IR
D,,=\xeIR: xeD, A f(x)eD,}

:{xe IR: xelIR;, A +xe IR}
={xe IR : xZO}
= IR;

(g0 )0 =g(f)=glx)=Wx) =x

Nota:

e Atengdo: no exemplo anterior, embora h(x)=x=(go f)(x) , temos que D o =IR N

0

e D, =IR, eportanto h# g o f . Convém lembrar que duas fungdes sdo iguais se os

seus dominios forem iguais.

exemplo).

dominio (ver o segundo exemplo).

Exercicio:

Caracterize as funcdes fog e go f.

a) considerando f(x)=+/1—-x € g(x)zxz;

b) considerando f(x)=vx+2 e g(x)=in(x+1).

Em geral, a composi¢do de fungdes ndo comuta, isto é, go f # fog (ver o primeiro

Nao podemos recorrer a expressdo analitica da funcdo composta para calcular o seu
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2.3.1. Transformacoes em funcoes

Translacgoes horizontais:

Seja f uma fungdo real de varidvel real, c uma constante real qualquer, e, seja g uma fungdo
afim, f.r.v.r., definida por g(x)=x—c. Comparando o gréfico da fungdo f com o da funcio
fog(x)= f(x—c), observamos que o grafico de f (x—c) corresponde a uma translagdo

horizontal de gréfico de f segundo o vector v =(c,0).

Exemplos:
1. Consideremos f(x)=1In(x) e g(x)=x-2, fog(x)=f(x-2).
Note-se que f(x—2) obtém-se a partir de f(x) fazendo uma translacdo horizontal de 2

unidades para a direita. Comparemos os grdficos:

Y f(x)=In(x) y 2.5,,fog(x):f(x—Z)zln(x—Z)
2 / O /
1 12 3 4 5 6 7 8 4101 2/3 4 5 6 7 8 9 10
257 257 "
-5

2. Consideremos  f(x)=In(x) e g(x) =x+2. Note-se que o grdfico de
fo g(x) =f (x + 2) = ln(x + 2) obtém-se a partir do grdfico de f fazendo uma translagdo

horizontal de 2 unidades para a esquerda. Comparemos os grdficos:

fx)=1n(x) fog(x)=f(x+2)=In(x+2)

257

257
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Translacgoes verticais:

Seja f uma funcdo real de varidvel real qualquer, e, seja ¢ uma fung¢do, f.r.v.r., afim definida
por g(x)= x+c. Comparando o grafico da funcdo f com o da fun¢do go f(x)= f(x)+c,
observamos que o grafico de f (x)+ ¢ corresponde a uma translacio vertical de f segundo o

vector ¥ =(0,c).

Exemplos:
1. Consideremos f(x) = ln(x) e g(x) =x+1. Note-se que go f(x) = f(x)+1 = 1n(x)+1

obtém-se a partir de f (x) fazendo uma translacdo vertical de 1 unidade para cima.

Comparemos os grdficos:

£(x)=1n(x) v ooar 8o f()=rl)+1

N A

257

R A A
P

2. Consideremos f(x)=In(x) e g(x)zx—l. Note-se que gof(x)zf(x)—lzln(x)—l
obtém-se a partir de f(x) fazendo uma translacdo vertical de 1 unidade para baixo.
Comparemos os grdficos:

f(x)=1n(x) go f(x)=f(x)-1=In(x)-1

257

\
:

257

' ' ' ' '
(9] E w N -
I I I I
T
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Homotetias do eixo horizontal:

Seja f uma fung¢do real de varidvel real, c uma constante real qualquer, e, seja g uma fungdo
afim, f.r.v.r., definida por g(x) =cx. O grifico de f o g(x) = f(cx) obtém-se a partir do de f
dilatando ou contraindo o eixo dos xx’s conforme se tenha O<c<l ou c¢>1,

respectivamente.

Exemplo:

Consideremos f(x)=x(x—1)x+3) e g(x) = g . Note-se que f o g(x)= %(% - 1)(% + 3)

obtém-se a partir de f(x) “esticando” o eixo dos xx’s. Comparemos os grdficos:

£(x)=x(x—1)(x+3) fog(x):z(z_lj(z+3)

1o | 2\2 2
17 ts !
1e T7
1s 16
1a T8
15 T4
T3
T2
__1 __2
1 1 1 ] ] ] \z}; 1 1 ] ! ' ! ! ' ! __10 ' ! '
766432108123 4 Ffesaaa2a]ni/y 3
T.2 % +-2 ¥
+.z +-3
Exemplo:
Consideremos £x)=x(x=1)(x+3) e g(x)=2x. Note-se que

fog(x)=2x(2x-1)2x+3) obtém-se a partir de f(x) “encolhendo” o eixo dos xx’s.

Comparemos os grdficos:

flx)=x(x-1)(x+3) foglx)= ZX(_Zx—l)(vzx+3)

¥

1812 3 4 —5—4—3——1_\.1_5123

-

@

n

I

ol

8]

A
- —
— —
wm_‘<n-xmw.bmm~4m
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Homotetias do eixo vertical:

Seja f uma fungdo real de varidvel real, c uma constante real qualquer, e, seja g uma fungdo
afim, f.r.v.r., definida por g(x)=cx. O grificode f o g(x)= cf(x) obtém-se a partir do de f
dilatando ou contraindo o eixo dos yy’s conforme se tenha c¢>1 ou O<c<l,

respectivamente.

Exemplo:
Consideremos f(x)=(x—1)x+1)(x+3) e g(x) =2x. Note-se que

go f(x) = 2(x - 1)(x + 1)(x + 3) obtém-se a partir de f(x) “esticando” o eixo dos yy’s.

Comparemos os grdficos:

F)=(=1)(x+1)(x+3) go fx)=2(x=1)(x+1)(x+3)
Exemplo:
Consideremos Flx)=(=1)x+1)x+3) e g(x) = % Note que

(x - 1)(x + 1)(x + 3)

5 obtém-se a partir de f(x) “encolhendo” o eixo dos yy’s.

go f(x)=
Comparemos os grdficos:

F)= 1)+ 1)x+3) g0 f(o)= e+ +3)

2
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Modulo de uma funcao
Seja f uma fr.v.r., e g(x) :|x|. O gréfico de go f(x) :|f(x)| obtém-se a partir do de f

reflectindo no eixo dos xx’s a parte negativa da fungdo.

Exemplo:

Comparemos os grdficos:

fx)=x(x=1)(x-3) g(x) =|f(x)|

Vejamos agora o que acontece, se aplicarmos a funcdo médulo ao argumento de f, isto é,

fazendo a composicdo f o g(x) = f(]x|):

Exemplo: f(lx|)
f(x)=x(x=1)(x-3) y
°l /o

O que se passa é que o grdfico correspondente a parte positiva do dominio de f ¢ reflectido

no eixo dos yy’s, e portanto a fun¢do f (]x|) é uma fungdo par.
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2.3.2. Funcao Inversa

Seja f uma fung@o injectiva. Sejam D, e Im(f) respectivamente o dominio e a imagem (ou

contradominio) da fungdo f . A tnica funcdo g:Im(f) — D, que satisfaz:

(fog)x)=x  VxeIm(f)
(goflx)=x  VxeD,

chama-se funcdo inversa de f e escreve-se g=f'.

Nota:

* S6 podemos definir f~' se f for injectiva (num determinado dominio);
o Se f' éainversade f entio f éainversade f~';

® Por definicdo, D - é igual a Im(f), sendo f uma fungdo injectiva;

o Im(f)=Dy.

Caracteriza-se a inversa de uma fun¢do da seguinte forma:

f7: Im(f) — D,
y = X

ou seja, sabendo que f(x)=y, entdo a fungio inversa define-se por f~!(y)=x.
Repare que, por defini¢io de inversa de uma fungio temos f~'(y)= 1 (f(x))=x e
r@=rlrm)=y.

Graficamente, tem-se que

(LeGr(f) & y=fx) & x=f"0) & .0eGr(f)

y=x

P1=0xy)
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Seja P, =(x,y)e Gr(f) e P, =(y,x)e Gr(f_l), o ponto médio do segmento que une estes

x+y y+x
2

pontos € o ponto M :[ ] que € um ponto que pertence a recta y=x. Podemos

concluir, entdo que os grificos de f e f~' sdo simétricos relativamente & recta y=x.

Pergunta:

Porque é que so podemos definir fungdo inversa para fungaes injectivas?

Resposta:

Repare que se f ndo for injectiva acontece, pelo menos uma vez, a seguinte situacdo:

X, X€Dp, x#x, e f(x)=y=[f(xp)

e entdo a funcdo inversa, f U terd de enviar y em x; € x,, a0 mesmo tempo, isto &,

(x1, %) y=f(x) x =1 {(y,xo .
{(xz’y)eGr(f) = {y=f(x2) = {xzzf_l(y) = (y’xz)eGr(f )

e portanto ' tem duas imagens para o seu objecto y. Mas isto contraria a defini¢do de
fungdo, consequentemente isto ndo poderd acontecer, ou seja, f tem de ser injectiva para que

exista a funcdo f7'.

Nao confundir!!!

f’l(x) com ——

I
f(x)

f~' designa a inversa f enquanto % representa ( f )_1

Exemplo:
1. Ainversa da funcdo f(x)=Inx em ]O,+oo[ é afuncdo f'(x)=e"
Temos:

(fOf_l)(x) X V xelR
(r o fha)=x v xe]0,f

(verifique!!!)
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2. Caracterizar a funcdo inversa de f(x)=+x—4
D, =[4,0[; Im(f)=IR]
Para determinar a expressdo analitica da inversa:

x—4=y iguala-se a y a expressdo de f
= x—-4=y’ resolve - se a equagdo em ordem a x
= x=y +4
Caracterizagdo inversa:

o Im(f)=IR; —  [44oq
X > x> +4

Nota:

Por defini¢do de func¢do inversa temos D P Im(f);

Esta igualdade ajuda-nos a determinar, em casos mais complicados, a Im(f), pois
basta determinar a expressao analitica da funcéo inversa e calcular o seu dominio;

Contudo s6 podemos fazer isto quando a expressio analitica de 7' define, por si s6,
uma funcdo injectiva. (Nota, uma fungdo inversa € sempre injectiva, o que pode ndo ser
injectiva é uma fung¢do que tenha a mesma expressdo analitica de f~'). Por exemplo, no
anterior exemplo 2, f~'(x)=x?+4 definida em D = =IR; =Im(f) € injectiva, mas tem-se

que D =IR, ou seja, a expressdo analitica da fun¢do inversa, por si s6, ndo verifica

(x2+4)

IR = D( =Im(f)= IR(;r , mas isto acontece porque, por si s, a expressao analitica de f -

x2+4)

(x% +4), ndo é injectiva.

Exercicio:

coincide com a sua inversa.

Verifique que a fungdo f(x)= ;Jr 2

(Sugestdo: calcular fo f).
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2.4. Funcao exponencial e logaritmo. Funcoes trigonométricas

directas e inversas.
Funcao exponencial:

A uma funcao f IR — IR definida por f(x)=a", onde a€lIR, a>0 e a#1, dd-se o

nome de fungdo exponencial de base a.

Exemplos destas funcdes sao f(x) =27 g(x) = [lj ; h(x) = (Ej : i(x) =2 = (l} :

3

f(x)=e* — esta funcdo é particularmente importante pelas suas aplicacdes em diversas

areas do conhecimento, nomeadamente na area da Economia.

Nota:

“« ’»

* O numero “e é irracional (e=2,71828182845...), e é conhecido por

constante de Euler
. x)' N
o hm(l+—j =¢
n—+oo n

Caracteristicas destas funcoes:

Se a>1

* Dominio: D, = IR
e Contradominio: Im(f)=IR"

e /eros: ndo tem zeros.

e f0)=1 (& a'=1)

e O grifico de f passa no ponto (0,1)

® Injectiva

¢ Estritamente crescente, em particularse x>0 = a" >1
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Se 0<axl

® Dominio: D, =IR
e Contradominio: Im(f)=IR"
e Zeros: ndo tem zeros.
o f(0)=1
e O grifico de f passa no ponto (0,1)
\

e Injectiva

e Estritamente decrescente. (Note-se que agora a* >1 quando x <0)

Funcao logaritmo:

A fungdo inversa da fungdo exponencial é a fun¢do
f 1 IR* = IR que se define por f(x) = log, (x)

onde ac IR, a>0e a#1, a qual se dd o nome de fungdo logaritmo de base a.

Nota:
e log, (x) representa o nimero y pelo qual se eleva a de modo a obter x, isto &,
log,(x)=y & a’ =x
Desta equivaléncia resulta também que

= aloga(x) e log, (ay): y

X
* log, (x) é a fungdo inversa da fungdo a™.
* Notacdo:

= loga(x) logaritmo de base a

= log(x) logaritmo de base 10

= In(x) logaritmo de base e, estes logaritmos chamam-se neperianos,

em homenagem ao matemdtico inglés Neper.
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Caracteristicas destas funcdes:

Se a>1

Dominio: D, ={xe R:x>0}=R"

f(x)=log,(x)

Contradominio: Im(f)= IR /

Zeros: x =1 (4:) loga(l)=0)

O grafico passa no ponto (1,0)

Injectiva e sobrejectiva (bijectiva)

Estritamente crescente, em particular, se x <1 = log, (x)<0

Exemplos deste tipo de fungdes sdo f(x) =log,(x); g(x)=1log,,(x); h(x) = ln(x).

Se O<ax<l1

Dominio: D, ={xe R:x>0}=R"

Contradominio: Im(f)= IR
Zeros: x =1 (o log,(1)=0) fx)=1log, (x

O grdfico passa no ponto (1,0)

Injectiva e sobrejectiva (bijectiva)

Estritamente crescente, em particular, se x<1 = log, (x) <0

Exemplos deste tipo de fung¢des sdo f(x)= log, 5(x); g =log, (x)

Propriedades dos logaritmos:

Sejam x,y€ IR",1#a>0,pe IR

® log,(xy)=log, (x)+ log, ()’)
* logg @J =log, (x)—1log, (v)

* log,x?)=plog, (x)

* loggla)=1
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(férmula de mudanca de base)

Em particular, log y(x) = In{x) = Inx) = —In(x)

( 1 j In(1)—In(e)

In

Exercicios:

1. O capital acumulado a prazo ao fim de n anos, quando capitalizado de forma continua,
pode ser calculado através da funcio C(n) = Cye™ , em que Cy representa a quantidade
depositada e t a taxa de juro anual (na forma decimal).

Supondo Cy = 10000 euros e t=5%, determine:
a. A quantidade acumulada ao fim de um, de dois e de quatro anos e meio.

b. Aproximadamente ao fim de quanto tempo duplica o capital?

2. O lucro L (em euros) obtido na venda de uma peca depende do nimero x de unidades

produzidas mensalmente. Esta relacdo € dada por
X
L(x)= log(lO + 4) .

a. Se a fébrica tiver a capacidade de produzir entre 500 e 800 unidades por més, entre
que valores variard o lucro obtido em cada peca?
b. Qual deverd ser o nimero de unidades produzidas num més para que o lucro unitirio

seja 3 €7

3. Sejaf(x)=In(4-x%).
a. Indique o dominio e contradominio.
b. Classifique-a quanto a injectividade, monotonia e paridade.

c. Considere a funcdo f definida em [0, 2 [. Caracterize a sua inversa (isto é, indique o

dominio e expressio analitica que define ')
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Funcdes Trigonométricas (directas)

Considere-se um triangulo [ABC ] rectingulo em A.

cateto oposto  p

a hipotenusa

cateto adjacente

Seja @=ABC, a=BC, b=AC, c=AB

Define-se:

b _ cateto oposto

¢ _ cateto adjacente

senol =—=— cosqg=—= _
a  hipotenusa a hipotenusa

_ sen(Q) :é cotga = 1 _ cos(a) _c

cos(@) ¢ tg() sen(ax) b

Alguns valores de referéncias destas funcdes:

: T
0 radianos 0 %

sen@ 0 %

cos @ 1 \/_%

tgé 0 ‘/_%

cotg @ - V3
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Funciao sen:

Seja a um angulo representado no
circulo trigonométrico (circulo de raio
1).

sen(a) corresponde ao valor da
ordenada do ponto que resulta da
intersec¢do entre a circunferéncia e o
segmento que determina o dngulo com o

eixo dos xx’s (medido no sentido

sen o

—/2 = 3m/2

contrario ao dos ponteiros do relégio), de acordo com a figura ao lado.

Assim, dado um angulo « temos as
seguintes relagdes:

(i) sen(a)=sen(t—a) e

(ii) sen(—a)=—sen()
Notar que a funcao seno toma valores
positivos nos 1° e 2° quadrantes e

valores negativos no 3° e 4° quadrantes.

As relacdes anteriores permitem-nos

determinar o seno de qualquer angulo

senql|= sen (T—)

—-m/2 =3m/2

o conhecendo apenas o valor do seno no 1° Quadrante.

Exemplo:

Sle 3° quadrante

/AN St VAN
sen| — |=sen| T ——— [=sen| —— | =— sen|
4 4 4
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Como funcio real de variavel real, temos

f: IR —- IR
X b sen(x)
A funcdo f dd-se o nome de funcdo seno.

Atencdo: x é a medida de um angulo em radianos (7 rad =180°)

O seu gréfico é

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: IR;

e Contradominio: Im(f)= [— 1,1] ;

¢ Injectividade: ndo injectiva;

o Zeros: x=krx, keZ;

e Paridade: Vx sen(—x)=—sen(x) (seno é uma fungdo impar);

e Periodicidade: Vx sen(x+27x)=sen(x) (27 € o periodo positivo minimo);

e Limitada: Vx —1<sen(x)<1;

L. V4
e Maximos:em x=—+2kx, keZ;

e Minimos: em x:%[+2k7r, keZ;
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Funcio arcsen:

Consideremos a fungdo
f: IR > [-1]]

X b sen(x)

Esta funcdo ndo € injectiva

Por exemplo, ha infinitos pontos do dominio que tém por imagem zero

(sen(x)=0 & x=km, ke Z).Peloque f nio admite inversa.

Contudo, podemos considerar uma restricio do dominio onde a fungdo seno seja
injectiva (chamada restri¢do principal):
T
Clm==] = |-l
e |-22] >kl
X —  sen(x)

cujo grafico é:

\

or -2 . 2 w2 T w2 o X

Assim definida, g é uma funcdo injectiva e portanto faz sentido falar na sua inversa, g~'.
~ —1 L. . T T
Entdo g~ tem por dominio [— 1,1], imagem |-— 25 e a cada xe [— 1,1] faz

corresponder o angulo (ou arco) cujo seno € x, que se representa por arcsen(x).
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272
X = arcsen(x)

e bl o <27

cujo grafico é

A
y
n2 T
| | >
-1 1 X
-2 T
Caracteristicas desta funcao:
e Dominio: [— 1,1] ;
T T
e Imagem: |——,—|;
2 2
e Injectividade: injectiva;
o Zeros: x=0;
e Paridade: Vx  arcsen(—x) = —arcsen(x) (arcsen é uma fungdo impar);

e Monotonia: estritamente crescente;
. V4 V4
e Limitada: Vx - B < arcsen (x) < B ;

e Maximo em x=1;

e Minimo em x=-1;

Nota:
e O arcsen(x) é ovalorreal y tal que sen(y)= x, onde xe [— 1,1], ou seja:
arcsen(x)=y & sen(y)=x

o sen(arcsen(x))=x onde —1<x<1;

4 arcsen(sen(x)) =x onde —% <x< % .
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Exemplos:

o sen(arcsen

(
. (@j -z
(

4 arcsen(sen

° sen(arcsen(3))= ? (note que 3¢ ...

Exercicio:

Considere a fungdo f definida em IR por:
T X
X) =cos—+2arcsen| —
f(x) 1 ( 2)

Determine o dominio e contradominio de f . Caracterize a inversa.

Resolucio:
D, ={xe 1R:—1s;g}={xe IR:-2<x<2)=[-272]
Determinemos o contradominio de f :

-2<x<L2 & -1=£=-<1

0| =

X
& arcsen(—1) < arcsen(zj < arcsen(l)
(notar que a fung¢do arcsen écrescente)

= —ESarcsen X SE
2 2 2

X
& -7 < 2arcsen(2j <

& cos z — 7T £ oS, z +2arcsen| X < cos z +7
4 4 2 4

V2 T x)_~2
& ——mwLcos| — [+2arcsen| — | —+ 7
2 4 2 2

vz 2
2 2
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f € uma funcdo injectiva porque € composta de transformacOes injectivas

(exercicio)

Comecemos por determinar a expressao analitica da inversa:

T X X V4
cos| — |+2arcsen — |=y <& 2arcsen| — |=y—cos| —
4 2 2 4

B0
& arcsen E =——

x y
2 2 4
& x= ZSen{y—ﬁ]
2
Portanto
T ﬁ—ﬂ',£+ﬂ' - [-2.2]
2 2
x 2
X —  2sen| ———
2 4
Exercicio:

Dada a fungdo: f(x)= % + 2arcsen|2x - 1| .

Calcule D, e CD,. Verifique que f ndo tem zeros.

Resolucio:

D, ={xe IR:2x—1|<1}={xe IR: 1< 2x—1<1}
={xeIR:0<2x<2}
={xe IR:OSXSI}
=[0.1]

Determinemos a imagem de f :
0<x<l & 0<[2x-1|<1

= % +2arcsen(0) < % + 2arcsen(]2x - 1|) < % +2aresen(l)
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Lo, - [2.]

373

Vejamos agora que f ndo tem zeros:

fx)=0 & %%— 2arcsen|2x - 1| =0
& arcsen|2x - 1| _—
& sen(arcsen|2x - 1|) = sen(— %j

& |2x—1|=—%

f ndo tem zeros, pois a fungdo mddulo € sempre ndo negativa (isto €, >20).

Exercicio:

Considere a fungfo real de varidvel real definida por:

f(x) = arcsen( ! j
x+1

a) Verifique que D, = ]— oo,—2]u[0,+oo[.

b) Determine a imagem de f

¢) Caracterize a funcio inversade f, .
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Funcio cos:

Seja a um angulo representado no

circulo trigonométrico (circulo de raio I
1).

cos(a) corresponde ao valor da abcissa do

ponto que resulta da intersec¢do entre a

circunferéncia e o segmento que determina o
o angulo com o eixo dos xx's, conforme

se pode ver na figura ao lado.

Recorrendo ao circulo trigonométrico, é

F=(cos &, sen «)

facil verificar as seguintes igualdades para um determinado angulo & :

| |

| T—0l | T+

| o |

1 1 o

o
. T
- ] I
i
|
:
i
|
:

I

cos(—a) = cos(ax) cos(r—a) =—cos() cos(m+a)=—cos()

Assim, usando as igualdades anteriores, ¢ sempre possivel determinar o valor do co-seno

de um angulo & conhecendo apenas os valores da fungdo co-seno no 1° quadrante.

Exemplo:

4?” e 3° quadrante
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Como funcio real de variavel real, temos

f: IR —- IR

X +— cos(x)

A fungdo f dd-se o nome de fungdo co-seno.

(Nota: x¢é a medida de um angulo em radianos)

O seu gréfico é

Caracteristicas desta funcdo:

¢ Dominio: IR;
e Contradominio: Im(f)= [— 1,1];

¢ Injectividade: ndo injectiva;

. Zeros:x=%+k7£, ke Z;

e Paridade: Vx  cos(—x) = cos(x) (co-seno é uma fungdo par);
e Periodicidade: Vx cos(x+27) = cos(x) (27 € o periodo positivo minimo);
e Limitada: Vx —1<Zcos(x)<1;

e Maximos: em x=2kx, ke Z;

e Minimos: em x=x+2kx, ke Z.
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Funcao arccos

Consideremos a fungdo
f: IR - [-11]

X > cos(x)

Esta funcdo ndo € injectiva

Por exemplo, hi infinitos pontos do dominio que tém por imagem zero

(cos(x)=0 & x= x +km, ke Z).Peloque f ndo admite inversa.

Contudo, podemos considerar uma restricdio do dominio onde a fung@o co-seno seja
injectiva (chamada restrigcdo principal):
g: [0.7] - [-11]
X —  cos(x)

cujo grafico é:

Assim definida, g é uma funcdo injectiva e portanto faz sentido falar na sua inversa, g .
Entdo g~' tem por dominio [— 1,1], imagem [O,Jz] eacada xe [— 1,1] faz corresponder o

angulo (ou arco) cujo co-seno é x, que se representa por arccos(x).
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¢ 1] - [o,x]

X > arccos(x)

cujo grafico é

Caracteristicas desta funcio:

Dominio: [— 1,1] ;

* Imagem: [0, ﬂ'];

® Injectividade: injectiva;

e Zeros: x=1;

e Paridade: nem é par nem é impar;

e Monotonia: estritamente decrescente;

e Limitada: Vxe [-1,1] 0<arccos (x) < z;
e Maximo em x =-1;

e Minimo em x =1;

Nota:
® (O arccos(x) € ovalorreal y tal que cos(y)=x, onde xe [— 1,1], ou seja:
arccos(x)=y < cos(y)=x
. cos(arccos(x)) =x onde —1<x<1;

e arccos(cos(x))=x onde 0<x<7.
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Exemplos:

b COS{GI’CCO ( j
T 7[
® arccos| cos| — —

T 3 Sz . Iz
® arccos| cos| — | |=arccos| ——— |=— pois — & [0,7r];
6 2 6 6

e cos(arccos(-2))="7 (note que —2¢& ..

wl»—
L»JI»—

Exercicio:

Considere a fun¢do f definida por:
f(x)= %arccos|2x — 1|

Determine o dominio e contradominio de f . Caracterize a inversa, caso exista.

Resolucdo:

D, ={xe IR:2x—1|<1}={xe IR: 1< 2x—1<1}
={xe IR:0<2x<2}
={xe IR:OSXSI}
=[o.]

Determinemos o contradominio de f :

0<x<l & 0<£2xL2
s —1L2x-1<1
& 0<x-1<1
& arccos(0) > arccos‘Zx - 1‘ > arccos(l)

(notar que a fungdo arccos € decrescente)

& 0L arccos‘Zx — 1‘ S%

2
= Osgarccos‘Zx—l‘ Sﬂ-—
3 6

Logo, Im(f)= {O, 7[62}
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A funcdo f ndo admite inversa, pois ndo € injectiva:

13 1 3 1 Y ;
—,—e€D — % — mas LI_(Z) /2
23S0 47 fLJ (J fLJ
Exercicio:
Dada a fungdo: f(X):l—w.

a) Calcule D, e CD;.

b) Caracterize a inversa, caso exista.

¢) fxelIR: f(x)=0}

Resolugdo:

a)

D, ={xe IR:-1<2x+1<1}={xe IR: 2<2x <0}
={xeIR:-1<x<0}
=[-1.0]

Determinemos a imagem de f :

-1£x<0 & —-1L2x+1<1

< arccos(—1) >arccos(2x +1) > arccos(l)
& 0< arccos(2x + 1) <z

o 02_arccos(2x+1)>_7£

=3

1—551— arccos(2x+1%Sl
2 2

Logo, Im(f)= {1 - % ,1}

b) f € uma fun¢do injectiva porque é composta de fungdes injectivas.

- arccos(2x +1) _ N arccos(2x +1) —1
2 2
& arccos(2x+1)=2(1-y)
& 2x+1=cos(2-2y)
o r= —1+cos(2-2y)
2
Portanto T
1 [1—5,1} - [-10]

-1+ cos(2 - 2x)
2
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c) Estudemos os zeros de f

f=0 &

¢t ¢3¢ ¢

f temum zero em x =

1— arccos(2x +1) -0
2
arccos(2x +1) -1
2

arccos(2x + 1) =2
2x+1= cos(2)
o 1+ cos(2)

2
—1+cos(2)
—
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Funcao tangente

Seja @ um angulo representado no circulo
trigonomeétrico. (1,tg )
tg(ar) corresponde ao valor da ordenada do

ponto que resulta de projectar o lado

extremidade do 4ngulo & no eixo paralelo ao K (1,0)

eixo das ordenadas e que passa pelo ponto de

coordenadas (1,0). (ver figura ao lado)

Recorrendo ao circulo trigonométrico € facil verificar as seguintes igualdades para um

determinado angulo « :

| AD
N

tg(—a) = —1g(a) tg(r—a)=1g(-a)

Estas igualdades permitem calcular a tangente de um angulo & conhecendo apenas os

seus valores no 1° quadrante.

Exemplo:

277[ € 2° quadrante

o)l Sl ol
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Como funcio real de variavel real, temos

O seu gréfico é

T
f: IR\{5+k7z,ke Z} — IR
X —  1g(x)

A funcdo f dd-se o nome de funcdo tangente.
(Nota: x¢é a medida de um angulo em radianos)

L =

: l

[ ]

| |

| |

: :,

SE = /7 = Jo :

£

1
1
I
I
1
I
[
1
[

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: IR\ {% +krx, ke Z} ;

e Contradominio: IR;

¢ Injectividade: ndo injectiva;

o Zeros: x=kx, ke Z;

e Paridade: Vx rg(—x)=—1g(x)

e Periodicidade: Vx tg(x+7x)=1tg(x)
e Limitada: ndo limitada;

e Maiximos: ndo tem;

e  Minimos: ndo tem.

[

(tangente é uma fungdo impar);

(7 € o periodo positivo minimo);
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Funcio arco tangente

Consideremos a fungdo

I IR\{%Hc;z,keZ} =~ IR

X — tg(x)

Esta funcdo ndo € injectiva.

W)
JT;,
[
w1
5
x

T
24 2

N

H i
1
1
1 1
! I
1
\ I
| ]
\ 1
| 1
) 1
] [
g f
— T —_ ™
= !
I
]
]
1
]
1
|
1

i
[
1
I
1
1
[
[
1

Por exemplo, had infinitos pontos do dominio que t€m por imagem zero

(1g(x)=0 & x=km, ke Z).Peloque f nio admite inversa.

Contudo, podemos considerar uma restricio do dominio onde a funcdo fangente seja

injectiva (chamada restri¢do principal):

cujo grafico é:

|

Assim definida, g é uma funcdo injectiva e portanto faz sentido falar na sua inversa, g~.
SO . : T

Entdo g~ tem por dominio /R, imagem XD e a cada xe IR faz corresponder o

angulo (ou arco) cuja tangente é x, que se representa por arcrg(x).
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2
x B> arctg(x)

4R |FEZ
8 2
cujo grafico é

Caracteristicas desta funcdo:

e Dominio: IR ;

e Contradominio: }—z,z{;
2 2

® Injectividade: injectiva;
e Zeros em x=0;
e Paridade: Vx arctg(—x) =—arctg(x) (arctg € uma funcio impar);

e Monotonia: estritamente crescente;
. T V3
e Limitada: Vx - 5 <arctg(x) < 5 ;

e Maximos: ndo tem,

e  Minimos: ndo tem;

Nota:
e O arctg(x) éovalorreal y tal que tg(y)=x, onde x€ IR, ou seja:
arctg(x)=y & tg(y)=x
o glarctg(x))=x onde xeIR;

° arctg(tg(x)) =x onde —% <x< %



Capitulo II: Funcoes Reais de Variavel Real

Exemplos:

o tg(arctg(l j:l
7 7

e arctglt iz =arctg| t 7r+£ =arctg| t Zl=Z pois 7—7[95 rr
8| 18 6 8|18 6 8|18 6 6 6 25|
Exercicio:
Considere a funcdo definida por f(x) = arctg(;J .
Determine o dominio e contradominio de f. Caracterize a inversa, caso exista.
Resolucdo:
D, ={xe Ri— ¢ IR}={xe IR:1—2x¢O}=IR\{1}
1-2x 2
. 1
m(f)= |- Z. % \aretg(0)}= |- Z. %) \{o} pois nunca se anula!
2°2 22 1
Nota: f € injectiva:
fx)=f() < arct ! =arct L
Y § 1-2x § 1-2y
11
1-2x 1-2y
porque arctg € uma fungdoinjectiva (recordar!)
S .. & x=y
Determinemos a expressdo analitica da inversa:
arcte] ——|=y o L—t()
8 1-2x Y 1-2x sV
1-cotg(y)
& 1-2x=cotgly) & ... & sz
Portanto
2 T 1
D =—,—=| \\0y — IR\<{—
/ } 2 2{ o {2}
1—cot
. . cot g(x)

2
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Funcio co-tangente

0.1

(cotgoe, 1)

Seja @ um angulo representado no circulo
trigonométrico.
cotg(a) corresponde ao valor da abcissa do

ponto que resulta de projectar o lado
extremidade do angulo & no eixo paralelo ao

eixo das abcissas que passa no ponto (0,1).

(ver figura ao lado)

Recorrendo ao circulo trigonométrico € fécil verificar as seguintes igualdades para um

determinado angulo « :

cotg(—a) = cotg(m — a) = —cotg ()

cotg(w —a) = —cotg()

Estas igualdades permitem calcular a co-tangente de um angulo & conhecendo apenas os

seus valores no 1° quadrante.

Exemplo:

2?7[ € 2° quadrante

cot (2—”J _ cor (n . ﬁj — ot (EJ __¥3
873 8773 83 3
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Como fungdo real de varidvel real, temos

f: IR\{kr, ke Z} — IR
X —  cotg(x)
A funcdo f dd-se o nome de fungéo co-tangente.
(Nota: x¢é a medida de um angulo em radianos)
O seu gréfico é
Y
- T 2r

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: IR\{kx, ke Z};
e Contradominio: IR;
¢ Injectividade: ndo injectiva;

® /eros: x:§+kﬂ', ke Z;

e Paridade: Vx cotg(—x) =—corg(x)

e Periodicidade: Vx cotg(x+ 7x) = cotg(x)
e Limitada: ndo limitada;

e Maiximos: ndo tem;

e  Minimos: ndo tem.

(co-tangente é uma fungdo impar);

(7 é o periodo positivo minimo);
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Funcio arco co-tangente
Consideremos a fungdo
f: IR\{kz, ke Z} —» IR

X —  cotg(x)

Esta funcdo ndo € injectiva.

Por exemplo, hd infinitos pontos do dominio que t€ém por imagem zero

(cotglx)=0 & x= £+k7[, ke Z). Pelo que f ndo admite inversa.
> q

Contudo, podemos considerar uma restricdo do dominio onde a funcio co-tangente seja
injectiva (chamada restri¢do principal):
¢: oz - IR
x B cotg(x)

cujo grafico é:

Assim definida, g é uma funcdo injectiva e portanto faz sentido falar na sua inversa, g~.
Entdo g~' tem por dominio IR, imagem ]0,7[[ e acada xe IR faz corresponder o dngulo

(ou arco) cuja co-tangente é x, que se representa por arccotg(x).
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g’ IR - lo,#]

X b arccotg(x)

cujo grafico é

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Caracteristicas desta funcdo:

e Dominio: IR,

¢ Contradominio: ]0,7[[;

e Injectividade: injectiva;

e 7Zeros ndo tem;

e Paridade: ndo é par nem é impar;

® Monotonia: estritamente decrescente;
e Limitada: Vx 0<arccotg(x)<x;
e Maximos: ndo tem;

e Minimos: ndo tem;

Nota:
® O arccotg(x) € ovalorreal y tal que cotg(y)=x, onde x€ IR, ou seja:
arccotg(x)=y & cotg(y)=x
. cotg(arccotg(x))zx onde xe€ IR;

e arccotg(cotg(x))=x onde O<x<r.
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Exemplos:

1 1
® cotg| arcccotg| = | |=—
® arcccotg| cotg zj _

6 6

il = arccotg| cot ﬂ'+£ = arccotg| cot N ois
6 8| cotg 6 8| cotg 6 6 p

| ~

. arcccotg(cotg

7
¢ o,x[.
6

Exercicio:
Considere a fung¢éo definida por f(x)= % arccotg(x +3) —% .

Determine o dominio e contradominio de f. Caracterize a inversa, caso exista.

Resolucdo:

D, =IR. Determinemos o contradominio de f :

0<arccorg(x+3)<7w < 0<larccotg(x+3)<E = —£<f(x)<£—E
2 2 4 2 4
T
Logo I = |-=,— .
0 ()= |- 7.5

f € uma fungfo injectiva porque é composta de fungdes injectivas.

Determinemos a expressao analitica da inversa:

f=y o %arccotg(x+3)—%:y
& arccotg(x+3)=2y+2

=3 x+3=cotg(2y+%] =3 x=cotg(2y+%]—3

Portanto

NS
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Funciao secante

A funcio secante define-se como

Iz IR\{§+k7z,keZ} N IR

X —  sec(x) = cos()

O seu gréfico é:

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: {xe IR:cos(x) #0}= IR\ {% +kzw, ke Z} ;

¢ Contradominio: IR\ [— 1,1];

Se xe D__, temos —1<cos(x)<0 v 0O<cos(x)<l1
logo,

L > ! \Y ! 21

—1 cos(x) cos(x) 1
ou seja,

sec(x)<—-1 v sec(x)=>1

sec(x) € |- oo~ 1] UL, o0
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¢ Injectividade: ndo injectiva;
e Zeros: ndo tem;

e Paridade: Vx  gec(—x) = 1 = 1 = sec(x) (secante é uma funcdo par);
cos(—x) cos(x)

e Periodicidade Vx sec(x+27)= ! = = sec(x)
cos(x+27) cos(x)

(27 € o periodo minimo positivo)
e Limitada: ndo limitada;
e Miximo:em x=7+2kw, ke Z;

e Minimo: em x=2kz, ke Z;

Nota:
Os mdximos e minimos referidos nas caracteristicas da funcdo secante sdo

relativos. No entanto, a funcdo secante ndo tem extremos absolutos.

Exercicio:

Considere a funcdo definida por f(x)= _ +2.

/A
cos| x+—
6
Determine o dominio e o contradominio. (Sugestdo: esboce o grafico de f usando as

transformacdes descritas nas paginas 26-30)

Caracterize a inversa da fung¢do f na restricdo xe {_” 57[} \ {27[} .
6

"6 3
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Funcao co-secante

A funcdo co-secante define-se como

f: IR\{kr, ke 2} — IR
X = cosec(x) =
sen(x)
O seu gréfico é:
b Ay |
I |
| |
| |
| |
| |
| |
RN
—— ———
| —+ It X
| |
| |
| |
| |
| |
| I
| I
I I
I [
Caracteristicas desta funcao:
e Dominio: {xe IR : sen(x) # 0}= IR\{kx, ke Z};
e Contradominio: |-eo,—1] U [1, 4o
® Injectividade: ndo injectiva;
® 7Zeros: ndo tem,
e Paridade: Vx cosec(—x) = 1 = 1 =—cosec(x)
sen(—x) —sen(x)

(co-secante ¢ uma funcdo impar);

1
sen(x + 271) a sen(x)

¢ Periodicidade: Vx  cosec(x +27) =

(27 € o periodo minimo positivo)

e Limitada: ndo limitada;

e Maximos: em x = —§+2k7£, ke Z,;

e Minimos: em x:§+2k7r, ke Z,;

= cosec(x)
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Nota:
Os mdximos e minimos referidos nas caracteristicas da funcdo co-secante sdo

relativos. No entanto, a funcdo secante ndo tem extremos absolutos.

Exercicio:

. ~ .. T . , .
Considere a fungdo definida por f(x)=cos ec{x—gj . Determine o dominio e o
contradominio.

2

Caracterize a inversa da funcdo f na restricio xe {_ z Sé[} \ {7[}

Resolucao de equacdes trigonométricas:

Resolucio de equacgdes com senos

ésen(x):sen(a) & x=a+2kr v x=(r-a)+2kn, keZ

Exercicio:

Resolva as seguintes equagdes trigonométricas:

a) sen(x) :% b) sen(3x)= —? c) sen(3x) =—sen(x)
Resolucio:
a)

1
sen(x)=— & sen(x) = sen(zj
2 6
o x=%+2kﬂ' v x=(7r—%j+2kﬂ', kez

o x=%+2kﬂ' v x=%z+2k7r, keZ
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b)
V3 7
sen(3x)=—— & sen(3x) = —sen| —
2 3
T
& sen(3x)=sen(—gj
(porque a funcao sen é impar)
o 3x=—§+2k7r v 3x=(7z’+§j+2kﬂ', kez
2 4 2
o x:—£+—k7r v x:l+—kﬁ, ke Z
9 3 9 3
= x=5—”+2k75 \Y x=4—”+zk75, ke Z
9 3 9 3
c)

sen(3x) = —sen(x) & sen(3x) = sen(— x)

3x=—x+2kn v 3x=(m+x)+2kr, keZ

)

o x=kZ v x=(2k+1)§, keZ

Resolucao de equacoes com co-senos

cos(x)=cos(@) & x=fa+2km, keZ

Exercicio:

Resolva as seguintes equagdes:

a) cos(3x) :% b) cos(Zx) =—cos(x) ¢) cos(x) = sen(x)

Resolucgéo:
a)

cos(3x) = l < cos(3x) = cos(zj
2 3
& dx=tZ42kr, keZ

& x=t—+— ke Z
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b)
cos(2x):—cos(x) < cos(2x) =cos( + x)
S 2x=x(r+x)+2kx, kel
& 2x=7mw+x+2knr v 2x=—7nm—x+2kw, ke Z
& x=m+2kn v 3x=02k-Ur, ke Z
& x=m+42km v x:—2k3_17z, ke Z
c)

cos(x) = sen(x)

Para resolver esta equacdo € necessario comegar por escrever sen(x) =cos(...) €
seguidamente aplicar a férmula:

Relacoes entre seno e co-seno

Recorrendo ao circulo trigonométrico, é fécil verificar as seguintes igualdades para um

determinado angulo « :

sen(a') = cos(% - aj

Continuacio da resolucio do exercicio 2 ¢):

cos(x)=sen(x) & cos(x)= cos(%— xj

=
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Resolucao de equacoes com fangente

g =1g(@) o x=a+kr, keZ

Exercicio:
Resolva as seguintes equagdes:
a) tg(x) = ? b) tg(3x) = —tgx

Resolucéo:
a)

tg(x):g = tg(x):tg(%j = x:%+k7[, ke Z

b)
tg(Bx)=—tgx & 1g(3x)=1g(—x)
(porque a fungéo tg é impar)
& 3x=—x+kx, keZ

xzk—ﬂ, ke Z
4

)

Resolucao de equacoes com co-tangente

écotg(x)zcotg(a) S x=a+kr, ke Z

Exercicio:

Resolva as seguintes equagao:

a) cotg(x) = ? b) cotg(3x) = —cotg(x) c) cotg(x) =1g(x)
Resolucdo
a)

cotg(x) = g & cotg(x) = cotg(gj

= x=§+k7z, ke Z
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b)
cotg(3x) =—cotg(x) & cotg(3x) = cotg(—x)

(porque a fungdo cotg é impar)
& 3x=—x+kr, keZ

x:k—ﬂ-, ke Z
4

0

c) corg(x) =1g(x)
Para resolver esta equagcdo € necessdrio comecar por escrever rg(x) = corg(...) e

seguidamente aplicar a férmula:

Relacao entre fangente e co-tangente
Recorrendo ao circulo trigonométrico € fécil verificar as seguintes igualdades para um

determinado angulo ¢ .

70/ 2—

g(@) = colg 5 ¢ cotg(a) =1tg (5 - aj

Continuacdo da resolucdo do exercicio 4 ¢):

cotg(x)=tg(x) & cotg(x)= cotg(% - xJ =]
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Identidades trigonométricas:

- 22

o) = cos(a) _ 1
o (@)= = @
seclar)= cosl(a)
cosec (a) = Senl(a)

sen(—a) = —sen(a)

cos(-a) = cos(a)

1g(-a)=-g(a)

cotg (- a) = —corg(a)

Vamos ver mais algumas identidades trigonométricas, mas em primeiro lugar vamos

deduzir a formula fundamental da trigonometria. De acordo com a definicdo de seno e

co-seno de um angulo ¢, dado um ponto P da circunferéncia unitdria (com raio igual a 1

— ver figura)

temos que sen(a):% € cos(a)=?

pelo que as coordenadas do ponto P sdo

P= (sen(a),cos(a)). Como P ¢ um ponto da circunferéncia temos que a distdncia do

ponto P a origem € d(O,P) = \/senz(a)+ cosz(a) =1, ou seja, senz(a)+ cosz(a) =1.

sen® (o) + cos® (@)=1

Férmula fundamental da trigonometria

Outras identidades trigonométricas:

1+1g 2(0{) = sec? (0()

1+ ctg2 (0!) = cosecz(a)
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. ; 2tg(a)
¢(2a) T

R 2 _l—cos(Za)
sen (a)—T

. 2 _1+c0s(2a)
cos*(a)= 5

° sen(a)sen(b) = %(cos(a —-b)- sen(a +b))
° sen(a)cos(b) = ! (sen(a +b)+ sen(a—b))

(cos(a+b)+cos(a—b))

2
e cos(a)cos(b)= %
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2.5. Exercicios

1. Considere os seguintes esbogos.

1 3 A
a. Indique aqueles que nao "t Fig 1.1 Y 4Fig. 1.2 '\ Fig. 1.3
podem ser graficos de
funcdes reais de varidvel ] -1 .
S 1 X X 1 X
real, justificando.

b. De entre as funcgdes mFig. 1.4 Fig. 15 “\/ yAFig. 1.6
representadas determine os J—— 1 J
respectivos dominios, ~/ / 4 o o=
contradominios e indique

quais as que sdo injectivas.

Fig. 1.7v4 Fig. 1.8Y4
c. Complete o seguinte

quadro, usando o simbolo __~

*v
Y

X para relacionar o gréafico

com a respectiva funcio.

Fig./fungdo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X

Ix]

In(x)

2. Determine o dominio das seguintes fungdes:

*v
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e 1 x271
C1x? - 25 '
ln(x2 -4) ,x>0

. log;(9—x?%) h. f(x)=
& 198 ! fa {\/2x+x2 , x<0

. . |
1. senlx| j. COS(_j

3x

k. tg(x—7)

3. Considere a fungdo

f:D—>B
x> x> -16
onde D e B sdo dois subconjuntos de /R. Indique D e B de modo que:

a. f'sejainjectiva e ndo sobrejectiva;

b. fseja sobrejectiva e nao injectiva;

c. fsejabijectiva;

d. fndo seja sobrejectiva nem injectiva;

e. fseja mondtona crescente e possua um extremo;

4. Indique o valor l16gico das seguintes afirmagdes:

a. Uma funcgdo € injectiva se toda recta vertical intersecta o grafico da fun¢cdo no maximo
uma vez.

b. A funcdo
fiIR; — IR

xi—)x/;—l

é sobrejectiva e limitada.
c. Se uma fungdo f € periddica de periodo 7" entdo f tem extremos.
d. Se uma fun¢do f € limitada entdo f tem extremos.
e. Se uma fun¢do f € periddica de periodo T entdo f ndo € injectiva.
f. Se fé uma fungio sobrejectiva e o conjunto de chegada é [0,6], entdo f tem extremos.

g. Se fé uma funcdo sobrejectiva entio f tem pelo menos um zero.
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5. Seja f{x) uma fun¢do cujo grafico, para x>0, tem a forma AY
apresentada na figura. Complete esse grafico no dominio 3
x <0, se: !
a. f(x)é par b. f(x) é impar. /\/
!
-
X
6. Analise a paridade das funcdes seguintes:
1
a. fo=—
X

b. f(x)=In(x*-4)

7. Verifique se as fungdes seguintes sdo injectivas:
a. fx)=4x-2
b. f(x)=In(x*-4)

8. Determine a equagdo reduzida das rectas a seguir indicadas e represente-as graficamente.
a. Recta que passa pelos pontos (2,-1) e (0,4).
b. Recta paralela a recta referida na alinea anterior e que passa pelo ponto (3,1).

c. Recta perpendicular a recta da alinea (a) que passa pelo ponto (0,1).

9. Indique o valor légico das seguintes afirmagdes justificando devidamente a sua opg¢ao.

a. A inversa de uma fungdo crescente é decrescente.

b. Seja f:[-11]—[-11] uma funcio sobrejectiva e periédica de periodo 1, entdo
podemos afirmar que f(x)=1/2 tem uma tnica solugdo.

c. Se f: [ 2, 5] — IR é uma funcio crescente tal que f(2)=3 ¢ f(5)=7, entdo existe
um elemento c e ] 2, 5[ tal que f(c) =5.

d. Se f & uma fungdo injectiva no intervalo [O,l], f (O) =0e f (l) =1 entdo existe ce ]O,l[

tal que f(c)=% .
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10. O grificode y = f(x+1) pode ser obtido a partir do grifico de y = f(x) por meio de
uma translacdo de uma unidade
a. para a direita. c. para a esquerda.

b. para cima. d. na direc¢do darecta y =x+1.

11. O grafico de uma fung¢éo f com dominio [0;2] € dado por:

E
2]
& A
3 3 o { 2 3
X
=11
2

Esboce o grifico de:

a y=f(x-2) e. y=-1/2f(x)
b. y=f(x+2) £ y==2f(x)

c. y=f(x)=2 g y=f(x+)-2
d y=f(x)+1 h. y=f(x=1)+2

12. Uma representagdo grafica da funcdo definida por #( x )= |— 1++vVx— 1| é:

A y* B \4
zv—'f ‘
0‘ 1 z E 0| II 2 3 x
C ¥ D y
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13. A figura 5.1 representa o grafico de uma funcdo f : IR — IR.

Fig.5.1 yl

il

a.Qual dos gréficos seguintes podera

\ )
serode | f1? Fig's'zw Fig.53 yf
lf1 sef(x)z0 \/v~

b.Eode g(x)={0 se f(x)<0 X

Fig.54 Bss
y
GRode = {I g | S:efj(”;); )>S00 ﬂ& \

v

14. A figura seguinte representa o grafico da funcio g.

v

-3

Entdo o grafico da funcio definida por podera ser:

g(x)
A y B 37 :
\ Ul
5 0 4 x -3 ' ' 4

v
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—3:.: ,..:4 = jv TR

15. Seja f{x. a funcdo cuja representacdo grafica € a indicada na figura.

A. B.
yj Y :
| kj
i !
| |
—t R
- : -
[ = 0 7} x
: ! !
| W -
C D.
: A ; : 71
! ! ' |
| I I |
Jj___l____k
7\ /G\ &
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16. A figura representa o grafico da fungéo g.

B y

12T

212 ===

e

=]
-1
it SO

-3/2

PR b P2 AR

17. Se uma fungdo f tem dois zeros entdao f{lxl.:
a. Tem obrigatoriamente 4 zeros. b. Tem no minimo 3 zeros.

c. Pode ter ou ndo zeros. d. Tem obrigatoriamente 2 zeros.
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18. Na figura esta representada parte do grafico de uma funcao f, de dominio IR :

dl

Em qual das figuras seguintes podera estar representada parte dos graficos de duas fungdes, g

e h, de dominio IR, taisque f =gXxh ?

(A) (B)

19. Os gréficos seguintes representam as funcdes f'e g, reais de varidveis reais.
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a. Determine:
L(g-/?2 i (f e g)(1)
b. Represente graficamente as fungdes | f (x)| e g(|x|).

c. Resolva as condig¢des:

i M<O ii. g(x)=0

g(x)
d. Tendo em atengiio o grifico da fungdo y= x>, escreva a expressdo analitica da fungdo

/, explicando o seu raciocinio.

1
20. Dadas as funcdes, reais de variavel real, f(x)=vx—-4 e g(x)= o +1. Calcule:
X

a. O dominiode ( f o g )(x).
b. (f o)),

21. Dadas as funcdes reais de varidvel real, g(x)=4—-3x e f(x)= \/I , obtenha, se possivel,
X

as fungdes compostas (f o g)(x) = f(g(x))e (g f)(x)=g(f(x)).

5x, x<0
22.Sendo f(x)=4—x, 0<x<8 e g(x)=x>,calcule (fog)X).

\/;, x>8

23. As figuras abaixo, representam parte dos graficos das fungdes f,g: IR — IR.

-10 B 0

) -1 0 1 2 3
Grifico de g

-2

Gréfico de f
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Qual das figuras abaixo pode representar parte do grifico da funcdo composta go f? E de

feog?
a. b.
2
J
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 0
-2
C d.

[\

-fo 5 0

24. Seja p(x) um polinémio de grau 3 e g(x) um polinédmio de grau 4. Entdo pogq tem grau:
a. igual a 4. b. igual a 12.

c.iguala?. d. superior a 21.

25.Seja f(x)=2x>—1 e g(x)=4x"—3x. Mostre que (f o g)(x)=(go f)(x). E comum que

esta propriedade (comutativa) seja verificada?

26. Seja g(x)=x. Encontre todos os polinémios de primeiro grau, f(x)=ax+b (a#0), tal

que (fog)x)=(gof)(x).

27. Seja f uma fungdo definida por f(x)=4x—1.Entio f~' pode ser definida por:

[u—

—X b. f'(x)=4x-1"

a. f(x)=

L~

¢ Fl(x)= x+1 d. nenhuma das opgdes.
4
28. Considere a funcdo real de varidvel real f(x)=~+x+3+5.

a. Indique o seu dominio e contradominio.

b. Determine e caracterize a sua fungdo inversa, caso exista.

c. Determine o conjunto S ={xe R: f(x) = 4}.
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29. Considere as funcdes: f(x)= \/; e g(x)= al +f .
x —

a. Caracterize f'e g~

b. Caracterize (fog) "' e g™ o f'. O que se conclui?

30. Considere a fungdio real de varidvel real definida por f(x)= x’sgn(x), sgn denota a

1 ,x>0
funcao sinal definida por f(x)=4 0 ,x=0.
-1 ,x<0

a. Mostre que a fungdo € invertivel e escreva a sua funcao inversa.

b. Esboce, numa tinica figura, o grafico de fe de f~'. O que se pode concluir?

31. Sendo & uma funcdo cuja representagdo grafica é:

Entdo o grafico de h™" sera:

A B




Capitulo II: Funcoes Reais de Varidvel Real 88

32. Escolha a afirmacéo correcta: Se s for uma fungéo cuja representagéo grafica é

entao,
a. s admite inversa
b. Arestricdo de s a [0, 2[tem inversa cuja representagao y T

gréfica é

[
z
'
I
I

c. Arestricdiode sa [0, 2[tem inversa cuja

representacao grafica é

d. s(0) :%

33. Seja f uma fungio que admite inversa f~', tal que f = f'. Entdo o grafico de f é
obrigatoriamente:
a.arecta y=ux. b. simétrico em relacdo a bissectriz dos
quadrantes impares.
c. simétrico relativamente a origem do  d. uma linha continua.

referencial.
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34. Indique o valor 16gico das seguintes afirmacdes justificando devidamente a sua opgao.

a. Sefe gsdo duas fungdes injectivas entdo g o f € uma funcio injectiva.
1 N 1

b. Se f(x)=—-1e g(x)zx/x—l entao D, , = 0,5 .
X

c. Sejafe g duas fungdes sobrejectivas tal que f:[-1,1]—[0,0o[ € g:IR — J0,[, entio

a imagem (ou contradominio) de g o f é Im(g o f)=]0,00[.

35. A representagdo grafica da funcao definida por f(x)= ! , €

X
1+e
a. C
2 2
1 1
3 i g i 2 VIR 2 70 1 2 3 4
X
Bl 1
2
2 2
1 77777%7;;
2 1 U E 2 v 3 2 70 i 2 3 4
H ks
14 1

36. Considere as fungdes f'e g, de dominio /R, definidas por f(x)=2" e g(x)=3".

Qual o conjunto solugdo da inequagdo f(x) > g(x)?

a. Conjunto vazio b. IR™
c. IR" d. IR
37. Calcule:
a. log, (log, 2°) b. log, ——
2 V8

logi9
c. log ;; 16 d. ln(e ’ j
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38. O gréfico da funcdio f(x)=e”", intersecta arecta y =6 em:
a. Dois pontos: (-2;6) e (3,6). b. Um ponto: ({n3;6).
¢. Um ponto: (mJg £ 6). d. Nenhum ponto.

-1 .
al 2‘. Entdo o dominio de g é:

39. Seja g uma fung¢do definida por g(x)=In

a. |24 b. IR\ {2}
c. IR\{1,2} d. J-oos [ U2+
40. O valor da expressdo 2" ¢ joual a:
a. e’ +x+1. b. e*(x+1)
c. X d. e* +In(x+1)
41. A expressdo el“("z) +2 —log, x € identicamente igual a:
4
a. x? +10g2(x_2). b. x* +10g2(;j
2 2 X
c. x> +log,(4—-x) d. x +10g2(zj
42.  Determine os valores reais de x que verificam cada uma das seguintes condi¢des:
In(3-x)
a. ————<I1 b. e —12¢7 =1
In(x)
X2+l
.3 g d. In(x*=1)-Inx=1In2
32x
e. 2Inx—In(x* +x-2)=0 f.logs(x)+log,(8)=0
R . e’ —1
g xe* =2e" <0 h.——>0
x°+1

i.log, |x—3—log, (x—1)>0
3 3

3
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43.  Dada a funcdo real de varidvel real h(x)=2-2¢".

a. Resolva a seguinte equacao: (h(x))2 =4,

b. Caracterize h™' (x)

44. Considere a funcdo real de varidvel real f(x)=1-log, (e2 -x° )

Determine:

a. O seu dominio.

b. £(0).

2
c. O conjunto A={xe R:1- f(x)>1log, %}

45. Determine:

T
a. sen| ——
( 6)

d. cos(127)

g cosec(?’—ﬂj
' 4
' ( ﬁj
J. arcsen| ———
2
4
m. cosec| arccos| ——
e
el )
p. sen| ——arccos| ——
(6 5
1
S. tg(2arccos(§jj

b. cos(s—ﬂj
4

€. cot (8—7[)

. g p

h. sec(zwﬂ-j
4

1
k. arctg| —
g( 3J
n. sec| arct (—gj
. g 5
5 -arse 3]
q. cos| ——arcsen| —
(3 5

t. 1g (arccosl +arcsen lj
3 2

e

1. cos ec(—330°)

1. arccos (1)

0. sen (2 arccos (@ﬁ
5

I. arctg (— 2cos(%))

u. arcsen(—1)+2sen’ (% arccos (ijj
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46. Considere a expressdo f(x) = a + bsen’ (x) . Sempre que se atribui um valor real a e um

valor real b, obtemos um a fun¢io de dominio /R.
1
a. Nesta alinea, considere que @ =2 ¢ b =—-5. Sabendo que g0 = > calcule f (0)

b. Para um certo valor de a e um certo valor b, a fungdo ftem o seu grafico parcialmente

representado na figura seguinte:

Conforme esta figura sugere, tem-se:
« O contradominio de fé [-3,1]
« 0e 7 sdo maximizantes
. —% e % sd0 minimizantes

Determine a € b.

47.  Seja fuma fun¢io definida por f(x) = ln(2|sen(x)| — 1). Entdo, o dominio de fem

[0;27] é:

48. Dadas as fungdes arcsen(x), arccos(x), arctg(x) e sec(x), associe cada uma delas ao
respectivo grafico.

a. b.
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c d.
2 2
1 1
10 f & 4 2 0 2 4 4] i 10 2 1 2
14
2 2
49. Resolva cada uma das seguintes equacoes.
a. sen(2x+%j:—% b. 1g(4x)=cot g(x) C. arccos(4x):%
d. Cos(zx):_g e. 2sen(5x) =3 f. sen(2x)+sen(x)=0
g.2tg> (x)+9tg (x)+3=0  h.15cos*(x)—14cos’(x)+3=0 i. rg(arccos(x)) :%
J- 2arctg (§+4j=—% k. %—arccos(x—%j =0 l. tg (arctg(zxx_lj =

50.  Sabendo que rga = —% A %7[ <a<2rx,calcule sen(% + 0{) + sen% .

51.  Resolva as seguintes inequagdes.

a. sen(2x) < sen(x), em [O; 27Z'[.
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b. |sen(x)| >§, em [0;27].

x+1 27z
C. arccos———<—.
2 3
52. Qual € a inversa e o dominio da fungdo f definida por f(x)=arcsen(x—1)—47?

a. b.

f_1 (x)=arcsen(x+4)—1 f_l(x)=sen(x+4)+1

D, =[0.2] D,=p.2
c d.

f_l(x)=sen(x+1)+4 f_l(x)=sen(x+4)+1

D, =]14 D, =0,2]

53. O dominio da fun¢io definida por f (x) = 2arcsen|2x - 1| é:

a. {—f f} . b. [-11]

2°2
c. [0.1] d [-7,x]

54.  Dadas as funcdes reais de varidvel real

f(x)=2cos(x), g(x)=cos(x)sen(x)

a. Determine os valores de x no intervalo ]—7[,7[[ que verificam a condi¢do
F(x)>+3

b. Resolva a equagdo f(x)+g(x)=0

1

cos (3x —ﬂj
4

b. Escolha um dominio (de maior amplitude possivel) onde f seja injectiva, e calcule,

55. Considere a funcdo real de varidvel real f(x)=

a. Determine o seu dominio e contradominio.
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nesse dominio, a respectiva fungéo inversa.

c. Verifique que f(%j -f(x)=0

56. Considere a fungido f(x) = %— 3arcsen(2x).

a. Calcule o dominio e contradominio da func¢do.
b. Determine a fun¢do inversa.

c. Calcule os zeros da funcio.

d. Determine {xe R:f(x)= %}

_ 42
57.  Dada afun¢do h(x)=27x-3 arccos{1 2x J

a. Mostre que € par.
b. Determine o seu contradominio.

c. Caracterize a inversa da restri¢do de h ao subconjunto ndo negativo de D,

d. Defina em extensdo: A = {x €D, h(x)< %}

58. Considere a fungao real de variavel real f(x)=7x—2arctg(2x+1).
a. Determine o dominio e contradominio de f.
b. Prove que Vxe [-1, 0] F(x)=0.

c. Defina a funco inversa.

59.  Considere a fun¢do f (x)=1g(x)+sen(x).

a. Determine o seu dominio.

b. Justifique que a fun¢do é impar.

60. Considere as fungdes f'e g, reais de varidvel real, f(x)= % —sen(x) e

g(x) =2arccos(x —1), definidas nas respectivas restri¢des principais.
a. Determinar x tal que f(x)+ f(2x)=1.

b. Escreva a expressdo designatdria da aplicagdo (f o g)(x) e determine o nimero
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designado por (f o g){%) .

c. Caracterize a fun¢do inversa de g.

61.  Considere as rectas r e s, definidas por:

r: 243 y+2x= NE)

st y+ 3x=-23
a. Determine o angulo que a recta r faz com o eixo das abcissas.
b. Determine o dngulo que a recta s faz com o eixo das ordenadas.

c. Determine o dngulo entre as duas rectas.

62. Seja h uma funcgdo real de varidvel real, definida por A(x) = —% + %arccos(x2 )
a. Determine o dominio de /.
b. Analise 4 quanto a injectividade. O que pode concluir quanto a existéncia de funcdo
inversa de h.
c. Considerando & definida em [0,1], caracterize a inversa desta funcdo (indicando D, .,

D, e a sua expressdo analitica).

63.  Mostre que a inversa da funcido f(x)= % + arcsen[x ] € a funcdo definida por
o fox] — [-1.3]

x - 1+2sen(x—%j'

64.  Considere a funcio definida por g(x)=7— arccos(x2 + %) .
a. Determine o dominio e o contradominio da fungdo g.
b. Calcule, caso existam, os zeros de g .
c. Mostre que a funcido g € par.
d. Comente a afirmacdo: “A fun¢cdo g ndo admite inversa.”

e. Considere a fun¢do g restrita ao subconjunto ndo negativo de D, e caracterize a sua

inversa.
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65. Considere a funcio definida por f(x)= arcsen(3 —2x).
a. Calcule os valores de f(1) e f (gj .
b. Determine o dominio e o contradominio da funcdo f .
c. Determine os valores de x para os quais a fungdo f atinge os seus extremos.

d. Caracterize a inversa da funcdo f.

66.  Para cada uma das seguintes questdes sdo indicadas quatro respostas alternativas, das
quais apenas uma estd correcta; assinale-a com um circulo a volta do ndmero

correspondente.

a. Qual € a inversa e o dominio da funcdo f definida por f(x)=In(x-1)—47?

f () =In(x+4)-1 oy =e™ +1
(1) (i)
Df =]1,+°°[ Df = [1’+oo[
fl=e"+4 Flx=e"™ +1
(iii) (iv)
Df =]1,4[ Df =]1’+oo|:

b. Qual das seguintes fungdes ndo tem inversa?
@) fx)=e" (iii) f(x)=|x
(i) f(x)=x" (iv) f(x)=log,y x

c. Qual das seguintes fungdes ndo tem inversa?

(1) f(x)=sen(x), ~ % <x< % (iii) f(x)=sen(x), 0<x<x

(i) f(x)=x>, —-1<x<1 (iv) f(x)=cos(x), O<x<x
d. Seja f(x)=3log; x , x>0 e a,be IR, entdo podemos afirmar que:
() fla+b)= f(a)+ f () (i) fla+b)=fl@xf(b)

(iii) flaxb)=f(a)+ f(b) (iv) flaxb)=f(a)x f(b)



