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1. Sejam f e g duas fungoes definidas por f(z) = —In(z+ 1) e g(z) = Va + 5.

(a) Caracterize g~!

(ou imagem).

, indicando a sua expressao analitica, o dominio e o contradominio

Expressao analitica:

<:>:E:y2—5

portanto, g~ ! (x) = 22 — 5.

Contra-domfnio (ou imagem) de g~': Im (¢7') = Dy (pois g ¢ injectiva).
Ora, Dg={zeR:2+5>0t={zreR:2> -5} =[-5,+0c0].
Dominio de g~*: Dy-1 =1Im (g). Seja = € Dy, entéo

-5 <z <+
—S5+5<x+5<+0+5
0<z+5<+©
VO < Vo +5 < 7V/Foo”
0<Vz+5<+o00

e, portanto, D,—1 = Im (g) = [0, 4o0[.

(b) Caracterize go f, indicando a sua expressao analitica e seu o dominio.
Expressao analitica:

gof(x)=g(f(2)=g(~In(z+1))=+/~In(z+1)+5.

Dominio de g o f:
Dgof:{:EGRZCL‘EDf/\f(:E)EDg}
Dy={zecR:2+1>0} =]-1,+00;




Dy = [-5, 400, logo

f(x)e Dy<—= —In(x+1)> -5
Shn(x+1)<5
o eml@tl) < 5
sr+1<ée
sr<—14e

concluimos que f (z) € Dy <= z € |—o0, —1 + ¢€°].
Entao Dgof:{weR:xe]—l,—l—oo[/\xE]—oo,—1+e5]} :]—1,—1+€5[.

2. Seja h definida por

h(z) = e se >0
V2 +4 se <0

(a) Analise h quanto a continuidade (em todo o seu dominio).

O dominio de h é R (porque e~2* tem domfnio R e v22 + 4, como z2 +4 > 4, também
tem dominio R).

Para x > 0: h(x) = e~** ¢ uma funcéo continua, porque é a composta das fungoes e*
com (—x2), que sao ambas continuas.

Para x < 0: h(z) = V22 + 4 é uma fungao continua, porque ¢ a composta das fungoes
Vx com (ac2 + 4), que sao ambas continuas.

Para « = 0: temos que analisar a continuidade pela definigao

lim h(z)= lim e =0 =1

z—0t z—0t
lim h(z)= lim Va2 +4=vV4=2
x—0~ rz—0~

Como os limites laterais de h em 0 sao diferentes, concluimos que h nao é continua em
x = 0, e, consequentemente, h nao é continua.

dh ~
(b) Determine T (x), justificando convenientemente a existéncia, ou nao, de »'(0).

Para z > 0: h(z) = e logo, K (z) = (—x2)/e*:’52 = —2ze ",
Para x < 0: h(z) = V22 + 4 logo,

W) = [+ )]
1 2 %_1 2 /
:§(LU +4) (iL‘ +4)
. 2+4)7% 2
=5 (@ 2z
o
Va4

Para z = 0: como h nao é continua em z = 0 entao nao tem derivada em 0.

—2ze" 0
Portanto h' () = { e se &

z se <0

Va2t
(c) Determine a equagao da recta tangente ao grafico da funcao h no ponto de
abcissa z = 1.
A férmula da equagao da recta tangente é: y — h (zg) = h' (zg) (x — xg), onde

I():]_




h(zo)=h(1)=e ¥ =¢!
W (zg)=H(1)=—-2x1xe " =21

Assim, a equacao da recta tangente é:
y—et=-2et(x—1)=y=—2¢to+3 .

3. Segundo o Teorema de Weierstrass: "Seja f : [a,0] — R uma fungao continua no
intervalo fechado e limitado [a,b], entao f tem maximo e minimo."

Verifique se pode usar este Teorema para analisar a existéncia de maximo e minimo
- —1+vV2—2 se x>1
da fungao f (z) = { + -

Inzx se r <1

Analisemos se f verifica as condi¢oes do teoremas:

e continuidade: Para x > 1 é continua porquese trata da soma da fung¢ao continua (—1) com
a /2 — x (e esta ¢ continua pois ¢ a composta das funcoes continuas /x com (z — 2)). Para
x < 1 também é continua pois Inx é uma funcao continua. Para z = 1 temos:

lim f(z)= lim (~1+v2-2)=-1+V1=0

r—1t r—1

lim f(z)= lim lnz=In1=0

r—1— r—1—

e, consequentemente, lim1 f(z) = 0; como também f (1) = Inl = 0 concluimos que f é
T—

continua em x = 1, e consequentemente é continua em todo o seu dominio.

e dominio:

Di={zeR:2-2>0Az>1)A(z>0Az<1)}
={zeR:(x<2Axz>1)Azec]0,1]}
={zeR:ze[l,2] Az e€]0,1[}
= ]07 2]

ora, como Dy = |0,2] e este ndo ¢ um intervalo fechado, entdo nao podemos aplicar o
teorema de Weierstrass.
(Repare que a fungao nao tem minimo porque lim+ f(z) = lim+ Inx = —o0)

z—0 z—0

4. Na figura seguinte estd, parcialmente, representado o gréafico da funcao g: R — R.

-4 B 2 -1 0 1 2 3 4 5
L x

(a) Determine a expressao analitica que define a fungao.
Segundo a figura verificamos que se trata de uma func¢ao continua e derivavel em R\ {0};

Para z < 0 tem as propriedades de uma pardbola com dois zeros: em x = —3 e em
x = —1; Sendo assim, para z < 0, g pode ser uma fung¢ao polinomial de grau 2 da forma:

g(x) =C(z—(=3) (z - (=1))




onde C' ¢é uma constante diferente de zero tal que g (—2) = —1. Vamos determinar C:
g(-2)=-1=C(1)(-1)=-1<=C=1.

Portanto, para x < 0, g (z) = (z +3) (z + 1) = 22 + 42 + 3.
Para x > 0 trata-se de uma recta que passa nos pontos de coordenadas P; = (z1,y1) =
(0,3) e Py = (x2,y2) = (4,0); entdo a respectiva equagao é

g(x)=mz+b

onde b = 3 porque é a ordenada da origem (x1 =0 = y; = 3); e m = &= = 2=

Portanto, ¢ é definida por ramos da seguinte formas:

—%:p—i-?) se >0
9( ): 2
z¢+4r+3 se <0

(b) Tendo em conta o grafico apresentado analise a fungao quanto a injectividade
e a sobrejectividade.

Injectividade: g é injectiva se Va,b € D, a # b = g(a) # g (b); olhando para o
grafico temos que —3 # —1 e no entanto g (—3) = 0 = g(—1) o que contraria a defini¢ao,
logo g nao é injectiva.

Sobrejectividade: g é sobrejectiva se o contradominio ou imagem de g é igual ao con-
junto de chegada de g. Ora como g estd definida g : R — & entao o conjunto de chegade

de g é R; por outro lado, observando o gréfico vemos que as imagens de g tomam valores
desde —oco a 400 e portanto D; =Im (g) = R. Temos entdo que o conjunto de chegada e
o contradominio ou imagem de g coincidem, e portanto, ¢ é sobrejectiva.

Grupo Il

Cotagdo do grupo por questdo/alinea: 1; 0.5, 1; 1.3; 1.7 valores

2
5. Calcule o seguinte limite lim z™""
z—0t

2
Trata-se de uma indeterminagao do tipo 0% = 0°. Para calcular este limite com indeterminacio,
vamos escrever a fungao f(z) de outra forma, usando a propriedade fof~!(z) = x, com as funcoes
exponencial e logaritmica. Isto permitir-nos-d usar uma propriedade da funcao logaritmica para
transformar esta indeterminagao numa outra de outro tipo. Assim, neste caso f(z) = elnf(@e
por isso,

2lnx

2
2 lim In(z)2+nz lim
1 24+lnz — z—0t — pz—0t+ 2+In=
1m (T € €

z—07F

In(z lim
( ) — 614»04’

_2
24+1Inzx

O limite que aparece em expoente ¢ uma indeterminacao do tipo =32. Este limite pode ser

calculado por aplicacdo Regra de Cauchy. Assim, o expoente vem,

[=

21 2
lim _emr lim

= lim 2=2
z—0+ 2+1Inx  z—o0+

r—0t

81

Deste modo,

2
1i = i TFinr = 2,
S0 = oy (e =

1
x+2

6. Considere a fungao h definida por h(z) =€




1
™ (2 +5)

(@ +2)"
Aplicamos a regra de derivagao da exponéncial, (e“)/ = u'e". Assim, temos

1\ 2
! x+2
hiz) = <x+2> e

(2

_1 1
= 7em
(z +2)?

(a) Mostre que b’ (z) =

Para calcular a 2% derivada temos que usar a regra da derivagdo do produto ((u.v)’ =
w'v + uv'):

(

((x+2) 2)I wh -1 -1 6#2

(x+2)% (z+2)°
= —(=2)(z+2) “””712+ L 46*2
(x+2)
i 1 2

46

@ (z+2)

A
4 (&

x+2)° 1:—1—2)

2x+2)+1 =

(90—1—2)
_ (2z+ 5)em
(v +2)!

como querfamos demonstrar.

(b) Estude as concavidades do gréfico da fungao h, e indique os seus pontos de
inflexao.

Para estudar as concavidades da fungao h, ha que estudar as propriedades (nomeadamente
o sinal) da segunda derivada. A segunda derivada de h tem, de acordo com a alinea anterior,
a seguinte expressao analitica:

Determinacao dos pontos em que a segunda derivada se anula e onde nao estd definida:

h"(z) =0

S Qr+5=0VeF=0) Az +22£0

@xz—%/\x%—?

O factor exponencial nunca se anula (como sabemos, a fun¢do exponencial é sempre posi-
tiva).

Podemos agora apresentar num quadro a variacao de cada um dos termos, e associar o sinal
da segunda derivada ao sentido da concavidade da funcgao h.




s + |+ ++ |+
2¢ +5) | — 0 + |+ |+
z+2* [+ |+ +]o |+
o[- 10 [+ [es [+ |
’h ‘ﬂ ‘Pto.Inf.‘U‘ss ‘U ‘

Podemos apresentar num quadro a variacdao de cada um dos termos, e associar o sinal da
derivada ao sentido de variagao da funcao h.

Podemos agora concluir acerca das concavidades da fungao:
— tem concavidade voltada para cima x € |3, —2[U]—2, 400];
— tem concavidade voltada para baixo x € ]—oo, —% [;

Em z = —g existe um ponto de inflexdo de coordenadas (—g, h (—g)) = (—g, 6_2) .

7. Seja ¢ uma fungao real de variivel real. Proponha um esbogo para o grifico da
funcao g que possua as seguintes caracteristicas:

e g é continua e tem um zero;
e r =1le x = —1 sao assimptotas verticais;

e y =z & uma assimptota obliqua e lim g(z)=0;
T——00

e g ndo tem extremos relativos e ¢’ (z) > 0 Vz € D,.

™
-
o

“ (e néo deixa de ser continua)
. L L ' f ' 1 1

0 $ 2 3 4 5 [ 7 3 =x
| A\tem de ser aberto, pois

assimplota e caso contrario a fungdo
vertical —_—— | a1 | z by
- -=F——! deixa de ser continua

41 !

..
N -
L 4

| I

| 11 |

L

(2]

12
T cd

| | >

| 68T | %" assimptota
5T - obliqua

|
ot |

| L T

| : <— tem de ser aberto pois
2T I & - caso contrario existiria um

I 1+ 1 minimo relativo

| 0

1

N

|

8. Suponha que possui um terreno aberto limitado apenas por um muro de um dos
lados (ver figura). Suponha que pretende vedar uma parte do terreno em forma de
rectidngulo aproveitando, de um dos lados, o muro ji existente. Sabendo que tem
disponiveis 600 euros e que o prego da vedagao por metro é de 3 euros, qual é a drea
maxima de terreno que consegue vedar.

Sejam y o comprimento do lado oposto ao muro e x o comprimento do outro lado do terreno a
vedar.




Pretende-se saber qual a drea médxima de terreno que é possivel vedar. Comegamos, por isso,
por escrever a fungdo a maximizar. A drea de um rectangulo é dada pelo produto dos dois lados.
Assim:

Alz,y) = 2.y

Estao envolvidas duas varidveis. Os restantes dados do problema permitirao colocar uma destas
varidveis em fungao da outra. O perimetro do conjunto de trés paredes de vedagao a construir
¢ dado por P(z,y) = 2z + y. Assim, para obter o custo total (600 euros disponiveis) temos
apenas que multiplicar o perimetro de vedagao pelo preco de cada metro da mesma (3 euros).
ATENCAO: NAO MISTURAR OU CONFUNDIR GRANDEZAS DE NATUREZA DIFERENTE (COMPRI—
MENTO E CUSTO)! DOS DOIS LADOS DA EQUAGAO DEVEM SURGIR GRANDEZAS DA MESMA
NATUREZA!

600 = 3(2z +y) <
600

&y =200 -2z

Agora podemos escrever uma expressao para a fung¢ao a maximizar, dependente apenas de uma
varidvel:
A(z) = 2.(200 — 2z) = 200z — 22>

Para calcular o maximo da funcéo drea, basta procurar os extremos relativos e provar que existe
um méximo relativo. Comecamos por calcular a derivada e determinar os pontos em que esta
se anula.

Al(x) = 200 — 4z

A'(x):0®200—4x:0<:>:c:211@(#:1::50

Existe um extremo relativo em z = 50. Temos agora que demonstrar que a fungao tem um
méaximo neste ponto. Examinamos por isso o comportamento da derivada de A(x) em torno
deste ponto. (S6 tem sentido considerar valores x > 0, porque x é um comprimento):

| o ]s0 | ]
A+ [0 -
A /| Maz. |\,

A outra dimensao da vedagao é y = 200 — 2z = 200 — 2 x 50 = 100 metros.

Assim, a drea maxima de terreno que se consegue vedar é A4, = 50 x 100 = 5000 m2.

Grupo I

Cotagdo do grupo por questdo/alinea: 1.2; 1, 1.2, 1.4, 1.2 valores

xr— 2
V2 -4z +1

Determinar a funcao f (z) que tem por derivada [ (z) = ﬂ%ﬁfﬂ) e que verifica f (0) = 2.
e —4ax

. Determine a func¢ao f cuja derivada é f'(x) = e que verifica f (0) = 2.

Temos que [ f'(z)dx = f(z) + ¢ com ¢ € R, logo calculemos o valor de [ f'(z)dz. Seja

-2
/ x de = | (z —2)(z? —4$+1)_%d$

V(2?2 — 4z +1)

1
= - / (2z — 4)(2? — 4z + 1)7%daz
2 ) ———A v

u/ um




n+1
como [w'u"dr = 45 + ¢, c € R, vem que

N

x—2 71(:1: —4x+1)
\/ 4ZL‘—|—1 2 —§+1

Agora falta calcular o valor da constante ¢ tal que f(0) = 2. Seja

N[

—|—c:(x2—4x+1) +c, ceR.

f(0) =2
& ()2 +c=2
Sc=1

N

Resultado final, a funcdo f(z) que verifica as condi¢des é dada por f(z) = (z® —4z +1)2 + 1.

. Calcule as seguintes primitivas:

(a) /63$ +3dx

edf

3z
/6 3~ da:+/d:1;
e
:/e%dsw?,/exdx
1 2z —x
= - 2 eVdr—3 | —e Pdx
2 W

u/ un

1
= 562”” -3¢ %+¢, ceR

1 -
/ — In(z)dz vamos aplicar primitivagao por partes, temos
T N~

=~
f/

° f/— 2:>f ffl d$_fm2d 722111:—1'71
e g=In(z ):>g =3z

g




3+ + 3z +1
(c) 5 dx
i+ — 2
3 2 ~ . . . . 2+
e ;2“" ;;39”2“51:3 estamos perante uma fracgao racional cujo grau do polinémio que estd em
denominador é inferior ao grau do polinémio que estd em numerador vamos efectuar em

primeiro a divisao dos dois polinémios, donde se obtem:
4?43z +1=(2)(a® +x—2)+ Bz +1)

e consequentemente,
342?43 +1 5z + 1
=X —I— —_—m
2+ x—2 2+ x—2

e portanto, o integral dado inicialmente decompoe-se da seguinte forma:

/x3+x2+3x+1d / J +/ 5x+1

= [ xdx

224+ x—2 24— 2

O primeiro integral é imediato no segundo temos que utilizar o método dos coeficientes
indeterminados para decompor a fraccao racional em fracgoes simples.

Em primeiro lugar temos de factorizar o polinémio que estd em denominador; usando a fér-
mula resolvente determinamos duas raizes reais, t = 1 e x+ = —2 ambas com multiplicidade
1. Entao a decomposicao é a seguinte:

setl A B
(x—1D(z+2) -1 z+2
S5z +1 A(z+2) B(zx—1)

T E-De+2) @-D@+2)  (@+2)(@-1)
& (Bbr+1)=(A+B)r+ (24— B)

5 = A+B
1 = 2A-B
A —
B =

;= (gil) + & +2) logo o integral inicial é calculado usando a

—+21n|m—1|+3ln|33+2|+c ceR.

t

T

e, entdo, temos (x—51gc)sz1+2

decomposicao encontrada

xdr +

/a: + 22 +3x+1
2+ —2

(d) / ser; dx fazendo a substituicao t = cosz.
cos

t =cos(z) & 4 = —sen(z) & —dt = sen(z)dr, entdo temos apds a substituicio o seguinte,

—dt
tT _/—t_sdt




efectuando a substituigdo ¢t = cos(x) vem finalmente

_ 1
"~ 2cos?(x)

+c, ceR.

10



