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1. Sejam f e g duas fungoes definidas por f(z) =22 -2rx -3 e g(z)=1-3In(1 —2).

(a) Mostre que g é injectiva.
g € injectiva se e s6 se Va,b € Dy, g(a) = g(b) <= a =b. Assim:
g(a)=g(b)
<1-3In(l—a)=1-3In(1-10)
<Iln(l—a)=In(l-0>)
Sl—a=1-0
Sa=b

portanto, g é injectiva.

(b) Caracterize g—!

(ou imagem).

, indicando a sua expressao analitica, o dominio e o contradominio

Expressao analitica:

g9(x) =y
<1-3ln(l—2)=y
-1
<:>ln(1—$):y7
-3
y—1
Sl-—xz=e¢-3
1—y

11—z
portanto, g ' (z) =1—¢ 3 .
Contra-dominio (ou imagem) de g~—!: Im (g_l) = D, pois g é injectiva.
Ora, Dg={zeR:1-2>0}={zecR:1—-2>0} =]-o00,1].

Dominio de g~ Dgy-1 =Im (g). Seja = € Dy, entao

—oco<ax <l
-l1<—-z<00
O0<l—z<o0
—co<In(l—2)<o0
—0<1-3In(l—2) <o

e, portanto, D,-1 = Im (g) = R.




(c) Caracterize g o f, indicando a sua expressao analitica e seu o dominio.

Expressao analitica:

gof(m):g(f(m)):g(xQ—Qx—B):1—31n(1—$2+2x—|—3).

Dominio de g o f:

Dy ={x€R:xzeDsAf(x)€ Dy}

D; =R, porque f é uma funcao polinomial ;

Dy =]—00,1[,logo f(z) € Dy 22— 22 -3 <1<=2?-22-4<0
Zeros de x2 — 22 — 4 :

22— 22 —4=0
sr=1-V5ve=1+V5

estudando o sinal da parabola:

1—+/5 1++5
2 —2x—4 | + 0 — 0 +

conclufmos que f (z) € Dy <=z € |1 — 5,14+ V5][.
Enténgof:{xeR:mER/\:UE]l—\/g,l—l—\/g[}:]1—\/5,1—1—\/5[.

2. Seja h definida por

(a) Analise h quanto a continuidade (em todo o seu dominio).

O domfnio de h é R (porque 1+ €3* tem domfnio R e In (ﬁ) tem dominio |—1, oo

e portanto estd bem definida para z > 0).

Para z > 0: h(z) =In (ﬁ) é uma fungao continua, porque é a composta das fungoes

Inz com (ﬁ), que sao ambas continuas.

Para x < 0: h(z) = 1 + €3 ¢ uma funcio contfnua, porque é a soma das fungoes
continuas 1 com e3* (que é contfnua porque ¢ a composta das fungdes continuas e com

(3z)).

Para « = 0: temos que analisar a continuidade pela defini¢do

lim h(z)= lim (1+e*)=1+¢"=2

rz—0~ rz—0~

lim h(z) = lim In(— () =In1=0
im )= lim In =1In —1lnl =

z—0~ rz—0~ z+1 0+1

Como os limites laterais de h em 0 sao diferentes, concluimos que h nao é continua em
x = 0, e, consequentemente, h nao é continua.

dh
(b) Determine T (x), justificando convenientemente a existéncia, ou nao, de »'(0).
x

1 !/ 1
Para z > 0: h(z) =In (Til) logo, 1 () = {E1) = TG _ —
z+1 z+1

Para 2 < 0: h(x) = 1+ €3 logo, W' (z) = 1" + (3z)’ 3* = 3’7,

Para £ = 0: como h nao é continua em x = 0 entao nao tem derivada em 0.

1
-1 0
Portanto ' (z) = { 3;”?31 ZE i z 0




(c) Determine a equagao da recta tangente ao grafico da funcao h no ponto de
abcissa r = —2.

A férmula da equagao da recta tangente é: y — h (zg) = b/ (zg) (x — x0), onde
Ty = —2

h(zo) =h(=2)=1+¢5

B (z¢) = B’ (—2) = 3e~©

Assim, a equacao da recta tangente é:

y—(1+e %) =3C@@+2)«=y=3e z+7e°+1

3. Segundo o Teorema de Rolle: "Seja f : [a,b] — R é uma fungio continua em [a,b] e
derivavel em Ja,b[. Se f(a) = f (b), entdo existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) =0."

Seja f () = e sen(mz), usando o teorema de Rolle, mostre que f’ tem pelo menos um
zero no intervalo |-2, —1].

e f & continua em R porque é o produto das fungoes continuas e* com sen (wz) (esta é continua
porque é a composta das fung¢les continuas senx com (7m:)); portanto, em particular é
continua em [—2, —1J;

o [/ (z) = e”sen(mx)+me” cos(mzx), que estd definida em R, e portanto é derivavel em |—2, —1].

o f(—2)=¢e2sen(—2m) =0=c tsen(—7) = f(-1)

Temos, portanto, que f satisfaz as condi¢oes do teorema de Rolle em [—2, —1].

Entao pelo teorema de Rolle, f’ tem um zero no intervalo |—2, —1[.

4. Na figura seguinte estd, parcialmente, representado o grafico da fungao g. Determine
a expressao analitica que define a funcao.

y

Segundo a figura verificamos que se trata de uma fungdo continua e derivdvel com trés zeros:
emz=—1;emx=1;em x=3;equeg(2) =1
Sendo assim, g pode ser uma fungao polinomial de grau 3 da forma:

g(x)=Cz—(=1)(—-1)(z-3)
onde C' é uma constante diferente de zero tal que g (2) = 1. Vamos determinar C":

g(2):1<:>C(3)(1)(—1):1<:>C:—é.

Portanto g (z) = -3 (z+ 1) (z — 1) (z = 3) = —32® +2? + Lo — 1.
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5. Calcule o seguinte limite lim (e” + 3z

xr—

lim /() = lim (" + 3z)2=

r—0




Trata-se de uma indeterminacao do tipo 1°°. Para calcular este limite com indeterminagcao,
vamos escrever a fungao f(z) de outra forma, usando a propriedade fof~!(z) = x, com as funcoes
exponencial e logaritmica. Isto permitir-nos-4 usar uma propriedade da funcao logaritmica para
transformar esta indeterminac¢ao numa outra de outro tipo. Assim, neste caso f(z) = enf(2)g
por isso,

. 1 . . In(e*43
lim (ex + 3:6)% _ ehmm_,o In(e®+3x) 2z _ ellmz_.oﬁln(ez-i-?)x) _ ehmm_>0 n(e2;r x)

z—0

O limite que aparece em expoente é uma indeterminagao do tipo %. Este limite pode ser calculado
por aplicacao Regra de Cauchy. Assim, o expoente vem,

. In(e” +3x) jﬁi_, e"+3 4
iy P = iy = g = 2

Deste modo,

lim f(z) = lim(e” + 3:13)% — 2
x—0 r—0

6. Considere a fungao h definida por h (z) = P

(a) Calcule o dominio de h.

Dh:{xGR:mQ—ii#O}
:{:EER:$2#3}
:{:ceR:x;é—\/g/\:r;é\/g}
:R\{—\/ﬁ,\@}

(b) Determine, caso existam, as assimptotas do grafico de h.

e Para determinar as assimptotas verticais consideramos os pontos em que h(x) é de-

scontinua, = —V/3 e & = /3, e calculamos os limites laterais nesses pontos.
lim h(z)=—oc0
z——y3"
lim h(z) =+o0
x——+/3"
lim h(z) =+o0
ac—>\/§+
lim h(z) = -0
x——+/3"
Assim, = —/3 e 2 = /3 siio duas assimptotas verticais do grafico de h(z).

e Quanto as assimptotas horizontais, examinamos o comportamento da funcao quando
r — —o0 e quando z — +o0.

. . e’ 0
lim h(r)= lim ———Wp=—"=
T——00 T——00 T4 — 3 “+00

Assim, existe uma assimptota horizontal quando x — —oo de equagéo y = 0, e esta é,
portanto, a tinica assimptota nao vertical quando z — —oo.

e.’l?

asggloo @) = xkrfoo 2 -3




(c)

onde vamos obter uma indeterminagao do tipo 3>. Como as fungdes que figuram no

numerador e no denominador sdo continuas e derivdveis, podemos aplicar a Regra de
Cauchy sucessivamente até deixarmos de obter indeterminagoes do tipo :

T x x

. € .
lIlm ——= lim — = lim —
z—400 22 —3  2—+c02r z—+oo 2

(&
:+OO

Assim, concluimos que néo existe assimptota horizontal quando x — —+o00, e, quando
muito poderd existir uma assimptota obliqua quando x — +oc.

e Analisemos, entao, a existéncia de assimptota obliqua quando z — +oo, de equagao
y=mzx+b:

. h(z ) e’
m= lim —= = lim —F—/
rz—+oo I z—+oo z(z? — 3)
que se trata de uma indeterminagao 2. Como as fungoes que figuram no numerador e
no denominador sao continuas e derivdveis, podemos aplicar a Regra de Cauchy.

er er

IBIJPOO x(x? — 3) - IETOO 3x2 —3

que é de novo uma indeterminagao do tipo 5. Podemos voltar a aplicar a Regra de

Cauchy até deixarmos de ter indeterminacoes deste tipo.

e:r T

lm ———= lim — =

e
im — = 400
z—+00 322 —3 z—+4c0 6 z—+00 6

Concluimos, pois, que nao existe uma assimptotas obliquas quando z — 400 (nem
quando z — —o0).

e” (1"2 72273)
(22-3)°
Aplicamos a regra de derivacao do produto,

Mostre que b/ (z) =

.

! i
’ U v —uv
(wv) = ———

Assim, temos

’ () (22 —3) —e®(2? —3)  e".(2?—3)—e* 2z  e"(2® — 2z —3)
h (I) = ($2 _ 3)2 = (1:2 — 3)2 = (mQ — 3)2

como querfamos demonstrar.

Estude a monotonia da fungao h, e indique os seus extremos relativos.

Para estudar a monotonia da func¢ao h, hd que estudar as propriedades (nomeadamente o
sinal) da sua derivada. A derivada de h, com a expressao analitica,

/ e*(x? —2x — 3
h (z)= ((x2—3)2 )

contém vérios factores com as seguintes caracteristicas:

e ¢¥ | funcao exponencial, tem sempre sinal positivo;

e (22 —3)? & um factor sempre positivo (¢ um quadrado), excepto para os valores de x
onde a fungao é descontinua;
, o , —(—2)++/(-2)2—4xlx(-3
e 22 — 2z — 3 é um polinémio o 2° grau com rafzes: x = (=2) (Qz)l (=3) _ %;

r=—1Vzx=3

e “ss” tem o sentido de “sem significado”.




e + [+ [+] + [+ +]+ +
e 22 -3 + | + [+ O |-]-1-160 +
(=32 [+ 0 |+] « | +]0|+] + +
W (z) + ss | + 0 - ss | - 0 +
h(z) ' 88 Cl Max | N, | ss | N, | Min |

Podemos apresentar num quadro a variacdo de cada um dos termos, e associar o sinal da
derivada ao sentido de variagao da funcao h.
Podemos agora concluir acerca da monotonia da funcao:

¢ monotona crescente para z € | —oo0, —\/3[ U] —V3,-1 [U]3, +o0[;

__ & monotona decrescente para x € ]—1, \/§[ U } V3, 3[;
Em z = —1 existe um maéximo relativo e em x = 3 existe um minimo relativo:

_ Méximo relativo de h (z): h(—1) = —1;
Minimo relativo de h (z): h(3) = §;.

. Seja ¢ uma fungao real de varidvel real. Proponha um esbogo para o grafico da
funcao g que verifique as seguintes caracteristicas:

e g é continua e tem apenas tem um zero em z = 1;

e g tem um tnico ponto de inflexao e lir}rq g(x)=1;
Tr—T00

e x = (0 é uma assimptota vertical ao gréfico de g;

-2 0 3
e sinaldeg | —| 0 | + | nd. |+ | nd. | —
sinaldeg’” | +| + | + | nd. | — | nd. | +
A Y assimptota vertical em x=0,

4| onde g(0) nao existe,
J porque g tsm que ser continua

/ _ ponto anguloso onde
/ /" nédo existe g'nemg”

mas € o unico ponto de
inflexdo possivel, e
portanto g(3) tem de existir

Tem um so
zero em x=1

minime
relativo em
x=-2
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—_ __ e que verifica f (0) = 0.

8. Determine a fungao f cuja derivada é [’ (z) = @ 12)

Temos que [ f'(z)dz = f(z)+ ¢ com ¢ € R logo calculemos o valor de [ f'(z)dz. Seja

62:1,‘ . . B
/Mdm:/e2 (62 +2) 3dl‘

1/ 22/ 2 -3
=— [ 2e“(e*" +2) % dx
2 \//SW)_J

u wn

1
como [wudr =% — +¢, ¢ € R, vem que

n+
n+1
2x 1 2x 2 -2
/6 d:c:fi(e +2) +c
(€22 +2)° 2 -2
1

= —Z(em +2)"2 4 ¢, com c € R.

Agora falta calcular o valor da constante c tal que f(0) = 0. Seja

f(0)=0
1
& _1(60 +2) c=0
1
= —1(3)_2 +c=0
- 1
c=—.
36
Portanto, a funcao f(z) que verifica as condigdes é dada por f(z) = —i(eh +2)72 ¢ %.

9. Calcule as seguintes primitivas:

2
NEES dx
T

/Vi”dm:/ﬁdﬂ/zdx
/dw+2/ —dx

—/ 124z 4 2n|z| + ¢,c € R,

= / 1 o= Y2dx + 2in || + ¢
w um
p-1/2+1
= — +2nlx|+c
| =

=222 1 2In |z| + ¢
= 2(vz +In|z]) +c,c € R

(b) [ (#*+ 3z +2)Inx dx




3 32 3 32
/(:c2+3:c+2)lnxda:: (g—#;—&-%)lnx—/(g—kg—i—?x)\%dx
fl g ' g !
f f g
x3+3x2+2 1 /x3+3$2+2x J
==+ —— ) nz — oo T o |ax
3 2 3z 2r «x
73 3x2 2 3z
—<3+2+2x>lnx—/<3+2+2>da@
3 2 3 2
3
:<$3+§+2x>lnx—<g+z+2x>+C,C€R-

x—1
c ——dx
(c) / o
Como estamos perante uma fraccao racional cujo grau do polinémio que estd em de-

nominador é superior ao grau do polinémio que estd em numerador, vamos decompoOr a
fracgdo como uma soma de fracgoes simples.

Em primeiro lugar, vamos factorizar o polinémio que estd em denominador:
B+ =2%(x+1)

e vemos que tem duas raizes reais, x = 0 com multiplicidade 2, e, x = —1 com multiplici-
dade 1.

Em segundo, decompér a fracgdo como uma soma de fracces simples:

r—1 A E C

22(x+1) ;+x2+(x+1)
x—1 (A+C)2? + (A+ B)z + (B)

R =
22(x+1) 22(x+1)
s(x-1)=(A+C)2®+(A+ B)z + (B)
<491 = A+B < B = -1
-1 = B cC = =2
entao temos x;g;il) = % — % — xi—i—l Entao, por fim, o integral inicial é calculado usando

a decomposicao encontrada:

z—1 2 1 2
/<a:3—|—:c2)dw—/(:z:_x2_:c+1)dx
1 1 1
:2/dm—/2dm—2/ dx
x T r+1

= 2In|z| — /:1:2dx —2ln|lz + 1] +c¢

-1
= 2ln|x| — x—l —2njlz+1|+c

=2n|z| + 27! —2n|z + 1| +c,ceR

1
(d) /de fazendo a substituigdo = = 2cost.
x

V16 — 4z2

x = 2cos(t) = 22 = 4cos?(t)




x = 2cos(t) = fl—’f = —2sen(t) & dr = —2sen(t)dt
A raiz vai ser substituida da seguinte forma:

V16 — 422 = /16 — 4.4 cos? t = \/16 (1 — cos? £)

e como pela Férmula Fundamental da Trigonometria temos sen?t + cos?t = 1 < sen?t =
1 —cos?t , donde

V16 (1 — cos?t) = V16 sen?t = 4sent

Agora, efectuando a substituigao no integral, obtemos o seguinte:

1 1
- - = -
/xQ\/16—4x2 o /40032t*4sent

_/ —2sent dt
) 4cos?tx4sent
1 1
S dt
8/cos2t
]']/ 2 tdt
=—— [ sec
8

(—2sent)dt

= —é tgt+c
voltando & varidvel inicial, temos que:
cost = §
e como V16 — 422 = 4sent < sent = 7”64749”2
sent @ _ V16—42? _ Vi

= >, e portanto, obtemos:

vem que tgt = = 5z p

cost

z
2

1 14 — 22
—tgt+c=—-——"F¢ cEeR.
8 8 T

Fim




