Capitulo VI
Primitivacao

6.1 Definicao de Primitiva. Relacao entre primitiva e derivadas.

Dada uma fungdo F ja sabemos determinar uma nova fungdo F’ que se obtém da anterior

através da derivacdo. Pensemos no problema ao contrario:

Dada uma fungdo f, serd possivel determinar uma

outra fungdo F tal que F'(x)= f(x)?

A uma tal fun¢do F' chama-se primitiva ou integral de f .
Tal como ha regras para a derivacdo, vamos encontrar regras para a primitivagdo ou

integracao.

Definigdo:
Uma fun¢do F é uma primitiva ou integral de uma fungdo f :1 — IR se
F'(x)=f(x), Vxel

(I é um intervalo ou reunido finita de intervalos).

Exemplo:
1) F(x)=x"+x éuma primitiva de f(x)=2x+1.

G(x)=x"+x+2 também é uma primitiva de f(x)=2x+1.

H(x)=x>+x-30 também é uma primitiva de f(x)=2x+1.

2) Uma primitiva de f(x)=e> +x* é F(x)= %ezx %—%x3 , outro exemplo também pode

ser G(x) zée“ +%x3 +5. De facto, tem-se F'(x)=G"(x).
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Teorema:

Se F, G sdo duas primitivas de [ : 1 — IR, entdo F e G diferem apenas numa constante,

isto ¢, existe C constante, tal que G(x)=F(x)+C, Vxel.

Segundo este teorema ndo se tem uma so6 primitiva de uma fungdo, mas sim uma familia
de primitivas, cuja diferenca entre elas ¢ uma constante. Assim, podemos dizer que uma

primitiva ¢ @inica a menos de uma constante.

Notacio:
Para indicar uma primitiva geral de f (nos termos do teorema anterior), utiliza-se a

notacgdo:
[f(x) dx
/ \ Indica em ordem a
\ que variavel se vai

Sinal de integral .
primitivar

Funcgdo a primitivar

Escreve-se [ f(x)dx=F(x)+C quando F'(x)= f(x). C é a constante de integragdo.

Exemplo:

1

N 3) [e'dx=e"+C

dx=+x+C 2) Ildx:ln(x)+C,x>O
X

6.2 Primitivas imediatas. Regras de primitivacao.

Como vimos pela definicdo a primitivagdo ou integracio € a operacao inversa da derivacao
e portanto temos as seguintes propriedades:

. jF'(x) dx=F(x)+C;

o« Ly a)=reo.
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Esta relacdo permite obter directamente propriedades e primitivas de varias fungdes a partir

das propriedades e tabelas de derivagao:

Férmula de derivagao

Formula de primitivagdo

—(C)=0 [0dx=C
dx
d
—(ax)=a Jadx=ax+C
dx
d 5 n+l
_( n):”xnl [x" dr=2—+C para (n#—1) (¥)
dx n+1
i(Zn(x))z 1 jl dx = In|x|+C (**)
dx X X

i (sen(x)) =cos(x)
dx

[cos(x) dx=sen(x)+C

i (cos(x)) =—sen(x)
dx

[sen(x) dx=—cos(x)+C

i(ex):ex Jet dx=e"+C
dx
i(arctg(x)): | dx=arctg(x)+C
dx 1+x7 1+x°
d 1 1
—(arcsen(x))= | dx=arcsen(x)+C
dx 1-x° 1-x°

(a e C sdo constantes.)

A formula (*) ndo ¢ valida para o caso em que n = —1, nesse caso aplica-se a formula (**).

Exercicio:

Verifique que 4 (ln|x|) = l
dx X

Proposicaio:

Tal como a derivagdo também a primitiva¢do é uma opera¢do linear, isto é:

. jk. f(x) dx = kj f(x) dx

o [re+e]dx=[r(x)dc+[g(x) dx
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Exercicio 2:

Calcule as seguintes primitivas.

1) j(3x4_2x+5)dx 2) j’%ldx
2 _ d
3) j3"x2 2 i 4) jx—;“

Resolucdo de 4)

dx 1

—-——+C.
LA
Observacao:
y -
Se considerarmos x >0 comparemos o grafico das o=1
A o 1 .
trés diferentes primitivas de f(x )=?. Os gréficos c=0 X

~ 1
correspondem a fungdes da forma ——+C, para valores
x

de Ciguaisal,0e-1:

Exercicio 3:
Determine a primitiva F da fun¢do f(x)=2x+e™" tal que F(0)=3.

Resolugdo:

1°) Calcular a primitiva de /"
(2x+e_x)dx: 2x dx+|e dx=2|xdx+|e " dx = 2x—2+C1 +le " dx=
2

:x2+C1+Je"X dx

Lo N A S N
E facil de ver que uma primitivade e ¢ —e ™ ™: d—(—e )ze "
X

Logo j(2x+e_x)dx:x2 +C —e+C,=x"—e " +C=F(x).

Note-se que a soma das constantes C,, C, ainda ¢ uma constante, C.

2°) Determinar C de modo que F (0)23:
F(0)=0"-¢"+C=3 o -1+C=3 & C=4

Arespostaé F(x)=x>—e " +4.
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Nota:
®  Podemos sempre verificar se o resultado de uma primitiva estd ou ndo correcto, por
derivacdo;
® Resultados de uma primitiva aparentemente distintos podem, na verdade, diferir entre
si apenas em uma constante;
e Ha funcdes que apesar de serem elementares a sua primitiva ndo € elementar, por

- sen(x
exemplo e < e #
X

6.3 Primitivacao por substituicio.

Ja vimos como calcular primitivas de fungdes simples a partir da tabela de derivagao.
Passemos agora a fungdes mais “complicadas”.
A Regra da Cadeia (ou regra da derivada da fung¢do composta — rever pagina 108) para

derivacdo de uma funcio composta ¢:
d
—=Fu(x) = F'(u(x)a'(x)
dx

Relacionando a regra da cadeia com a primitivagdo temos:

_[F'(u(x)).u'(x) dx= F(u(x))+C

Exemplo:

Seja f(x)=e" onde k é uma constante diferente de zero.

Pretende-se determinar 'fke M x .

Podemos encarar a fun¢do f como composta das fun¢oes u(x)=kx e F(x)=e".

Entdo, temos que:
e F (u (x)) =M
o F'(u(x)) u'(x)=ke™ (derivada da fungdo composta).

J J‘ke’“dx =J.F'(u(x))‘ u'(x)dx = I[F(u(x))] ‘dx =F(u(x))+C=e"+C
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Se em vez de J.kekxdx tivermos J.ekxdx , 0 problema é de facil resolucdo pois
je’“dx = J‘Ee’“dx = lJ‘kek”dx
k k

. ! 1 o
e este integral ja sabemos calcular e portanto je’“dx = ;e’“ +C.

Exercicio:
a) Calcule a primitiva da funcdo f(x)= 2xe* .
Resolucio:

Fazendo u(x)=x* -1 vem que

jf(x)dx = J2xex2_ldx= ju'(x)e”(")dx = J‘(e”("))' de=e'™ yC= 4

b) Jerxz_ldx

Resolucio:

Fazendo u(x)=x%—-1, u'=2x vem que

.[25 e* Vdx= J'(e)‘z_l ) dx=e" 7 +C
M ——

e

oV
c) j N dx
Resolugdo:
Fazendo u(x)=+x -1, ,——_ podemos escrever o integral como IL V14, , MAs
2x Jx

, 1 1
sO aparece o factor —— em vez de ——=. Ora este problema resolve-se

Jx 2x

multiplicando o integral por % :

u,. ' ell ell
1 — ——

Jx-1 | Jx-1
—e" Tdx=2|——=e """ dx=2e +C.
J Jx J 2x
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Deduzimos assim uma férmula mais geral de primitivagdo da fung¢@o exponencial:

ju’e” dx=e"+C

Ora esta formula pode, também, ser deduzida tendo em conta que se u ¢ fungdo de x :

i(e“()‘))zu'(x)e”()‘) €)) ju'e“ de=e"+C
dx
Procedendo de forma analoga temos:

d u”+1 ; un+1

e el el @) [u'u dx:n+l+C,sen;t—1
4 (1nfuf) =~ 3) | g =1l + C

dx u u

di (sen(u)) = u'.cos(u) (4) [u'.cos(u) dx = sen(u)+C
X

di (cos(u)) = —u' sen(u) %) J— u'sen(u) dx =—cos(u)+C
X

d u'

—(arctg(u)) = > (6) j 5 dx =arcig(u)+C

dx 1+u

— (arcsen(u)) = u 7 J u dx = arcsen(u) +C

1—u? V1-u?

Exemplo:

a) JZx.(xz + 1)5 dx

Resolugdo:
u5
& s ()c2 + 1)6
Fazendo u(x)=x>+1, u'= 2x , logo J.Zx(x2+1) dx= +C

3x? +4
+4x

b)j

Resolugdo:

Fazendo u(x)=x>+4x, u'=3x> + 4, logo

d —jmdx —lnx +4x|+C

x” +4x

>+ 4x
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O que fizemos nos exercicios anteriores foi reconhecer que a fungdo integrando, podia ser
escrita como a derivada de uma fungdo composta.
Esta técnica pode ser usada de uma forma mais sistematica pelo chamado Método de

substituicio de variavel para o qual existe uma notacdo particularmente adequada e pratica:

Suponhamos que queremos calcular I Fu(x)) u'(x) dx.

. du du )
Se u(x) for derivavel temos o =u'(x) encarando P como um quociente, temos:
X

x
du =u'(x) dx
Entdo, com esta notagdo
S () du F(u)
Ou seja:
If(u)du =F(u)+C
Exemplo:
Ix x? +4dx
Resolucdo:

O célculo deste integral pode ser feito do seguinte modo:

. e . du 1
Consideramos a substitui¢do:u = x* + 4 . Entdo - =2x e portanto Edu =xdx
X

Logo Jx x? +4dx =J\/x2 +4.xdx= 'f\/u%du =%J\/udu
— —
Vu ldu
2

Calculamos a primitiva expressa em fungdo de u :

%+1
%jmu:%q
/2+1

Como 0 nosso objectivo ¢ a determinagio de uma primitiva de xvx* +4 substituimos

+C=%u3/2+C

por fim u por x* +4 obtendo:

3/2
%u3/2 +C =%(x2 +4) +C
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Este ¢ o método de substituicio para o calculo de primitivas ou integrais e deve ser

empregue sempre que o calculo do integral j f(u)du for mais simples.

Exercicio:

Calcule os seguintes integrais usando o método de substituicao:

x? 2
a) jxe dx fazendo u =x
1+4/x
b) dx fazendo u =+/x ;
%
c) jmdx fazendo u = In(x)
2x
d J L i
xIn(x)
1
e) |———dx
I Jx (1 + x)
X
f) dx
J 9—4x?
Jx ituicdo u =/x . ~ e
g) je dx (faga apenas a substitui¢do u =+/x, a continuagdo da resolugdo implica
a utilizagdo da técnica de primitivagdo por partes, que sera dada a seguir).
Resolugéo:
2
a) Ixex dx

Se u=x’ entdo @=2x & ﬂzxdx.
dx 2

Logo Ixexzdx zjexzxdxz je“du =" +C=e" +C.
1 dx

Se u:\/; entao ﬂ:_ S 2du=

dx  24x ﬁ

dx

1++/x

\/_x dx:I2(1+u)du:.[(2+2u)du:2u+u2 +C=2Jx+x+C.
X

Logo I
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c) J‘de

2x
Seuzln(x)entﬁoﬂ:l = du:@@ﬂzﬁ
dx x X 2 2x
In(x) dx du 1 1u? (Inx)*
LOgO Iz—xdx:jln(X)'z—x:IMTZEIMdu _57+C: 4 +C
1
d d.
Vo ®
Se u =1In(x) en‘cﬁoﬂ:l = duzﬁ.
dx x X
Logo'[ dxz.[ ! -ﬂz'[ldu=ln|u|+C=ln|ln(x1+C
xIn(x) In(x) x u
1
e) |———dx
) '[\/;(H—x)
du 1 1
Se u=+/x entdo —=—— & 2du=——dx
dx  24x Jx

¢ 1 dx 2

1
Nl w e

Logo du = 2arctg(u)+C = 2arctg(\/; )+ C

H J-9—)§lxzdx

Se u=9—4x? entdo %=—8x & Lgduzxdx
x —_—

! xabczj‘l ﬂ=_—1J‘la’u =_—11n|u|+C=_—lln|9—4x2|+C
u 8 8

X
L dx =
ogoj9—4x2 ’ J9—4x2 u-8 8

g) J‘e*/;dx

Se uzx/; entéoﬂz & 2du=—dx.

1
dx  2x

1 . Ny
Mas — dx ndo aparece na primitiva.

Vx



Capitulo VI: Primitivacio 158

Entdo tendo em conta que u = Jx temos 2du = de & 2udu =dx.

Jx

Substituindo:
.[e‘/;dx = .[e“ 2udu = .[2ue“ du

(a continuacao da resolugdo implica a utilizacdo da técnica de primitivagdo por partes, que

sera dada a seguir).

Note que a partir do momento em que se substitui dx por du sO pode aparecer u na

primitiva.

6.4 Primitivacao por partes.

A regra para a derivagdo do produto de duas fungdes ¢é:

d(fg)

n =f'g+f¢

Entdo, em termos de primitivas temos:

J‘ (fgd J'fgdx+Jfgdx & fo= J.fgdx+Jfgdx
logo,
ff'gdx=fg—ffg'dx

esta ¢ a formula para o método de primitivacdo por partes.

Nota:
1. Aplicamos primitivagdo por partes quando temos as condigoes:
®  Queremos primitivar um produto de fungdes que ndo conseguimos primitivar
directamente, I f'(x)g(x)dx;
e Conhecemos uma primitiva de [, If'(x) dx=f(x);

* A primitiva I f(x)g'(x)dx é mais simples de calcular.
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2. Quando queremos primitivar um produto de fungées por este método, escolhemos uma

fungdo para primitivar, f', e outra para derivar, g. Essa escolha deve ser feita tendo

em conta os trés pontos anteriores.

Exemplos:

a) [x(x—1)%dx

(x=1)

? 9
+ Escolhendo /() = (x=1)" temos f()= "1 pois [(x-1)* dv =0,

e Escolhendo g(x)=x temos g'(x) =1

Aplicando a formula de primitivag@o por partes temos:

g [ g 1
jx(x—1)8dx=x(x D —jl(x PN €tV +C
Note que:

Se tivéssemos escolhido f'(x)=x e g(x)=(x—=1* ao aplicar a férmula de
primitivagdo por partes ficariamos com uma primitiva mais complicada para

calcular.

b) [xe dx

g f
e—Zx
Escolhendo f'(x)=e™" ¢ g(x)=x temos f(x)=[e **dx = 5 e g'(x)=1.
Aplicando a formula de primitivagdo por partes temos:
-2 S —jz 2 2 2
jxe_zxdx:xe —_[le dx = —x% +lje_2xdx:—xe +le
€7 -2 -2 2 2 2(=2

¢) szex dx
Escolhendo f'(x)=e* e g(x)=x? temos f(x) = _[exdx =e" e g'(x)=2x.

Aplicando o método de primitivagdo por partes temos



Capitulo VI: Primitivacio 160

d)

e)

Ora a primitiva J'2xex dx também ndo ¢ imediata, aplicando novamente o método

de primitivacao por partes da seguinte forma:

fazendo f'(x)=e" e g(x)=2x temos f(x) = Je"dx =e" ¢ g'(x)=2 e portanto

j2xex dx =2xe* — j2e’”dx =2xe* —2e¢" +C
P

Logo

J.xzex dx=x"e" — J.erx dx=x"e" — (2xe" —2e* )+ C=x’e"—2xe" +2e" +C

Note que:

Na segunda vez que se aplica a formula de primitivagdo por partes devemos
continuar a considerar como f'(x) =e".
Em geral, sempre que é necessario aplicar repetidamente o método de

primitivagcdo por partes devemos manter a escolha de f"

J arctg(x) dx

Note que:

Neste integral so temos uma funcdo para integrar. Mas ndo sabemos primitivar o

arctg(x). Entdo para podermos aplicar integracdo por partes olhamos para a

fungdo a integrar como l.arctg(x).

Entao jarctg(x) dx = jl.arctg (x)dx

Fazendo f'(x)=1 e g(x)=arctg(x) temos f(x)= jldx =xeg'(x)= oo
+X

Aplicando a formula de primitivagdo por partes temos

1

J arctg(x)dx = J.L.arctg(x) dx = x.arctg(x)— Ix S dx
fvT 1+x
¢ 2x
= x.arctg(x)—— dx
S e

= x.arctg(x)— % ln‘l + xz‘ +C

jln(x) dx (resolugdo analoga a anterior)
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f) .[ezx cos(x)dx

2x

Escolhendo f'(x)=e> e g(x)=cos(x) temos f(x)= 62

e g'(x) =—sen(x).

Aplicando a formula de primitivagdo por partes temos

2x 2x
J e cos(x) dx = %cos(x) - J 62 (= sen(x))dx
! g — z g'
S S
2x
= %n(x) + %J‘ez}‘sen(x)dx

Aplicando novamente primitivacdo por partes (e tendo em conta o que foi dito numa

nota anterior) temos que:

2 2
e’ e

5 sen(x)—j 5
7 7

_eMsenlx) 1 [ e cos(x)dx
2

X

jezx sen(x)dx = cos(x)dx
HT'H,_/ —

g g'

2
Assim
2x
je“ cos(x)dx = %’1@) + %jezxsen(x)dx
2% 2x
_e sen(x) +l e Se”(x) _lje” cos(x)dx
2 20 2 2
= e*'sen(x) _e™sen(x) _lj'ezx cos(x)dx
2 4
Note que:

O integral que aparece no 2° membro é igual ao inicial, entdo podemos passad-lo

oo ~ 2
para o primeiro membro e resolver a equacdo em ordem a Ie Y cos(x)dx :

2x 2x
[ cos(ayd = 80 , esenle) Lo oy
2x 2x

= éjez’“ cos(x)dx = e” sen(x) L sen(x)

4 ) 4

2x 2x
= jezx COS(x)dx:i e’ sen(x) L€ sen(x) L
5 2 4
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Exercicio:

Calcule as seguintes primitivas utilizando primitivagao por partes:

L. jsenz(x)dx 2. j XV x + 5dx
3. J sen(In(x))dx 4. j xIn(x)dx
X sen(x)
5. J~ xe. . 6. J'sen(2x)e dx

(1+x)?



