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6.6 Outras técnicas de primitivação: 
Primitivas de funções trigonométricas, 
Substituições trigonométricas, 
Racionalização de algumas de algumas funções.  

 

 

6.6.1. Integração de funções trigonométricas: 
Vamos agora ocuparmo-nos dos integrais do tipo  

( ) ( )∫ dxxcosxsen nm  

onde m,n  são números inteiros positivos. 

 

 

Já sabemos que: 

− ( ) ( )∫ +−= Cxcosdxxsen   ( 01 == n,m ) 

−  ( ) ( )∫ += Cxsendxxcos   ( 10 == n,m ) 

 

É fácil ver que: 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
1

1

−≠+
+

−=−−=
+

∫ ∫ n,C
n

xcosdxxcosxsendxxcosxsen
n

u

n

'u

n

n
32143421  

Note que se 1−=n  temos 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) Cxcoslndx
xcos
xsendx

xcos
xsendxxcosxsen

u

'u

+−=
−

−==∫ ∫ ∫−

321

48476
1  

ou seja, ( ) ( ) Cxcoslndxxtg +−=∫  

 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
1

1

−≠+
+

==
+

∫ ∫ m,C
m

xsendxxsenxcosdxxcosxsen
m

u

m

'u

m

n
43421321  

Note que se 1−=m  temos 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) Cxsenlndx
xsen
xcosdxxcosxsen

u

'u

+==∫ ∫−

321

876
1  

ou seja, ( ) ( ) Cxsenlndxxgcot +=∫  

 

 

Exemplos: 

1. ( ) ( ) ( ) ( ) CxsenCxcosdxxcosxsen +=+−=∫ 22

22

 

2. ( ) ( ) ( ) Cxcosdxxcosxsen +−=∫ 3

3
2  

3. ( ) ( ) ( )
∫ += Cxsendxxsenxcos

3

3
2  

 

 

 

Algum dos expoentes ímpar: 

Procedimento: Destaca-se uma unidade à potência impar e o factor resultante passa-se à co-

função através da fórmula fundamental da trigonometria: 

 

 

Exemplos:  

a) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 32  b) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 56

 

Resolução: 

a)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )∫∫

∫∫∫
−=

−==

dxxcosxsendxxcosxsen

dxxsenxcosxsendxxcosxcosxsendxxcosxsen

42

222232 1
C

ada um dos integrais resultantes é imediato, logo 

( ) ( ) ( ) ( ) Cxsenxsendxxcosxsen +−=∫ 53

53
32  
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b) Comecemos por escrever ( ) ( ) ( ) ( )( )2245 xcosxcosxcosxcosxcos
par.exp

== 321
. 

Pela fórmula fundamental da trigonometria tem-se que ( ) ( )xsenxcos 22 1−= , 

donde ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]43421321

senodefunção
emtudoficaquadrado

odesenvolveseqaundopar.exp

xsenxcosxcosxcosxcosxcosxcos 222245 1−=== . 

Assim, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫

∫
∫

∫∫∫

+−=

+−=

−=

==

dxxcosxsendxxcosxsendxxcosxsen

dxxsenxsenxcosxsen

dxxsenxcosxsen

dxxcosxcosxsendxxcosxcosxsendxxcosxsen

1086

426

226

2264656

2

21

1
 

Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxsenxsenxsendxxcosxsen ++−=∫ 119
2

7

1197
56  

 

2.  

a) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 33  b) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 57  

Resolução: 

a)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )∫∫

∫∫∫
−=

−==

dxxcosxsendxxcosxsen

dxxsenxcosxsendxxcosxcosxsendxxcosxsen

53

232333 1
C

ada um dos integrais resultantes é imediato, logo 

( ) ( ) ( ) ( ) Cxsenxsendxxcosxsen +−=∫ 64

64
33  

b) Comecemos por escrever ( ) ( ) ( ) ( )( )2245 xcosxcosxcosxcosxcos
par.exp

==
321

. 

Pela fórmula fundamental da trigonometria tem-se que ( ) ( )xsenxcos 22 1−= , 

donde 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]43421321

senodefunção
emtudoficaquadrado

odesenvolveseqaundopar.exp

xsenxcosxcosxcosxcosxcosxcos 222245 1−===  

Assim, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫

∫
∫

∫∫∫

+−=

+−=

−=

==

dxxcosxsendxxcosxsendxxcosxsen

dxxsenxsenxcosxsen

dxxsenxcosxsen

dxxcosxcosxsendxxcosxcosxsendxxcosxsen

1197

427

227

2274757

2

21

1

Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxsenxsenxsendxxcosxsen ++−=∫ 1258

12108
57  

 

3.  

a) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 25  b) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 43  

Resolução 

a)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
∫
∫

∫∫∫

+−=

+−=

−=

==

dxxcosxsendxxcosxsendxxcosxsen

dxxcosxsenxcosxcos

dxxcosxsenxcos

dxxcosxsenxsendxxcosxsenxsendxxcosxsen
cosapassar

642

242

222

2222425

2

21

1

4321

 

Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxcosxcosxcosdxxcosxsen +−+−=∫ 75
2

3

753
25  

b)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∫∫∫

−=

−==

dxxcosxsendxxcosxsen

dxxcosxcosxsendxxcosxsenxsendxxcosxsen

64

424243 1
C

ada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercício… 
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Ambas as potências pares: 

Recordar: 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( )acosbsenbcosasenbasen +=+  

No caso particular em que ba =  tem-se ( ) ( ) ( )acosasenasen 22 =  

 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bsenasenbcosacosbacos −=+  

No caso particular em que ba =  tem-se ( ) ( ) ( )asenacosacos 222 −=   

Como ( ) ( )asenacos 22 1−=  tem-se que ( ) ( )
2

212 acosasen −
=  (∗) 

Como ( ) ( )acosasen 22 1−=  tem-se que ( ) ( )
2

212 acosacos +
=  (∗∗) 

 

Exemplos: 

4.  

a) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 22  b) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 24  

Resolução: 

a)  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( )

( )
∫

∫

∫∫∫

−
=

∗=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡==

dxxcos

)(pordxxsen

dxxcosxsendxxcosxsendxxcosxsen

2
41

4
1

2
4
1

2
2

2

2
2

22

 

O integral resultante é imediato e fica como exercício...  

b) Note que agora não pode usar a mesma técnica da alínea anterior porque o 

expoente não é o mesmo. 

Neste caso como estamos a trabalhar com potências pares é necessário para o 

arco-duplo através das fórmulas (∗) e/ou (··). 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) )pordxxsenxcosdxxcos

dxxsenxcosdxxsen

dxxsenxcos

dxxcosxcos

xcosxcosxcos

dxxcosxcosxcos

dxxcosxsenxsendxxcosxsen

∗∗−
−

=

−=

−=

−−=

+−−=

+
⋅

−
⋅

−
=

=

∫∫

∫∫

∫

∫

∫

∫
∫∫

(22
8
1

2
41

8
1

22
8
12

8
1

221
8
1

2121
8
1

212121
8
1

2
21

2
21

2
21

2

22

2

2

22224

4444 34444 21

 

Os integrais resultantes são imediatos e ficam como exercício... 

 

 

 

Consideremos integrais do tipo   

( )
( )∫ dx
xcos
xsen

n

m

, 
( )
( )∫ dx
xsen
xcos

m

n

 

onde m,n  são números inteiros positivos. 

 

Já sabemos que: 

− ( ) ( )
( ) ( ) Cxcoslndx
xcos
xsendxxtg +−== ∫∫   

− ( ) ( )
( ) ( ) Cxsenlndx
xsen
xcosdxxgcot +== ∫∫    

 

É fácil ver que: 

• 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1
1

1 ≠+
−

=−−= −
−∫ ∫
−

n,C
xcosn

dxxcosxsendx
xcos

xsen
n

u

n

'u
n

n
4342143421  

• 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

1
1

1 ≠+
−

−== −
−∫ ∫
−

m,C
xsenm

dxxsenxcosdx
xsen

xcos
m

u

m

'u
m

m
43421321  
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Exemplos: 

a) ( )
( ) ( ) C

xcos
dx

xcos
xsen

+=∫
1

2  

b) ( )
( ) ( ) C

xcos
dx

xcos
xsen

+=∫ 23 2
1  

c) ( )
( ) ( )∫ +−= C

xsen
dx

xsen
xcos 1

2  

 

 

Para outros expoentes: 

Procedimento: Usar integração por partes e aplicar fórmulas trigonométricas. 

 

Exemplos:  

1.  

a) ( )
( ) ( )∫ dxx
xcos
xsen

3

2

 b) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

3

4

 

Resolução: 

a)  

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
C

xtgxseclnxtgxsec

dxxsecxtgxsec

dx
xcosxcos

senxdx
xcos
xsenxsendx

xcos
xsen

'f
g

+
+

−=

−=

−==

∫

∫∫∫

22

2
1

2

2
1

2 233

2

43421
321

 

 

b)  

( )
( )

( ) ( )
( )

( )[ ] ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )∫∫∫

∫∫

∫∫∫

+−=

−=

−
==

dxxcosdxxsecdx
xcos
xsen

dx
xcos
xsendx

xcos
xsen

dx
xcos

xsenxcosdx
xcos

xsenxsendx
xcos
xsen

3

2

2

3

2

3

22

3

22

3

4 1

  

Usando a alínea anterior e a tabela de primitivas facilmente se conclui que  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxsen
xtgxseclnxtgxsecdx

xcos
xsen

++
+

−=∫ 2
3

23

4
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2.  

a) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

5

3

 b) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

3

5

 

Resolução: 

a)  
( )
( )

( ) ( )
( )

( )[ ] ( )
( )

( )
( )

( )
( )∫∫

∫∫∫
−=

−
==

dx
xcos
xsendx

xcos
xsen

dx
xcos

xsenxcosdx
xcos

xsenxsendx
xcos
xsen

35

5

2

5

2

5

3 1

 

Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercício… 

b)  
( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )∫∫∫

∫∫

∫∫

∫∫∫

+−=

−
−

−
=

−=

−
==

dxxsenxcosdx
xcos
xsendx

xcos
xsen

dx
xcos

xsenxcosdx
xcos

xsenxcos

dx
xcos
xsendx

xcos
xsen

dx
xcos

xsenxcosdx
xcos

xsenxsendx
xcos
xsen

2

11

1

3

2

3

2

3

3

3

3

32

3

32

3

5

Cada um dos integrais resultantes é fácil de calcular e fica como exercício… 

 

3.  

a) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

2

5

 b) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

4

3

 

Resolução:  a) 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )∫∫∫

∫∫

∫∫∫∫∫

+−=

−−
−

=

−=
−

==

dxxcosxsendxxsendx
xcos

xsen

dxxsenxcosdx
xcos

xsenxcos

dxxsendx
xcos
xsendx

xcos
xsenxcosdx

xcos
xsenxsendx

xcos
xsen

2
2

2
2

2

3
2

3

2

32

2

32

2

5

2

11

1

Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercício… 

 

b)  
( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )∫∫

∫∫∫
−=

−
==

dx
xcos
xsendx

xcos
xsen

dx
xcos

xsenxcosdx
xcos

xsenxsendx
xcos
xsen

24

4

2

4

2

4

3 1

 

Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercício… 
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4.  

a) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

2

2

 

b) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

2

4

 

c) ( )
( )∫ dx
xcos
xsen

4

2

 

Resolução: 

a)  
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) Cxxtgdxdxxsecdx
xcos

xcosdx
xcos
xsen

+−=−=
−

= ∫∫∫∫ 2
2

2

2

2 1  

b)  
( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
∫∫

∫∫

∫∫∫

−
−=

−=

−
==

dxxcosdx
xcos
xsen

dxxsendx
xcos
xsen

dx
xcos

xsenxcosdx
xcos

xsenxsendx
xcos
xsen

2
21

1

2

2

2
2

2

2

22

2

22

2

4

 

Os integrais resultantes são fáceis de calcular e ficam como exercício... 

c)  
( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( ) Cxtg
xcos

xsendx
xcosxcos

xsendxxsen
xcos
xsendx

xcos
xsen

g
'f

+−=−== ∫∫∫ 3
1

33
1

3 32344

2

321
43421

 

 

 

 

Consideremos integrais do tipo:   

( ) ( )∫ dx
xcosxsen nm

1
,  

onde m,n  são números inteiros positivos. 

 

 

Para este tipo de integrais não faremos um estudo exaustivo ficam apenas quatro exemplos: 

a) ( ) ( )∫ dx
xcosxsen

1  

b) ( ) ( )∫ dx
xcosxsen2

1  

c) 
( )∫ dx
x3cos

1  

d) ( ) ( )∫ dx
xcosxsen 34

1
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Resolução: 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) Cxgcotxeccosln

dxxeccosdx
xcosxsen

dx
xcosxsen

++=

== ∫∫∫
22

22
2

21
 

b) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )∫ ∫∫∫ −=

+
= dx

xsen
xcosdxxsecdx

xcos
xgcotdx

xcosxsen 2

2

2

11  

Os integrais que resultam são fáceis de calcular e ficam como exercício… 

c) 
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )∫∫∫∫ +=
+

= dxxdxxsen
x
xsendx

x
xxsendx

x g
f

sec
coscos

cos
cos

1

'

33

22

3 321
43421

 

O primeiro integral calcula-se usando primitivação por partes, o segundo é imediato 

pelo que o resto da resolução do exercício fica como exercício. 

d)  

( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )
( )∫∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

−−=

+
−

+
=

−=

+
=

=

dx
xsen

xdx
xxsen

dx
x

dx
xxsen

xxsendx
xxsen

xtg

dx
xxsen

dx
xxsen

dx
xxsen

xtgdx
xxsen

423

4

1
22

2

2

432

4

2

34

cos
cos

12
cos

1
cos
cos

cos
1

cos
1

cos
1

cos
1

cos
1

444 8444 76  

(exercício...) 

 

 

 

 

Estudemos por último os integrais do tipo  

 

( ) ( )∫ dxbxcosaxsen , ( ) ( )∫ dxbxsenaxsen , ( ) ( )∫ dxbxcosaxcos  

onde b,a  são reais não nulos. 

 

Recordar  

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( )acosbsenbcosasenbasen +=+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )acosbsenbcosasenbasen −=−  
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de onde de deduz que: ( ) ( ) ( ) ( )
2

basenbasenbcosasen −++
=   (1) 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bsenasenbcosacosbacos −=+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )bsenasenbcosacosbacos +=−  

de onde se deduz que: ( ) ( ) ( ) ( )
2

bacosbacosbsenasen +−−
=   (2) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

bacosbacosbcosacos −++
=   (3) 

 

 

 

Exemplos: 

a) ( ) ( )∫ dxxcosxsen 53  

b) ( ) ( )∫ dxxsenxsen 23  

c) ( ) ( )∫ dxxcosxcos 24  

 

Resolução: 

a) Comparando com a fórmula (1) temos xa 3=  e xb 5=  pelo que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫∫

∫∫∫
−=

−
=

−+
=

dxxcosdxxsen

dxxsenxsendxxsenxsendxxcosxsen

2
2
18

2
1

2
28

2
2853

 

Os integrais que resultam são imediatos e ficam como exercício... 

 

b) Comparando com a fórmula (2) temos xa 3=  e xb 2=  pelo que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ −=
−

= dxxcosdxxcosdxxcosxcosdxxsenxsen 5
2
1

2
1

2
523  

Os integrais que resultam são imediatos e ficam como exercício... 
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6.6.2. Substituições Trigonométricas 
 
No cálculo de primitivas quando aparecem alguns tipos de radicais fazem-se as substituições a 

seguir indicadas: 

 

I. Primitivas do tipo:  

dxuaxR∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − 22,  

 

onde ( )22, uaxR −  é uma função racional 0>a  e u é função de x: 

 

Substituição:   )(tsenau =  

Logo,  

)tcos(aua =− 22  dt)tcos(adu =  

 

pois, ( ) ( ) )tcos(a)t(cosa)t(sena)t(senaaua ==−=−=− 2222222 1  

e dt)tcos(adu)tcos(a
dt
du

=⇔=  

 

 

Obs.: No fim da primitiva, para voltar à variável inicial há que ter em conta o seguinte: 

− )(tsenau = t
a
uarcsen =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔  

− )(tsenau =
a
utsen =⇔ )(  

−  )cos(22 taua =−
a

uat
22

)cos( −
=⇔  

−  tendo em conta o 2º e 3º ponto, podemos fazer a substituição de todas as 

funções trigonométricas directas: ;
)tcos(
)t(sen)t(tg =  ;

)t(sen
)tcos()t( =cotg  

;
)tcos(

)tsec( 1
=  

)t(sen
)t( 1
=cosec . 
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Nota: Podemos fazer a substituição )cos(tau =  e nesse caso temos: 

)(22 tsenaua =−  e dttsenadu )(−= . 

 

 

Exemplo: ∫ − dxx 21  

Resolução: 

Fazendo )t(senx =  temos dttdx )cos(=  e )cos(1 2 tx =− : 

( )

C)t(sentdt)tcos(dt

dt)tcos(dt)t(cosdt)tcos()tcos(dxx

++=+=

+
===−

∫∫

∫∫∫∫

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

2
211 22

Como )cos()(2)2( ααα sensen =  temos C)tcos()t(sentdxx ++=−∫ 2
2

2
1

2
11 2  

Para voltar à variável inicial (tal como refere a Obs.1) há que ter em conta que 

xtsen =)(  21)cos( xt −=  e que )(xarcsent = , logo 

Cxx)x(arcsendxx +
−

+=−∫ 2
12

2
1

2
11

2
2 . 

 

 

 

 

II.  Primitivas do tipo:  

dxauxR∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − 22,  

 

onde ( )22 au,xR −  é uma função racional 0>a  e u é função de x: 

 

Substituição:   )sec(tau =  

Logo,  

)(22 ttgaau =−  dtttgtadu )()sec(=  
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Como ( ) )t(tg)tsec(')tsec( =  e )t(sec)t(tg)t(cos)t(sen

tcospor
dividindo

2222 11
2

=+=+ ⇔  temos: 

dtttgtaduttgta
dt
du )()sec()()sec( =⇔=   e 

( ) ( ) )()(1)(sec)sec( 2222222 ttgattgataataau ==−=−=−  

 

 

Obs.: No fim da primitiva, para voltar à variável inicial há que ter em conta o seguinte: 

− )sec(tau =
u
at

t
au =⇔=⇔ )cos(

)cos(
1  

− )sec(tau = t
u
aarccos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔  

− )(22 ttgaau =−  

u
autsen

a
auttsen

t
tsenaau

2222
22 )()cos()(

)cos(
)( −

=⇔
−

=⇔=−⇔  

− tendo em conta o 2º e 3º ponto, podemos fazer a substituição de todas as 

funções trigonométricas directas. 

 

 

Exemplo: ∫ −
dx

xx 14
1

22
 

Resolução:  

Fazendo )sec(2 tx =  temos dtttgtdx )()sec(
2
1

= ,  )(14 2 ttgx =−  e 
4

)(sec2
2 tx = : 

∫
−14 22 xx

dx
∫= dt

ttgt
ttgt

)()(sec
)()sec(

2
4

2 ∫= dt
t)sec(

12 ∫= dtt)cos(2 Ctsen += )(  

Como 
x

ttx
2
1)cos()sec(2 =⇔=  e 14

2
1)()(14 22 −=⇔=− x
x

tsenttgx  temos 

C)t(sendx
xx

+=
−∫ 14

1
22

C
x

x
+

−
=

2
14 2

. 
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III. Primitivas do tipo: 

dxuaxR∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + 22,  

onde ( )22, uaxR +  é uma função racional 0>a  e u é função de x: 
 

 

Substituição:   )(ttgau =  

Logo,  

)sec(22 taua =+  dttadu )(sec2=  

 

Porque ( ) )t(sec')t(tg 2=  e )t(sec)t(tg)t(cos)t(sen

tcospor
dividindo

2222 11
2

=+=+ ⇔  temos: 

dttaduta
dt
du )(sec)(sec 22 =⇔=  e 

( ) ( ) )sec)(sec)(1)( 2222222 tatattgattgaaua ==+=+=+  

 

 

Obs.: No fim da primitiva, para voltar à variável inicial há que ter em conta o seguinte: 

− t
a
uarctgttgau =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔= )(  

− 
22

2222 )cos(
)cos(

)sec(
ua

at
t

auataua
+

=⇔=+⇔=+  

− )(ttgau =
22

)(
)cos(
)(

ua

utsen
t
tsenau

+
=⇔=⇔  

− tendo em conta o 2º e 3º ponto, podemos fazer a substituição de todas as 

funções trigonométricas directas. 

 

Exemplo: ∫ + 92x

dx  

Resolução: 

Fazendo )(3 ttgx =  temos dttdx )(sec3 2=  e )sec(392 tx =+ : 

∫ + 92x

dx CxxlnC)t(tg)tsec(lndt)tsec(dt
)tsec(
)t(sec

++
+

=++=== ∫∫ 33
9

3
3 22

. 
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Exercício: Calcule: 

1)  ∫ +++ 221 22 xx)x(
dx   (sugestão: 1)1(22 22 ++=++ xxx ). 

2) ∫ −+− 384 2 xx

dx   (sugestão: 222 )22(11)1(4384 −−=+−−=−+− xxxx ). 

 

 

 

6.6.3. Racionalização de algumas de algumas funções 
Vamos ver com podemos racionalizar primitivas que envolvam as funções )(xsen  e )cos(x  

( )dxxcosxsenR∫ )(),(  

 

onde ( ) ( )( )xcos,xsenR  é uma função racional: 

 

 

Substituição:    txtg =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2  

onde ( )xsen  e ( )xcos  e dx  são substituídos por: 

21
2)(

t
txsen

+
=  

2

2

1
1)cos(

t
tx

+
−

=  dt
t

dx 21
2
+

=  

 

 

As igualdades anteriores são obtidas das seguintes identidades trigonométricas: 

)(1
)(2

2 2 xtg
xtgxsen

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  e 

)(1
)(1

2
cos 2

2

xtg
xtgx

+
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ .  

dx  obtém-se da forma seguinte: )(2
2

tarctgxtxtg =⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  logo, dt

t
dx 21

2
+

=  
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Exemplos: 

a) ∫ ++
dx

)xcos()x(sen1
1  

Resolução: 

Fazendo txtg =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
 temos: 

∫ ∫∫ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=++=

+
=

+
−

+
+

+

+=
++

CxtglnCtlndt
t

t
t

t
t

dt
t

)xcos()x(sen
dx

2
11

1
1

1
1

1
21

1
2

1
2

2

2

2
 

 

 

b) ∫∫ = dx
)xcos(

dx)xsec( 1  

Resolução:   Fazendo uxtg =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
 temos: 

C)x(tg)xsec(ln

C
xtg

xtg
lnC

u
u

ln

Culnuln

du
uu

du
uu

du.

u
u

dx
)xcos(

++=

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+
=

+−++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
=

−
=

−
+
−

= ∫∫∫∫

2
1

2
1

1
1

11

1
1

1
1

1
2

1
2

1
1

11
22

2

2

 

 

c) ∫ − )x(sen
dx

1
 

Resolução: Fazendo yxtg =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
 temos: 

( )
C

xtg
C

y
dy

y

dy
yyy

ydy
y

y
yxsen

dx

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=+
−
−

=
−

=

+−+

+
=

+
+

−
=

−

∫

∫∫∫

2
1

2
1

12
1

12

1
2.

21
1

1
2.

1
21

1
)(1

2

22

2

2

2
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Exercício: Calcule as seguintes primitivas: 

1. ∫ + )cos(53 x
dx  

2. ∫ + )cos()( xxsen
dx  

3. ∫ −
+ dx

xtg
xtg
)(1
)(1  

4. ∫ + )(cos31 2 x
dx  

 

 

 

Fim

 


