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6.6 Outras técnicas de primitivacao:
Primitivas de fung6es trigonometricas,
Substituicdes trigonometricas,

Racionalizacédo de algumas de algumas funcdes.

6.6.1. Integracéo de func@es trigonométricas:

VVamos agora ocuparmo-nos dos integrais do tipo

J. sen™ COS

onde n,m sdo nmeros inteiros positivos.

J& sabemos que:

- Isen(x)dx:—cos(x)+c (m=1, n=0)

- Jcos(x)dx:sen(x)+C (m=0, n=1)

E facil ver que:

n+1
. J‘sen(x)cosn (x)dx = —I— sen(x)cos" (x)dx = — coz 1(X) +C, nz-1

u' u”

Note que se n=-1 temos

u'

——
jsen(x)cos’l(x)dx = J. 2228 dx = —J‘ _ci)i(( )) dx =—Injcos(x)+C
u
ou seja, J. tg(x)dx = —Injcos(x) + C
m+1
. jsen x)cos(x )dx = ~[cos sen” (x)dx = 2 (X)+C, m#-1
N T m+1

Note que se m=-1 temos
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u'
/_/H

jsen *(x)cos(x)dx = jggig;dx=ln|sen(x)|+c

u

ou seja, _[cot g(x)dx = In[sen(x) + C

Exemplos:
2 2
1. J.sen(x)cos(x)dx __cos’(x) Lo Sen (x) LC
2 2
3
2. J‘sen(x)cos2 (x)dx = — 0033 9, ¢
3
3. Icos(x)senz(x)dx - sen3(x) LC

Algum dos expoentes impar:

Procedimento: Destaca-se uma unidade a poténcia impar e o factor resultante passa-se a co-

funcdo através da formula fundamental da trigonometria:

Exemplos:

a) Jsenz(x)COSS(x)dx b) J sen®(x)cos®(x)dx

Resolucéo:
a)

Isen cos®(x)dx = Isen x)cos(x)cos? (x)dx = J. sen’ (x)cos(x L — sen? (x)Hx
jsen cos(x)dx — jsen x)cos(x )dx
ada um dos integrais resultantes € imediato, logo

3 5
_sen’(x) sen (x)+ c
3 5

Isen COS
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b) Comecemos por escrever cos®(x)=cos(x)cos*(x)= cos(x)cos? x)’ .
exp. par

Pela formula fundamental da trigonometria tem-se que cos?(x)=1-sen®(x),

donde cos5(x)= COS(XM = cos(x)(cos? x)} = cos(x) |1— sen’x] -

exp.par qaundo se desenvolve o
quadrado fica tudo em
funcéo de seno

Assim,
Jsen®(x)oos? (x)x = [ sen® (x)cos(x)cos* (x)bx = [ sen® (x)cos(xfoos? xf
— [ sen® (x)cos(x)f sen x] o
— [ sen (x)cos(x )L 2sen? (x)-+ sen* (x x
- Jsen* (x)cos(x)dx -2 sen ( Jeos(xkd+ fsen” (x)cos(x)i

Cada um dos integrais resultantes € imediato, logo

7 9 1
jsen6(x)coss(x)dx _ sen7 (), sen9 (), senll(x)+c

a) Isen cos®(x)dx b) Isen cos®(x)dx
Resolucao:
a)
Isen3(x)c033(x)dx = IsenS(x)cos(x)cosz(x)dx = Jseng(x)cos(x)[l— sen’ (x)fix .
= I sen®(x)cos(x)dx — J sen®(x)cos(x)dx

ada um dos integrais resultantes € imediato, logo

jsen3(x)cos3(x)dx _sen'(x) _sen’(x) +C

4 6

b) Comecemos por escrever cos®(x)=cos(x)cos*(x) = cos(x)cos? x )’ .
exp. par

Pela formula fundamental da trigonometria tem-se que cos?(x)=1-sen®(x),
donde

cos®(x)= cos(x)ﬁ‘f‘(gx) = cos(x)(cos? x)} = cos(x) |1— sen’x]

exp.par gaundo se desenvolve o
quadrado fica tudo em
funcéo de seno

Assim,
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j sen’ (x)cos®(x)dx = j sen’ (x)cos(x)cos* (x)dx = Isen7(x)cos(x)[cosz x| dx
= J sen’ (x)cos(x)[L— sen®x | dx
= j sen’ (x)cos(x)[L— 2sen? (x)+ sen* (x)Hx

J sen’ (x)cos(x Jdx — 2 I sen® (x)cos(x )dx +Isen x)cos(x )dx
Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo

8 10 12
jsen cos® _sen’(x) sen(x) , sen (x) ic
8 5 12
a) jsens(x)cosz(x)dx b) jsen3(x)cos4(x)dx
Resolucéo
a)
J. sen®(x)cos?(x)dx = j sen*(x)sen(x)cos?(x)dx = j(senzx)z sen(x)cos?(x )dx
passar a cos
= j(l— cos? x) sen(x)cos? (x)dx
= I(l— 2cos? x + cos* xJsen(x)cos? (x)dx
= J‘sen(x)cos2 (x)dx — 2j sen(x)cos* (x)dx + j sen(x)cos® (x)dx
Cada um dos integrais resultantes é imediato, logo
3 5 7
Isen cos’( _cos®(x) 4 €08 (x) cos’(x) c
3 5 7
b)

jsenS(x)cos“(x)dx = J sen(x)sen?(x)cos*(x)dx = I sen(x)(1— cos?(x))cos* (x)dx .
= jsen(x)cos“ (x)dx — J sen(x)cos® (x )dx

ada um dos integrais resultantes é¢ imediato e fica como exercicio...
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Ambas as poténcias pares:

Recordar:

e sen(a+b)=sen(a)cos(b)+sen(b)cos(a)
No caso particular em que a=b tem-se | sen(2a) = Zsen(a)cos(a)l

e cos(a+b)=cos(a)cos(b)-sen(a)sen(b)

No caso particular em que a=b tem-se cos(2a) = cos*(a) - sen’(a)

2.\ 1—cos(2a)
Como cos®(a)=1-sen’(a) tem-se que | S€" (a):T )

_1+cos(2a)

Como sen’(a)=1-cos’(a) tem-se que cos’(a) 5 [ (¥
Exemplos:
4,
a) j sen’(x)cos?(x)dx b) Isen“(x)cosz(x)dx
Resolucéo:
a)

Isenz(x)cosz(x)dx = J[sen(x)cos(x)]zdx - I[M} dx
:%Jsenz(ZX)dx por (%)

:1J~1—cos(4x)dx

4 2
O integral resultante é imediato e fica como exercicio...
b) Note que agora ndo pode usar a mesma técnica da alinea anterior porque o
expoente ndo é o mesmo.
Neste caso como estamos a trabalhar com poténcias pares é necessario para o

arco-duplo através das formulas (#) e/ou (-).
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Isen cos®(x)dx = _[sen x)sen? (x)cos? (x)dx

J~1 cos(2x) 1-cos(2x) 1+cos(2x)
2 2

(1 cos(2x))(2~ cos(2x))L+ cos(2x)))

dx

(1 cos(2x))1— cos? (2x))dx

(1 cos(2x)ken? (2x)dx

sen 2(2x) dx——jcos 2x)sen?(2x)dx

f1- cos(4x)
2

Os integrais resultantes sdo imediatos e ficam como exercicio...

OOII—‘ OOII—‘ OOlH oo||—\ oo||—\

dx — gjcos 2x)sen?(2x)dx

por ()

Consideremos integrais do tipo

Jsenm(x)dx’ Icos”(x)dx

cos"(x) sen™(x)

onde n,m sdo numeros inteiros positivos.

Ja sabemos que:

Itg(x)dx _ J~ sen(x

cos(x

N—"

dx = —In[cos(x) + C

N—"

jcot g(x)dx = j (s:z;gg dx = In[sen(x) + C

E facil ver que:

sen(x) dx = —j— sen(x)cos ™" (xJdx = L ——~+tC,  n=zl
— -

’ J‘cos”(x)

u'

&()dx Jcos sen ™ (x)dx = — L ——+C, m=l
—_— —

’ J.sen()

u’ u-
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Exemplos:

Isen(x)dx_ 1 .

() cos(x)

sen 1
b) ———+C
I cos’(x)  2cos?(x )+
J- cos(x) et o
sen’(x) sen(x)

Para outros expoentes:

Procedimento: Usar integracdo por partes e aplicar formulas trigonométricas.

Exemplos:
1.
sen’(x) sen‘(x)
d b
2 J.coss(x)(x) " ) J.cos (x)
Resolugéo:
a)
2
jsens(x)dx sen(x) sens(x) dy — sen>2< _I 1
cos®(x) Zeos*(x) 2cos?x J 2cosx
g —_
Y
= —sec(x)tg(x) —ljsec x dx
2
_ sec(x)tg(x) In|sec X)+tg(x )|+C
2 2
b)

J~sen4(x)dx :Isenz(x)senz(x) i :J-[l—cosz(x)]senz(x)

cos®(x) cos®(x) cos®(x)

=Jsenz(x)dx_jsenz(x)dx

cos®(x) cos(x)

Jzzzz( dx — jsec dx+Jcos

Usando a alinea anterior e a tabela de primitivas facilmente se conclui que

+sen(x)+C

sent() . _secleXg(x) 3hsex)+1g(x)
jCOS3(X)dx_ Zg - 2



Capitulo VI: Primitivacdo 179

2.
sen® x sen® x
b
2 J. cos®(x) ) I cos®(x)
Resolucéo:
a)
3 2
J-sens(x)dxzjsen (xs)sen(x)dx :J-[l cos’ ]sen
cos®(x) cos®(x) cos (x)
_ J sens( X) dx _[ sens(x) i
cos®(x) cos®(x)
Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercicio...
b)
5 2 3 2 3
Isens(x)dxzjsen (x)ssen (x)dX :J~(1—cos (ﬁ))sen (x)dX
cos®(x) cos®(x) cos®(x)
3
_ [sen’(x )d _J~sen (x)dx
J cos®(x) cos(x)
_ -(1 cos’ )sen J~(1—cos )sen
/ cos ( ) cos(x)
- sen sen(x
= d -2 d d
| Icos X+JCOS x Jsen(x )dx
Cada um dos integrais resultantes é facil de calcular e fica como exercicio...
3.
sen® x sen® x
b
2 »[ cos’ ) I cos*(x)

Resolucéo: a)
Isens(x) i :J'de_]‘(1_C052(X))Sen3(x)dxzjSeng(x) dx—jsenS(x)dx

cos?(x) cos?(x) - cos®(x) cos?(x)

J~ (1 cos? )Sen dX j(l — c0s2 (x))sen(X)dX

cos ( )
- J' cs(fsnz( (x)) dx — 2 J. sen(x)dx + jsen(x)cosz (x)dx
Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercicio...

b)
sen®(x) . sen’(x)sen(x) . (- cos? )sen
-[cos“(x)d _-[ cos*(x) d _-[ (c):os (x) o
=Jcos“(x) OIX_-[(:osz(x)dx

Cada um dos integrais resultantes é imediato e fica como exercicio...
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4,

2 2
J-senz(x)dx 0 J-sen4(x)dx
cos?(x) cos*(x)

sen®(x)
b d
) j cos®(x) "
Resolucéo:
a)
sen’ x 1- cos 9
dx — | dx =t -x+C
-[cos ®) J = Jsec (x)dx Ix g(x)—x+
b)
sen®(x) sen? sen (- cos? )sen
I cosz(x)dx :-[ cos’ I cos?
2
= I Sl jsenz(x)dx

(%) 4
sz(x
J-senz( ) J~1—cos(2x)dx

cos() 2

Os integrais resultantes sdo faceis de calcular e ficam como exercicio...

c)
)

o ) s - 2

)EX) ~ J- 1 sen(x

3cos’(x) ~ 3cos’(x) 3

Consideremos integrais do tipo:

1

I sen™(x)cos"(x)

onde n,m sdo numeros inteiros positivos.

dx|,

Para este tipo de integrais ndo faremos um estudo exaustivo ficam apenas quatro exemplos:

1
) I sen(x)cos(x)dx ) J ot cos®

1

1
2 I senz(x)cos(x)dx 9 -[ sen*(x)cos®(x)

dx
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Resolucéo:

1 2
a) Imdx - Im dx = J.Zcos ec(2x)dx

= Injcosec(2x)+ cot g(2x) + C

1 X = HLQZ(X) x = | sec(x)dx — cos(x) X
b) Isenz(X)COS(X)d .[ COS(X) d J ( )d jsenz(x)d

Os integrais que resultam sdo féaceis de calcular e ficam como exercicio...

0 | J-senZ(x)+ cos?(x) = sen(x)

cos*(x)

3 sen(x)dx + [ sec(x)dx
cos®(x)——
°

COS

O primeiro integral calcula-se usando primitivacdo por partes, o segundo é imediato
pelo que o resto da resolucéo do exercicio fica como exercicio.
d)

]

1
—|—————dx
sen?(x)cos® ) ot

tg’(
sen ( cos® _I sen’ fcos
ol feweTmmeron
sen (xz)lcos(x)
g (x)+1 . sen?(x)+cos?(x) .
J‘sen 2(x )cos( )d J sen *(x cos( ) ‘

~ ICOS k-2 d- | cos(x) d

sen(x)

sen COS

(exercicio...)

Estudemos por ultimo os integrais do tipo

J sen(ax)cos(bx )dx | jsen(ax)sen(bx)dx, Icos(ax)cos(bx)dx

onde a,b sdo reais ndo nulos.

Recordar
e sen(a+b)=sen(a)cos(b)+ sen(b)cos(a)

sen(a—b) = sen(a)cos(b)— sen(b)cos(a)
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de onde de deduz que:

cos(a +b) = cos(a)cos(b) - sen(a)sen(b)

cos(a—b) = cos(a)cos(b)+ sen(a)sen(b)

de onde se deduz que:

sen(a)cos(b) = sen(a + b); sen(a—b) )
sen(a)sen(b) = cos(a — b); cos(a +b) )
cos(a)cos(b) = cos(a + b)42r cos(a—b) @)

Exemplos:

a) I sen(3x)cos(5x )dx
b) Isen(3x)sen(2x)dx

c) Icos(4x)cos(2x)dx

Resolucgéo:

a) Comparando com a formula (1) temos a = 3x e b =5x pelo que

sen(8x) + sen(— 2x)

sen(8x) - sen(2x) i

Isen(3x)cos(5x)dx = I

2

dx:J. >

%J.sen(Sx)dx - %Jcos(Zx)dx

Os integrais que resultam sdo imediatos e ficam como exercicio...

b) Comparando com a férmula (2) temos a =3x e b =2x pelo que

Isen(3x)sen(2x)dx = I

cos(x) - cos(5x)

1 1
dx = > I cos(x Jdx — > I cos(5x)dx

Os integrais que resultam sdo imediatos e ficam como exercicio...
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6.6.2. Substituicdes Trigonométricas

No célculo de primitivas quando aparecem alguns tipos de radicais fazem-se as substitui¢Ges a

seguir indicadas:

I. Primitivas do tipo:

IR(X,\/aZ —uzjdx

onde R(x,\/a2 —u? ) é uma funcéo racional a>0 e u é funcéo de x:

Substituicdo: u=asen(t)
Logo,
va?-u? =acos(t) du =acos(t)dt

pois, Va2 —u? :\/a2 —(asen(t))’ =/a*(L—sen?(t)) = ay/cos?(t) = acos(t)

e ?j—l: =acos(t) < du =acos(t)dt

Obs.: No fim da primitiva, para voltar a variavel inicial h4 que ter em conta o seguinte:

u
u=asen(t) arcsen(—] =t
a

u=asen(t) < sen(t) = u
a

a? —u?
va? —u? =acos(t) < cos(t) = ———
a
tendo em conta 0 2° e 3° ponto, podemos fazer a substituicdo de todas as

sen(t) . cos(t) .
cos(t)’ sen(t)’

funcbes  trigonométricas  directas:  tg(t)=

cotg(t)=

sec(t):%(t); cosec(t) = sen(t)’
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Nota: Podemos fazer a substituicio u=acos(t) e nesse caso temos:

va® —u? =asen(t) e du=-asen(t)dt.

Exemplo: J.\/l— x% dx

Resolucéo:
Fazendo x = sen(t) temos dx = cos(t)dt e v1—x? = cos(t)

J\/l— x2dx = Icos(t)(cos(t)dt): Icosz(t)dt = j“LZS(ZI)dt

:J-idt+J~cos(2t)dt:1t+£sen(2t)+c
2 2 2 2 2
+1 Zsen(t;cos(t) LC

Para voltar a variavel inicial (tal como refere a Obs.1) ha que ter em conta que

Como sen(2«) = 2sen(«) cos(a) temos J.\/l— x*dx = %t

sen(t) = x cos(t) =+v1—x? e que t =arcsen(x), logo

| 2
J‘\/l— X% dx :%arcsen(x)+%u+c .

2

Il. Primitivas do tipo:

IR(X,\/UZ —az)dx

onde R(x,\/u2 -a’ ) € uma funcdo racional a >0 e u é fungdo de x:

Substituicado: u = asec(t)
Logo,

Ju2-a%=a tg (t) du = asec(t)tg(t) dt
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Como (sec(t)) =sec(t)tg(t) e sen’(t)+cos’(t)=1 = tg’(t)+1=sec’(t) temos:
dividindo
por cos?t

(cjj_ttj = asec(t)tg(t) < du = asec(ttg(t) dt e

Ju? —a? = \/(asec(t))z —-a? = \/az(secz(t) —1) = aqtg?(t) = atg(t)

Obs.: No fim da primitiva, para voltar a variavel inicial ha que ter em conta o seguinte:

— u=asec(t) u=a < cos(t) =—

a
- u=asec(t) & arccos(—j =t
u

— Ju?-a%=atg(t)
sen(t) Vu? —a? u?-a?
u

u’-a’=a < sen(t) = cos(t) ———— <> sen(t) =
cos(t) a

— tendo em conta o 2° e 3° ponto, podemos fazer a substituicdo de todas as

funcdes trigonométricas directas.

_ 1
Exemplo: Iﬁdx

Resolucgéo:

Fazendo 2x = sec(t) temos dx :%sec(t)tg (t)dt, Vax*-1=tg(t) e x* = 5604 (t) .

sec(t)tg ®

j 24/ X2 1 2 sec?(t)tg(t) t=2jsec(t)

Como 2x = sec(t) < cos(t) = Zi e V4ax% -1 =tg(t) < sen(t) =2i 4x% —1 temos
X X

dt = 2[cos(t)dt = sen(t) +C

2_
J.;dx=sen(t)+c =L+C.
x2/4x? -1 2X
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I1l. Primitivas do tipo:

jR(x,\/az +u2jdx

onde R(x,\/a2 +u? ) é uma funcéo racional a >0 e u é funcéo de x:

Substituicéo: u=atg(t)
Logo,
va? +u? =a sec(t) du = a sec?(t)dt

Porque (tg(t))' =sec’(t) e sen®(t)+cos’(t)=1 = tg?(t)+1=sec’(t) temos:
dividindo
por cos? t

(:j_ltj = asec’(t) < du = asec?(t)dt e

Ja? +u? = \/a2 +(atg(t))* = \/a2(1+tg2(t)) = ay/sec’ (t) = asect)

Obs.: No fim da primitiva, para voltar a variavel inicial ha que ter em conta o seguinte:

—u=atg(t) < arctg (gj =t

a a
—va?+u? =asec(t) @ va?+u’ =——— < cos(t) = ————
cos(t) Ja? +u?

n
a sen(t) u

—u=atg(t) ou= < sen(t) =

a? +u?

—tendo em conta 0 2° e 3° ponto, podemos fazer a substituicdo de todas as
funcBes trigonométricas directas.

dx
VX2 +9

Resolucéo:

Exemplo: J

Fazendo x = 3tg(t) temos dx = 3sec?(t)dt e vx* +9 = 3sec(t) :

dx _J-3secz(t)dt_
3sec(t)

Vx2+9 -

Jsec(t)dt:In|sec(t)+tg(t)|+C=In +C.

3

VX249 X
3
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Exercicio: Calcule:

1) (Sugestao: x2 + 2x + 2 = (x+1)% +1).

dx
J‘(x+1)2\/x2 +2X+2

(Sugestdo: —4x? +8x -3 = -4(x-1)> +1=1—(2x—2)?).

2) J' dx
\V-4x* +8x-3

6.6.3. Racionalizacdo de algumas de algumas fungdes

Vamos ver com podemos racionalizar primitivas que envolvam as fungdes sen(x) e cos(x)

jR(sen(x),cos(x))dx

onde R(sen(x),cos(x)) é uma funcéo racional:

X
Substituico: ig (Ej =t
onde sen(x) e cos(x) e dx s&o substituidos por:
2t 1-t2 2
Sty = cos(x) = dx = dt
) 1+t2 () 1+t2 1+t

As igualdades anteriores sdo obtidas das seguintes identidades trigonométricas:
2
en(ij _ 2800 cos(fj _1-9700.
2) 1+tg%(x) 2) 1+tg%(x)

dx obtém-se da forma seguinte: tg(gj =t < x = 2arctg(t) logo, dx = ] th

dt
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Exemplos:

1
j dx
1+ sen(x)+cos(x)
Resolucéo:

Fazendo tg(gj =t temos:

2 dt
I dx :I L+t? - :_[ 1 dt:In|l+t|+C:Inl+tg(§j+C
1+ sen(x)+cos(x) 14 2t 1-t 1+t 2
1+t%  1+t?
b) |sec(x)dx= dx
) -[ (x) J.cos(x)

Resolugdo: Fazendo tg(gj =u temos:

1 1 2du 2 1 1
.[COS(X)dX:.[]__uZ'l_uz :Il—uz du :J.(mﬁLmjdu

2

1+u
= In|1+ u|+ In|1—u|+C

[1+ul 1+tg(;j
:In( ]+C =In

L-ul _ (X]
1-1tg >

= In|sec(x)+tg(x) +C

+C

I dx
1-sen(x)

Resolucéo: Fazendo tg[gj =y temos:

dx 1 2 1+y? 2
Il— :.[ oy o2 2.[ 7 oo o2V
sen(x) “q__4Y 1+y 1+y° -2y 1+y

1+y?

JJﬁ y—1 1_tg[xj
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Exercicio: Calcule as seguintes primitivas:
J- dx
3+5c0s(x)

J‘ dx
sen(x) + cos(x)

IlJ_rtg(x) dx
1-t9(x)

J dx
1+3c0s?(x)

Fim



