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Exercicio:

Calcule as seguintes primitivas utilizando primitivagao por partes:

jsen2(x)dx 2. jx\/x+5dx
3. Jsen(ln(x))dx 4. jxln(x)dx

6. J'sen(Zx)ese"(x) dx

5. [

(1+x)

6.5 Primitivacao de funcoes racionais

Vamos comegar por ver trés tipos especiais de funcdes racionais: as fraccoes parciais.

Tipo 1 Tipo II Tipo 11T
¢ m mx + e
(mx +b)' (arx2 +bx+c)n (a)c2 +bx+c)”
¢,m,b,n constantes m,a,b,c,n constantes m,e,a,b,c,n constantes
m,n#0 anz0 a,mmn#0
A=b"—4ac<0 A=b"—4ac<0

Tipo I
Ja sabemos integrar este tipo de fungdes.

Exemplo 1:
) J' 2dx _ 3dx _ |3x 4|+C
3x—4 3 3x—4 3
1 _1 1
b =—|22x=5) "dx=——12x-5) +C= +C
) -[2x 5 -[ T ) 2( * ) 10—4x
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Tipo 11

Pode ser reduzido por substitui¢do a um integral do tipo I que pode ser

dt
(1+e2)
resolvido usando a formula de reducéo:

e _ 1 t 2n-3¢ dt
'[(1+tz)n _(2n—2)(1+t2)”_1+2n—2.[(1+t2)n-1 ”il ()

dt
Note que no caso em que n =1 temos -[1 " =arctg(t)+C
+

Exemplo 2:
(neste caso n=1)

dx
2 -[26—4x+4x2

Note-se que o denominador nio tem zeros reais (A <0) mas podemos escrevé-lo na

forma C(l + tz) onde C ¢ constante, completando o quadrado.

Assim, no integral que estamos a resolver temos:

26—4x+4x> =4x” —4x+1-1+26 =(2x—1)’ +25
%/_/

= 25[M + IJ
25
= 25((”{?2 +1}

Fazendotz—zx_l,dtzz—dx = dxzs—dt.

5 5 2
Logo

5
j dx _j Edt _ Ll dt
26—4x+4x> 125 +1) 109 14¢°
_ arctg(t)+c
10

zLarctg 2x—1 +C
10 5
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b)
I (ox +12x+13)

O denominador nao tem zeros reais.

2
9x* +12x+13 =9x2+12x+4—4+13=(3x+2)2+9:9[(3X+ZJ +1j
R —— e —— 3

3x+2 :x+g, dt = dx e temos

Fazendo ¢ =

_[ dx :I dt
Ox2 +12x+13) 7 (o> +1)f
L _d
81 (12 +1)
usando a formula (F) temos que

_[ dt _I t
(1+,2)2 242t 142 242

1
+—arciglt),
2arcg()

pelo que

dx dt
I(9x2 c12x+13f J (o +1))

=3 - +arctg x+£ +C
162 2 3
1+ x+§

1 9x+6 2
=—|————tarcig| x+— | |[+C
162\ 9x” +12x+13 3

Tipo II1
Pode ser reduzido a soma de dois integrais, um do tipo Il e outro quase imediato.

Exemplo 3:

In|l +x°
? J-1x++x12 dx:-.-l:cx2 dx+-'-l+1x2 & =M+arctg(x)+€

quase imediato tipoll

3+16x
b) | ——dx
) j26—4x+4x2
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O denominador ndo tem raizes.

Note-se que
o (26-4x+4x*) =—4+8x
o 34+16x=2(-4+8x)+11

Pelo que se pode escrever:

I 3+16x 2dx_Iz(—4+8x)+121d)C
26—4x+4x 26—4x+4x

= J‘_4—+&Czdx+11‘[¢2
26—4x+4x 26—4x+4x

exemplo 2a)

11 2x—1
:2Zn‘26—4x+4x2‘+marctg( x5 j+C

xdx
K I(9x2 +12x+13)

O denominador nao tem raizes.

Note-se que

o (Ox?+12x+13)'=18x+12
. )czi(18x+12)—2
18 3

Pelo que se pode escrever:

xdx 1 18x+12 2 dx
j 2 > 18 2 2 dx_gj 2 2
(x> +12x+13) (x> +12x+13) (Ox> +12x+13)
imediato exemplo 2b)
1 2 1 9x +6 2
=- > ——X—| 5 tarcig| x+— | |+C
18(0x> +12x+13) 37 162\ 9x> +12x+13 3

Decomposicao em fraccoes parciais

(x)

Vamos tentar exprimir uma dada fung¢éo racional, =———, como soma de fun¢des racionais.

q(x)

Nota:
No caso em que o grau de p(x) ¢ superior ao de ¢(x) comega-se por efectuar o algoritmo

da divisao de polindmios obtendo-se
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W M

grau r(x)<grau q(x)

plx)

onde d(x) é o quociente e r(x)e o resto da divisdo. Para integrar —— basta escrever

q(x)
r(x)
q(x)

veremos mais a frente).

como soma de frac¢des racionais e integrar cada uma das parcelas (como

Observacao:

Todo o polinémio ¢(x), ndo constante com coeficientes reais pode ser escrito de modo

unico (a menos da ordem dos factores) como produto de polindémios lineares, ax+b, ¢

polinémios quadraticos sem raizes reais, ax’> + bx+c¢ com A=5b*—4ac<0.

Assim podemos factorizar ¢(x) do seguinte modo:

g(x)=Alx—a,)" (x—a,)” ...(x—a,)" (x2 +bx+c, )m‘ (x2 +b,x+c, )mz ...(x2 +bx+c, )mk

Polinomios lineares distintos Polindémios quadraticos distintos

(sem raizes reais)
Notar que a constante 4 que aparece na decomposi¢do de ¢(x) ¢ igual ao coeficiente

do termo de maior grau de ¢(x).

plx)

Como decompor —— em fraccdes parciais?

q(x)

1. Comegar por factorizar ¢(x)de modo que a sua decomposigio envolva somente

polinémios lineares e quadraticos sem raizes reais.

2. Aplique as seguintes regras:
a) Para cada factor (x—a)" com n>1, a decomposi¢io em fracgdes parciais

envolve uma soma de n fracgdes parciais da forma
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4 + 4 + +A—
x—a (x-a) = (x-a)

onde 0s 4,'s representam constantes.

m , .
b) Para cada factor (ax2 +bx+c) com m>1 e ax’ +bx+c sem raizes reais, a

decomposicdo em fracgdes parciais envolve uma soma de m fracgdes parciais

da forma

A x+ B, N A,x+ B, A, x+B,
ax’ +bx+c (ax2+bx+c)2 (ax2+bx+c)m

onde 0s 4,'s e B,'s representam constantes.

3. Os coeficientes do ponto anterior determinam-se pelo método dos coeficientes

indeterminados.

Vamos agora ver alguns exemplos que ilustram a decomposi¢@o em frac¢des parciais.

Exemplo 4:
2) IM dx
x(x— 1)2
Trata-se de um integral de uma fung¢ao racional cujo denominador ja esta factorizado:
. expoente do factor x ¢é 1
. expoente do factor x—1 ¢ 2

Na decomposi¢do em fracg¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:

X, x—1 e (x—1)°
x*-2x+4 A B C _ Alx-1) +Bx(x—1)+Cx
x(x—-1)° T x o ox-1 (x—l)z_ x(x—1)°
_ A(x2 —2x+1)+ B()c2 —x)+ Cx
- x(x—l)2
(A4 B)X*+(-24-B+C)x+ 4
- x(x—l)2

Como temos uma igualdade e os denominadores sdo iguais entdo temos que ter

forgosamente os numeradores iguais, isto é:

x?=2x+4=(A+B)x*+(-24-B+C)x+ 4
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Note que dois polindmios sdo iguais se os coeficientes de cada poténcia de x sdo iguais.

Assim teremos que ter

A+B=1 4+B=1 B=-3 B=-3
—2A-B+(C=-2<:{-8-B+C=-2<C=6+Bs<:C=3
A=4 A=4 A=4 A=4
Pelo que
x2—2x+4_i -3 N 3
x(x—1)2 X x—l (x—1)2
€ portanto
x> —2x+4 dx dx dx
———dx=4|—-3 +3
I x(x—1) ’ Ix jx_l J‘(35—1)2
=4In|x|—3ln|x—1|—i+C
x—1
2x°
b) jx4_ldx

Factorizagdo do denominador:

x* —lz(x2 —1)(x2 +1):(x—l)(x+l) Ej_l/)

ndo tem raizes
reais

Na decomposigdo em fracg¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:

x—1 x+1 x> +1

(note que cada factor da decomposi¢do do denominador tem expoente 1).

Atencao! Como existe um polinémio de 2* grau sem raizes reais na factorizagdo do
denominador, o numerador da fracgdo parcial correspondente serd da forma Cx + D .

2x° A B Cx+D
xt -1 _x—1+x+1+ x*+1
_A(e+1)(x> +1)+ B —1)(x® + 1)+ (Cx+ D)x = 1)(x +1)
(x=1)(x+ 1)(x2 +1)
:A(x3+x2+x+l)+B(x3—x2+x—1)+(Cx+D)(x2—l)
(x—l)(x+l)(x2 + 1)
_A(x3+x2+x+l)+B(x3—x2+x—1)+Cx3+Dx2—Cx—D
(x=1)(x+ 1)(x2 + 1)
(A+B+C)x* +(4-B+D)x* +(4+B—-C)x+(4-B-D)
(x—l)(x+l)(x2 +1)
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Como temos uma igualdade e os denominadores sdo iguais entdo temos que ter

forgosamente os numeradores iguais, isto é:
2x° =(4+B+C)x* +(4-B+D)x* +(4+B-C)x+(4-B-D)

Igualando as poténcias de x, temos

A+B+C=2 Jep=1
A-B+D=0 2
S..e0=1
A-B-D=0
D=0
A+B-C=0
Pelo que
2x° 1¢ dx 1 ¢ dx xdx
Ix4—1_EIx—l+§jx+l+Ix2+l
ln|x - 1| ln|x + 1| ln|x2 + 1|
= + + +C
2 2 2
x5
C) J‘mdx

5
. . X e .
O denominador da frac¢do ——— ja esta factorizado.

(1 +x° )3
Na decomposi¢do em fracc¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:
2 3
1+x? (l+x2) (l+x2)

(note que o expoente do denominador ¢ maior que 1).

Atenc¢iao! Como existe um polindmio de 2° grau sem raizes reais na factorizagao do

denominador, o numerador da fracgdo parcial correspondente sera da forma Ax+ B.

x> Ax+B  Cx+D  Ex+F
(l+xz)3 1+ (l+3€2)2 (l+xz)3
(Ax+B)1+x*) +(Cx+ D)1 +x*)+ Ex+F

(1+x2)3
_ Ax+2A4x° + AX + B+2Bx* + Bx* +Cx+Cx* + D+ Dx* + Ex+ F
- (1+x2)3
A +Bx* +(24+C)x’ +(2B+D)x* +(A+C+E)x+(B+D+F)
(1+)c2)3
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Como temos uma igualdade e os denominadores sdo iguais entdo temos que ter
forgosamente os numeradores iguais, isto é:
x*=Ax’ +Bx* + 24+ C)x* + 2B+ D)x* + (A+C+E)x+(B+D+F)

Igualando as poténcias de x, temos

A=1 A=1
B=0 B=0
24+C=0 C=-2
2B+D=0 D=0
A+C+E=0 E=1
B+D+F=0 F=0

Pelo que
x° _ X 3 2x X
e R et e S e i
l 2
:n‘1+x‘+ 12_ 122+C
2 1+ 4fi+a?)

3
X
d) jz—dx
x +x-12
Note que o grau do numerador ¢ superior ao grau do denominador, pelo que é necessario

recorrer ao algoritmo da divisdo de polinomios:

x° ¥ o4x -1z
-x* -x* +1x x -1
- x* +12x
x +x -1z
+13x 12

Assim temos que

2 =(=1)x> +x-12)+ (13x-12)

ou seja,
¥ (=1 +x-12)+ (13x-12)
¥ +x—12 x4+ x—12
=(x_1 n £3x—12
x +x—-12

Portanto



Capitulo VI: Primitivacio 171

3

X 13x—12
—dx = —l)dx+ | —d
J.xz+x—12)C I(x )x -[x2+x—12 *

Um dos integrais resultantes ¢ imediato e o outro tem grau do numerador menor que o0
grau do denominador.

13x—12

Vamos comegar por calcular Iz—dx.

x +x-12
Factorizagdo do denominador: x> +x—12 = (x—3)(x+4)
Na decomposi¢do em frac¢des parciais poderemos encontrar os denominadores:
x=3 e x+4

Vamos decompor a fun¢do integrando em fracgdes parciais:

13x-12 4 N B

x*+x-12 x-3 x+4
(A4+B)x+(44-3B)
(x - 3)(x + 4)

Como temos uma igualdade e os denominadores sdo iguais entdo temos que ter
forgosamente os numeradores iguais, isto é:
13x—12=(4+B)x+(44-3B)

Igualando as poténcias de x, temos

A—27
A+ B =13 A=13-B _7
& &
44-3B=-12 52-7B=-12 B—ﬁ
7
Pelo que
J-13x—12 J _2_7 dx +ﬁ dx
xP+x-12 7dx-3 7J)x+4
221n|x—3|+ﬁln|x+4|+C
7 7
Conclusio:

3

x 13x-12
-[x2 +x—12dx :I(x—l)dx%—ij +x—12dx
2
zx——x+£1n|x—3|+ﬁln|x+4|+C
2 7 7



