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12. lim tg(x)*"™ 1
lim t9(x) 15. lim(e* +3x)?"
x—0
13. lim tg(x)** 1
x> 16. lim (1+ 2cos( x ))<=
)(7+]_ X_)E
14. lim (2x)*
sen( x
17. lim (x)
X—>+00 X
Resolucéo:

Repare que ndo existe |im sen(x).

X—>+00

-1 sen(x 1 -1 1 o sen( x
Mas, —gys— e como |im —= lim —=0, entao |imL=
X X X x—+0 X x—+0 X X—>+00 X

0

(ver o teorema de encaixe de limites).

5.7 Aplicac0es da derivada ao estudo das funcoes.

Pontos criticos e intervalos de monotonia:

Definigéo:
Seja f uma funcéo e c € D, . Diz-se que f(c) € um extremo relativo de f se em

X =€ ocorre uma méaximo ou um minimo (rever definicdes pagina 12).

L
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Por exemplo, a funcéo representada ao lado tem: A

e maximosem x=c¢'e x=c¢"
e minimosem x=d', x=d" e x=d'".
Note que os dois ultimos pontos assinalados no | i

gréfico da funcdo sdo simultaneamente maximos e _. L

w

'
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1
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minimos.
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Teorema:

Seja f uma fungdo que tem um extremo relativo em x=ce D, (i.e., f(c) é um

méaximo ou um minimo local) entdo ou f'(c)=0 ou ndo existe f'(c).

Como consequéncia do teorema anterior resulta que os pontos candidatos a

extremos relativos de uma funcdo f encontram-se entre os zeros da funcdo derivada
e/ou os pontos do dominio de f que ndo admitem derivada. A estes pontos chamamos

pontos criticos.

Obs.:
e f'(c)=0 significa que a tangente ao grafico de f em x=c é horizontal,
situacdo que ocorreem x=d', x=c'e x=c¢'";
e f'(c) ndo existir significa que as semi-tangentes ao graficode f em x=c tém

declives distintos, como acontece em x=d" e x=d"".

Fid’l Fet) mdximios e

minmimes

L) b i el R o R e e

v

Nota:
O reciproco deste teorema € falso, isto €, pelo facto de
f'(c) =0 ndo se pode concluir que f(c) seja um extremo.
Por exemplo, f(x)=x> tem derivada f'(x)=3x* e
f'(0)=0, e no entanto f(0) ndo é maximo nem minimo de

f . Conclusdo: nem todo o ponto critico € um extremo.
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Corolério do teorema de Lagrange: Monotonia

Seja f uma funco derivéavel no intervalo Ja,b[, entéo:
e se f'(x)>0 paratodo x ]a,b[, entdo f é estritamente crescente;
e se f'(x)<0 paratodo x ]a,b[, entdo f é estritamente decrescente;

e se f'(x)=0 paratodo x  Ja,b[, entdo f é constante.

OO fwee 1 fee 1 fase

Fovascents ¢ deoppronpe  FOVESCENIE  Fdeovesente

4

Como decidir se um ponto critico € maximo ou minimo relativo?

Critério da 12 derivada para classificacdo de extremos:
Seja f uma fungéo continua em c < Ja,b[ e derivavel em Ja,b[\{c}. Se x=c é
um ponto criticode f e
e f' passa de positiva para negativa em x = c, entdo f(c) é maximo relativo;
e f' passade negativa para positivaem x =c, entdo f(c) é minimo relativo;

e f'(x)>0o0u f'(x)<Oparatodo x e Ja,b[, entdo f(c) no é extremo relativo.

Critério da 22 derivada para classificacdo de extremos:
Seja f uma funco derivavel em Ja,b[, com c € Ja,b[, e f'(c)=0:
e se f"(c)<O0 entdo f tem um maximo relativo em x=c (f(c) é maximo
relativo)
e se f"(c)>0 entdo f tem um minimo relativoem x=c (f(c) é minimo

relativo).
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Este pode ser compreendido quando analisarmos a concavidade da funcéo f , de

que falaremos em seguida.

Exercicio:

Determine os extremos relativos e indique os intervalos de monotonia das seguintes

funcdes:
2
a) f(x)= 2—-X ,se x<0
log,(x+1) ,sex>0
b) g(x):x3—x

c) h(x)=xY3(8-x)

Resolucéo de c):

D, =IR e h é continua, pois é o produto de fungdes continuas (3/x 6 uma

funcdo irracional e 8— x é uma funcéo polinomial)

Note que se existir algum ponto onde a funcéo seja descontinua entéo ele

deve ser considerado como ponto critico.

Calculo da primeira derivada:

8—x 8— X 8—4x 2 -2
h'(x) = y_x%:ﬁ_i/;: — =Zx 3(2-x);
3x”/3 33X 3\/X_ 3

Pontos criticos:

e x=0porque 0D, mas 0¢ D,

e x=2 pois h'(2)=0

Sinal de h' + n.d. + 0 -

h /' /' \

n.d. — ndo definida
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Extremos relativos:

Maximos relativos: h(2); ~ Minimos relativos: ndo tem;
Note que
e h(0) nfo é um extremo pois a volta de x =0, h' n&o muda de
sinal;
e alternativamente, podemos utilizar o teste da 22 derivada para
concluir que em x =2 ocorre um maximo pois:
h'(2)=0

—4(x+4)
h'"(x)=——=
) 9y 3 = h(2) éumméximo

h"(2)<0

Intervalos de monotonia:

h & crescente se x e J-,2[;

h € decrescente se x e J2,+o0[.

Quais os pontos que se devem considerar na elaboracéo do quadro para o estudo da

monotonia de uma fungdo f ?

Devem ser considerados 0s seguintes pontos:

e pontos criticos, i.e. pontos tais que f'(x)=0 ou pontos onde ndo existe f'(x);
e pontos de descontinuidades de f e

e no caso do dominio ser um intervalo ou unido de intervalos hd que considerar 0s

extremos desses intervalos.
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Pontos inflexdes e concavidades:

Vimos que o sinal de f° da-nos informacdo sobre a monotonia da funcdo f .
Analogamente, podemos estudar o sinal de f° para determinar a monotonia de f.
Assim, se f & duas vezes derivavel no intervalo Ja,b| e

e se f"(x)>0 paratodo x € Ja,b[, entdo f~ & crescente;

e se f"(x)<O0 paratodo x < Ja,b[, entdo f" & decrescente.

Ora, geometricamente, f° ser crescente significa ~* 4

gue a medida que x cresce o declive da recta

tangente a f aumenta e que o grafico da funcdo (a

volta do ponto x) fica acima de cada tangente (ver

k

figura ao lado). "

De forma analoga, f° ser decrescente significa
gue a medida que x cresce o declive da recta
tangente a f diminui e que o grafico da funcdo (a

volta de x) fica abaixo de cada tangente (ver figura

ao lado). %

Definigéo:
Seja f uma funcéo, diz-se que ce D, € um ponto de inflexdo se f muda a

concavidade a voltade x=c.

Teorema:

Seja f uma fungéo que tem um ponto de inflexdo em x=ce D; entédo ou f"(c) =0

ou ndo existe f"(c).
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Como consequéncia do teorema anterior resulta que os pontos candidatos a pontos

de inflexdo de uma funcdo f encontram-se entre os zeros da segunda derivada da

funcdo e/ou os pontos do dominio de f que ndo admitem segunda derivada.

Nota:
O reciproco deste teorema é falso, isto é, pelo facto de \

f"(c)=0 ndo se pode concluir que x=c €& um ponto de
inflexdo. Por exemplo, f(x)=x" tem segunda derivada
f'(x)=12x*,e f"(0)=0,enoentanto x=0 ndo é pontode

inflexdo (porque a volta de x=0, f ndo muda a

concavidade) conforme se pode ver na figura ao lado.

Teorema (teste da concavidade)

Seja f uma fungéo duas vezes derivavel em Ja,b[ .

b 4

red

e Se f"(x)>0 paratodo x e ]a,b[, entdo f tem concavidade voltada para cima;

e Se f"(x)<0 paratodo x e Ja,b[, entdo f tem concavidade voltada para baixo.

y

COne.
<ma

Podemos agora compreender o “Critério da 2% derivada para classificacdo dos

extremos” atras enunciado: i

e setemos f'(c)=0 (atangente em x=c € horizontal),
e se f7(c)>0 (a concavidade é voltada para cima)

entdo f(c) é um minimo (ver figura ao lado).

Tej=0

fie)=0
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v | fle)=0

e setemos f'(c)=0 (atangente em x =c & horizontal), e

se 7(c)<0 (a concavidade é voltada para baixo) entio ' fe)=0

f(c) é um maximo (ver figura ao lado). , R

& X

Exercicio:
Determine os pontos de inflexdo e a concavidade das seguintes fungdes:

a) f(x)=x**5B+x)

b) f(x)=2x*+3x*-12x+3
c) g(x)=3x*-4x>-12x* +17
d) h(x)=[(x+D(x-1)*|

Resolucdo da alinea a):

D, =IR e f € continua pois é o produto de fungdes continuas (¥/x* é uma

funcdo irracional e 5+ x é uma funcéo polinomial)

Note que se existir algum ponto onde a funcéo seja descontinua entéo ele

deve ser considerado como ponto critico.

Célculo da primeira derivada:

. 2(5+x) 2 10+5x
f'(x)=———=+x3 =——
() 3x}/3 3X%

Embora ndo seja pedido no enunciado do exercicio, vamos fazer o estudo

dos pontos criticos, extremos relativos e intervalos de monotonia.

Pontos criticos:

e X=0porque 0D, mas 0¢ D,.

e x=-2pois f'(-2)=0
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+ 00

Sinal de f'

n.d

f

/'

/'

n.d. — ndo definida

Extremos relativos: Maximos relativos: f (- 2); Minimos relativos: f(0).

Obs. — importante!

Apesar de ndo existir derivada em x=0, f é continuaem x=0 e f’

muda de sinal em torno de x =0 e portanto pelo critério da 12 derivada

para classificagio de extremos (pagina 122) podemos concluir que f(0)

€ um minimo relativo. Muita atencao!!! se f n&o fosse continua em

x=0 mas 0 D, ter-se-ia que analisar os limites laterais para poder

concluir se existia ou ndo extremo nesse ponto.

Intervalos de Monotonia:

f estritamente crescente: se X € |-o0,~2[ ese x e J0,+o0]

f estritamente decrescente: x € |-2,0].

Calculo da sequnda derivada:

f"(x):%(

Xx-1
X4/3

Candidatos a pontos de inflexdo:

e x=0porque 0e D, mas 0¢D,.

e x=1pois f"(1)=0

+ 00

Sinal de f"

n.d.
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Pontos de inflexdo: x=1 (note que: o ponto de inflexdo é o “valor da

abcissa” ao contrario dos extremos que se referem ao “valor da ordenada™.)

Obs. — importante!

Apesar de x=0 ndo ser zero da 2% derivada poderia ser ponto de

inflexdo, bastaria que a sua volta o sinal de f*° mudasse.

Sentido da concavidade:

f tem concavidade voltada para baixo: se x € |- 0,1

f tem concavidade voltada para cima: se x € JL,+ oo|.

Quais os pontos que se devem considerar na elaboragdo do quadro para o estudo das

concavidades de uma funcdo f ?

Devem ser considerados 0s seguintes pontos:

e pontos candidatos a pontos de inflexdo, i.e. pontos xe Dy tais que f"(x)=0 ou
pontos onde ndo existe f"(x);

e pontos de descontinuidades de f e

e no caso do dominio ser um intervalo ou unido de intervalos ha que considerar 0s

extremos desses intervalos.
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Assimptotas:

Seja f uma funcéo real de variavel real.

Ideia intuitiva de assimptota:

Uma recta € uma assimptota de uma funcdo se o seu grafico se aproxima

indefinidamente dessa recta e no limite confunde-se com a propria recta.

. o .. 1 . y 5T
Consideremos a funcao definida por f(x) =X+—, CuUja
X 10
representacdo grafica é: 5
r T T U T T 1
-158 -10 -5 ul 5 10 15
Esta funcdo ndo esta definidaem x =0. sl x
A0 T
O que é que acontece quando X se aproxima de zero? a5 -

A medida que x se aproxima de zero, quer pela direita quer pela esquerda, os

correspondentes valores de f(x) “explodem”, isto €, crescem sem limite. Podemos

. . - s X—07
entfo escrever: lim f(x)=
x=0 +o se x—0°

Neste caso, dizemos que a recta x =0 é uma assimptota vertical do gréafico de f .

Como determinar as equac6es das assimptotas verticais do grafico de uma funcéo?
Para identificar os pontos onde eventualmente o grafico admite uma assimptota
determina-se:

° Df :
e 0spontos a e D, onde afungdo é descontinua;

e no caso do dominio ser um intervalo ou unido de intervalos devem-se considerar

0s pontos extremos que tais que a ¢ D; ;
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e lim f(x) e lim f(x) quando fazem sentido.

x—a~ x—a*

Se algum destes limites for + o, a recta x =a diz-se uma assimptota vertical do
gréfico de f (unilateral ou bilateral conforme exista um ou dois limites laterais

infinitos, respectivamente).

Exercicio:

Determine, caso existam, as assimptotas verticais dos graficos das seguintes
funcoes:

a) f(x)=——

x? -1

Resolugéo:

D, = XelR:x*-1>0} = Joo~1U Lo,

f é continua porque é quociente entre uma funcdo polinomial e uma fungédo
irracional.

Pontos onde podem existir assimptotas verticais: x =-1e x=1.

lim f(x)=-0 e lim f(x)=+oo

x—>-1"

- x=-1e x =1 sdo duas assimptotas verticais do grafico de f .

b) f(x)= exx‘l

Resolucéo:
D, = IR\{0}.

f € continua porque é diferenca e quociente de fungdes continuas (exponencial,
constante e polinomial).

Pontos onde podem existir assimptotas verticais: x =0

lim £ (x) = lim 2

x—0 x—0 X

=1 (pela Regra de Cauchy)

. X =0 ndo é assimptota vertical do grafico de f .

. o gréficode f ndo tem assimptotas verticais.
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In4-x?) se x>0

-— se x<0

Resolugéo:

D,= {xelR:(4-x*>0 A x20) v (x20 A x<0)}
{xelR:(-2<x<2 A x20) v (x20 A x<O0)
= {xelR:0<x<2 v x<0f
= oo

f é continua em todo o seu dominio excepto em x =0:

Para x >0, f é continua porque é composta de fun¢des continuas (logaritmica

com polinomial). Para x <0, f € continua porque é uma funcdo racional.

Para x=0, lim f(x)= lim In(x” +4)=1n(4) = —0 = lim L _Jim £(x), logo

x— 0* x— 0" X x— 0~

f é descontinuaem x =0.

Pontos onde podem existir assimptotas verticais: x=0e x=2.

(Exercicio ...)

Assimptotas ndo verticais:
Consideremos as fungdes representadas graficamente:

f09=> 9(x) = x+

Quando x — +oo 0 grafico da funcdo f aproxima-se da recta y =0. Quando X — —o

o gréfico da funcdo f aproxima-se darecta y=0.

Dizemos que a recta y =0 é uma assimptota horizontal (bilateral).
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No caso da funcdo g, quando x — oo 0 grafico da funcdo g aproxima-se da recta

yzx(Note-se que g(x)-x==¢e

1 1

— e ——0 quando X—)iooJ

X X

A existéncia de assimptotas ndo verticais (horizontais e obliquas) depende do

comportamento da funcdo quando X — +oo e quando X — —oo.

Se a recta y=mx+b é uma assimptota ndo vertical do gréfico da funcdo, quando

X — +oo, € porque o grafico da funcdo se aproxima cada vez mais da recta quando

X —> +00,

(De modo inteiramente analogo se diria quando x — —o0).

Suponhamos que X — 4.

Temos que
lim [ (x)—(mx +b)]=0.

X—>+00

Desta expressao vamos determinar as constantes m e b .

Determinagédo de m:

Xlirﬂo[f (x)-(mx+b)]=0

Dividindo por x vem:

jim fX)=(mx+b) o o T mx b
X—>+00 X X+ X X X
= IimM—m:O
X—>+0 X
o m:Iile)
X—>+0 X
Logo, m= I|m@

Determinacédo de b :

Xlirﬂo[f(x)—(mx+b)]=0 < lim(f(x)-mx)=limb < b= lim(f(x)-mx)

X—>+00 X—>+00 X—>+00

Logo,

b= |im(f(x)—mx)|.

X—>+00

No caso em que x — —oo, procedendo do modo analogo concluimos que:
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f(x)

e m=lim—-
X—=-0 X
e b=lim(f(x)-mx)

Notas:

e A existéncia de assimptotas ndo verticais (horizontais ou obliquas) pressupde que as

expressdes lim f(x) e lim f(x) tenham sentido, isto é, que o dominio da funcio
X—>—00 X—>+00
contenha um intervalo ilimitado do tipo |-, a[ e/ou Ja,+oo|.

e Se m=0 entdo a assimptota, a existir, & horizontal.

e Se m=o OU ndo existir, entdo o grafico da funcdo ndo tem assimptotas ndo

verticais.
e Se b=o ou ndo existir, entdo o grafico da funcdo ndo tem assimptotas

e Em geral, é mais facil determinar as assimptotas horizontais do que as obliquas, pelo
que ha vantagem em comecar por verificar se uma fungdo tem assimptotas

horizontais: b= lim f(x), e caso este limite seja finito conclui-se que a (Unica)

X—>too

assimptota ndo vertical é y=b.

e Se uma funcdo tem uma assimptota horizontal quando x — +w entdo ndo pode ter

simultaneamente uma obliqua quando x — +o . Porqué?

e Uma funcdo pode ter uma assimptota horizontal e outra obliqua desde que uma seja

quando x — 400 € outra quando x — —oo .

e O grafico de uma fungdo pode intersectar no_maximo uma vez uma assimptota

vertical (caso em que a fungdo é descontinua num ponto mas estd definida nesse

ponto).

e O gréafico de uma funcdo pode intersectar mais -

do que uma vez uma assimptota ndo vertical.

Por exemplo, consideremos a funcéo definida

5sen(2x) oy
por f(x)= X
10 se x=0

se X#=0

cuja representacéo grafica é: ot
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Verifique que a recta y = X € uma assimptota obliqua ao gréfico de f .

Exercicio:
Determine, caso existam, as assimptotas ndo verticais dos graficos das seguintes

funcdes:

X
x? -1
Resolucéo:

oo, U T 40|

Assimptotas horizontais:

a) f(x)=

Im —— = lim ———

X—>+0 | X—>+00
X —

lim ———= lim

X—>—00 [ _ X—>—00 1

- X 1——

Note que nos dois limites anteriores ndo se consegue levantar as
indeterminacdes aplicando a Regra de Cauchy (experimente!).

.y =1 é uma assimptota horizontal do graficode f quando x >+ e y=-1¢

uma assimptota horizontal do grafico de f quando x — —oo.

e’ -1
X

Resolucao:

D, = IR\{0}.

b) f(x)=

Assimptotas horizontais:

X

1 Jime* = 400 (Regra de Cauchy)

lim

X—>+00 X X—>+00
.oef-1 -1

lim =——=0
X—>—00 X — 00

.y =0 é uma assimptota horizontal do grafico de f quando x — — e o gréfico

de f ndo tem assimptotas horizontais quando x — +o.
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Assimptotas obliquas:

o f(x) .oer-1 . et . g
m=lim —-—=Ilim ——=Ilim-—= lim — =+

X—+0 X X—>400 X2 X—>+0 2 x>+ 2

.. o graficode f ndo admite assimptotas obliquas quando X — +w.

Resolucao:
D, = ]_0012[-
Neste caso ndo faz sentido verificar se a fungdo tem assimptotas obliquas quando

X —> +00.

Assimptotas horizontais quando x — —:

lim f(x)= lim 1o

X—>—0 X—>—00 X

..y =0 é uma assimptotas horizontal do gréfico de f .



