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Corolario (derivada da fun¢éo inversa):

Seja f uma funcéo diferenciavel e injectiva definida num intervalo I c IR . Seja x, €1 tal

que f'(xo) =0, entdo f* & derivavel em y, = f(x,) €

(F 1) (y,) =

1
f'(%)

Exercicio:

Determine a derivada de arcsen(x) para x e |-11[.

Resolucéo:
~ , - ~ - T T ,
A funcdo arcsen € inversa da funcdo sen na restri¢do }E’E{ Ora f(x):senx é uma

funcao diferenciavel e injectiva em }—%%[ :

Seja y, = sen(x, ) entdo o corolario anterior firma que

1 1
sen(x,))  cos(x,)
Pela férmula fundamental da trigonometria temos

sen?(x,) +c0s?(X,) =1 = ©0s(X,) =+/1—sen®(x,) = y1- Yy,

(note que como X, = }—%%{ cos(x,) € positivo e nunca se anula) e portanto

(arcsen(y, )) = (

(arcsen(x))= LI
1-x°
Exercicio: Determine
a) (arccos(x))para xe -1 c) (arccotg(x)) paraxelR;
b) (arctg(x)) para xe IR d) (log,(x)) para xe IR* (a>0);
Temos portanto as seguintes formulas
« : , 1
1. fungdo logaritmoa>0: f(x)=log, X P00 = xIn(a)
1
2. funcéo arcsen f (x) = arcsen(x) P0="7=
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1
3. funcéo arccos f (x) = arccos(x) fr(x)=- o
- X
4. funcdo arctg f (x) = arctg(x) f'(x)= ! 5
1+x
5. funcdo arccotg f (x) = arccotg(x) f'(x) =—1 ! 5
+ X

Tabelas de Derivadas

Tendo em conta a derivada das funcdes elementares atras referidas e a derivada da fungéo

composta, podemos escrever as seguintes formulas de derivacgéo:

Sejam u e v funcdes derivaveis, k e a>0 constantes:

1 (U+v)=u+v

2. (w)y=uv+uv

5.5 Derivadas de ordem superior

Dada uma funcéo f diferencidvel, entdo f é também uma funcéo real de variavel real.

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

(sen(u) )= u'cos(u)
(cos(u))=—u'sen(u)

(tg(u)) = u'sec? (u)

(cotg(u))=—u'cosec?(u)

(arcsen(u)) = u
1-u?

(arccos(u)) = - u
1-u?

o u
(arctg(u))—1+ 2

u
arccotg(u))=—-
( g(u)) o2

Assim podemos falar na fungédo derivada de f’, ou seja na segunda derivada de f.

Em termos praticos f’” obtém-se de f derivando esta duas vezes, ou seja,

£ =(f'09)
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Notacdo: Se y= f(x):

e primeira derivada de f: f* ou, na notacdo de Leibniz, g_f ou %;
X X
: o " I R
e segunda derivadade f: f’ ou, na notagédo de Leibniz, o7 ou e
X X
H H . 779 -4 H H d3f d3y .
e terceira derivadadef: f’” ou, na notacdo de Leibniz, ~ ou e
X X
: R . Loodtf dty
e quartaderivadadef: f'Y ou, nanotacdo de Leibniz, o ou g
X X
[ ]
- : x I " d"y
e n-ésimaderivadadef: f™ ou, nanotacdo de Leibniz, ou —— ne IN.
X X

Exercicio:

Calcule as trés primeiras derivadas da funcao f(x)=In(x).

5.6 Teoremas fundamentais sobre derivacao

Teorema de Rolle: Seja f : [a,b] — IR uma fung&o continua no intervalo fechado
[a,b] e derivavel no intervalo Ja,b].

Se f(a)= f(b) entdo existe pelo menos um c € Ja,b[: f'(c)=0.

Interpretacdo geométrica:

O teorema de Rolle afirma entre dois pontos de uma funcéo (continua e diferenciavel)

com a mesma imagem existe pelo menos um ponto do grafico de f onde a recta

tangente é horizontal.

fa@=I0)- -~ -
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Se alguma das condi¢bes do teorema falhar a conclusdo do teorema pode nédo se
verificar, por exemplo:

1.  Consideremos uma funcdo f cuja representacdo grafica €:

f néo é continuaem x=Db.

N&o existe nenhum ponto do intervalo [a,b]

cuja recta tangente seja horizontal.
fla)=f(b)1 — ‘

- . €@ essencial a continuidade no intervalo
fechado [a,b]

2. Seja f(x)=|x, xe[-44]. Arepresentacio graficade f é:

A f ndo admite derivadaem x=0

N&o existe nenhum ponto do intervalo [-4.4]

Cuja recta tangente seja horizontal.

¢ essencial a derivabilidade no intervalo

x aberto Ja,b[.

Corolario 1: Seja f: [a,b] — IR uma funcéo continua no intervalo fechado [a,b]
e com derivada no intervalo Ja,b|.

Se a e b s&o dois zeros de f entdo existe pelo menos um ¢ e Ja,b[: '(c)=0.

Interpretacdo geométrica: i

O corolario afirma que entre dois zeros de

uma funcdo (continua e derivavel) existe

pelo menos um zero da derivada.

A4
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Se alguma das condicGes do teorema falhar a conclusdo do teorema pode ndo se

verificar. (Exercicio: encontrar exemplos...)

Corolario 2: Seja f: | — IR uma fungdo derivavel e [a,b]c 1.

Se a e b sdo dois zerosde f",entdo f tem no maximo um zeroentre a e b.

Interpretacdo geométrica:

i

zero da fungio
/‘TK /
| b N

9

f ndo tem zeros. f tem um Unico zeros.

Se a hipétese da derivabilidade falhar no intervalo [a,b] entéo a conclusdo do corolario

pode deixar de ser valida.

Por exemplo:

a e b sdo dois zeros consecutivos da derivada mas entre a e b existe dois zeros da

funcéo.
~. é essencial a derivabilidade no intervalo fechado [a,b]

Exercicio:
A equacdo e* =1+ x admite x =0 como solucéo.

Mostre que esta equacédo ndo pode ter mais nenhuma solucéo real.
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Resolucéo:
Em primeiro lugar, ha que observar que x=0 é efectivamente uma solucdo da

equacio dada: e® =1+0 (proposicdo verdadeira).

Defina-se f(x)=e* —1-x.

Vamos supor que f outro zero: a=0.

Entdo pelo primeiro corolario do teorema de Rolle, existe um ponto entre 0 e a
(exclusive) tal que a derivada é nula.

Mas f'(x)=e*-1e f(x)=0 < e*=1 <« x=0 -absurdo pois o teorema
de Rolle afirma a existéncia de um zero da derivada entre 0 e a (exclusive).

O absurdo resultou de supor que f admitia mais do que um zero.

Logo f tem um Unico zero e portanto a equacdo dada tem uma Unica raiz.

Teorema de Darboux: Seja f: [a,b] — IR uma funcdo continua no intervalo
fechado [a,b] e derivéavel no intervalo [a,b].

Entdo f'(x) toma todos os valores entre f'(a) e f'(b).

Exemplo: A funcéo
1 _ _1 y X < O
OB P
ndo pode ser a derivada de nenhuma outra fungo, pois no intervalo [-1.1],

f'(-)=-1, f'@=1e f'(x) ndo toma valores entre -1 e 1.

Teorema do valor médio ou de Lagrange: Seja f : [a,b] — IR uma funcéo

continua no intervalo fechado [a,b] e derivével no intervalo [a,b].

Entdo existe ¢ € Ja,b[ tal que f(c)= w .
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Interpretacdo geométrica:

O teorema de Lagrange afirma que existe um ponto no grafico de f cujo declive da

recta tangente ¢ igual ao da recta que passa nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

/

fib)

fa)|

Corolério: Seja f: 1| — IR uma funcéo continua (I um intervalo) e cel .

Se f tem derivada em 1\{c} e se existem e sdo iguais lim f'(x)=L= lim f'(x)

x—c* X—C~

entéo existe f'(c) e f'(c)=L.

Exemplo: A funcdo

(X) = X , x>0
9= arctg(x) , x<0

é continua ( verifique que € continuaem x=0), e temos que para x=0 g'(x) é
1 , x>0
g0)=y_1 =, x<0’
1+x

Como g é continua e lim g'(x)=1= lim g'(x) ent&o pelo corolario anterior
Xx—0"

x—0*

existe g'(x) em x=0,e g'(0)=1.
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. - , .. . . o 0 0
Aplicacéo ao calculo dos limites nas indeterminagoes ° e —.
)

O célculo de limites por vezes nao é simples. Utilizando derivacdo ha um resultado, que

em certas condicdes, nos facilita muito esse célculo:

Proposicdo (Regra de Cauchy): Sejam f e g duas fungbes definidas em ]a,b[ e

cela,b], tal que:

f e g sdo derivaveis em Ja,b[\ {c}

e g'(x)#0, xela,b[\{c}

. f(x) 0 0
e [im—==— ou —
X—C g(X) 0 0
f'(x) ) .
o im —~ existe ou é oo (*)
><|£>ncg(x

Entdo

foo_ . '

M) g (x)

Observacéo:
A regra de Cauchy também se aplica para limites no infinito, c=+w, € para

limites laterais, c=b~ ou c=a".
Repare que “(*)” ndo se trata da derivada do quociente!!!

Por vezes esta regra é também designada por regra de L’Hospital (ou L’Hépital),

L o L 2 . . . .0
mas esta € ndo é tdo geral e so é formulada para aplicar a indeterminacéo o

Exercicios: Calcule os seguintes limites:

. sen(x
1. lim (x)
X—0 X
resolucdo: temos uma indeterminacao % aplicando a regra de Cauchy,

sen(x):”mcos(x)zll

lim

X—0 X X—0 1
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. In(x+1)
2. lim——
X—0 X
~ . .0 .
resolugéo: temos uma indeterminagao 0’ aplicando a regra de Cauchy,
1
. In(x+1) .
lim —lim2X+L =1,
X—0 X X—>0
eX
3. lim— nelN
X—>+00 Xn
~ . . ~ o0 .
resolucdo: temos uma indeterminacdo —, aplicando a regra de Cauchy (n
o0
e” e”
vezes), lim —=...= lim — = +».
X—+00 X X—>+00 n!
e’ -1
4. lim
x=0 X
. . . .0 :
resolucdo: temos uma indeterminacao o aplicando a regra de Cauchy,
X X
. -1 e
lim =lim—=1.
x—0 X x—0 1
. In(x
S. I|mL
X—>+00 X
~ - - ~ o0 .
resolucédo: temos uma indeterminagdo —, aplicando a regra de Cauchy,
Q0
1
- In(x) _ . x
lim = lim X =0.
X—>+%0 X Xt 1
. In(x
6. I|mL
X—>+00 2X+1
XZ
7. (é necessario aplicar a Regra de Cauchy duas vezes)

lim———
x>0 sen®(x)

X —sen(x)
esen(x)

8. lim

x—0 ex -

(é necessario aplicar a Regra de Cauchy duas vezes)
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Obs:

Quando temos indeterminagdes da forma «.0 ou o—o por vezes, podemos

. . . ~ 0 0 .
transforma-las em indeterminagdes da forma — ou o para podermos aplicar a
o0

regra de Cauchy, como podemos ver nos exemplos seguintes:

2
9. lim xe™*

X—>—0

resolucdo: temos uma indeterminagdo «.0, ndo podemos aplicar a regra de

. 2 . X .
Cauchy directamente, mas como |im xe™* = |lim — ficamos

X—>—0 X—>—0 @
. - ~ [00] .
com uma indeterminacdo — e agora podemos aplicar a regra de
o0

. 2 . X . 1 1
Cauchy lim xe™ = lim — = lim _=—=0.
X—>—00 x——0 g x—-o 2 xeX — o0

10. lim [x—In(3e* -1)]

X—>+00

resolucdo: temos uma indeterminacdo oo —oo, ndo podemos aplicar a regra

de Cauchy directamente, mas como

lim [X—In(3ex —1)]= lim [Inex —In(3e” —1)]

X—>+00 X—>+00

= |im In ¢
X—>+00 3eX —1

e : . ]
:In{nm } pois In(x) é continua

X—>+0 3ex -1
- g - . ~ [0 0] .
ficamos com uma indeterminacdo — e agora podemos aplicar a
0

regra de Cauchy ..........
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Outras indeterminacdes:

No célculo de limites da forma [im f(x)®*’ por vezes somos conduzidos as seguintes

X—a

indeterminacdes:
Estas indeterminacfes levantam-se recorrendo a seguinte igualdade:

lim £ ()90 = g o

X—a

onde f(x)>0, VxeD, e aelRuU{-owto}

Prova:

Se existe e é positivo, lim (x)°* entso

X—a

In{”mf(x)g(”}
lim f(x)* =A < e b =A ( pois ") =x)
X—a
limmn[f 0e] .
& e =A ( pois In(x) € continua)
lima(x).In f(x) . .
& e =A ( propriedades da funcéo In)

Nota:

lim (1+5j =g~ kelR
X

X—>to0

Exercicios:

Calcule os seguintes limites:

11, lim X
x—0"
[im{xin(x)]
AN i 1 ; O H X _ x—0"
resolucdo: temos uma indeterminacdo 0", fazendo [|im x* =e temos

x—0"

In( x)
7
uma indeterminacdo 0.0, fazendo [|im x* =" K temos uma

x—0"

indeterminacgédo L podemos aplicar a regra de Cauchy:
o0

. |In(x) : % .| =x? .
'"TJ{ “ } [gp{%} lim =] limeo
lim x* =e~"" " =e et T = =gl =1,

x—0*



