Capitulo 111

Limite de Funcoes

3.1 Nocao de Limite

Dada uma funcéo f, o que é que significa lin’ll flx)=57?

A ideia intuitiva do que queremos dizer com isto é:

quando x toma valores cada vez mais proximos de 1, a respectiva imagem, f (x),

aproxima--se do valor 5.

Definicao:
Diz-se que existe e que Le IR é o limite de f(x) quando x tende para a e escreve-se

lim flx)=L

quando e s6 quando ¥Ye>0 J6>0 : O<|x—a|<5 = |f(x)—L|<8

Expliquemos o que quer dizer, em linguagem corrente, a tltima férmula.

Diz-se que o lim f(x) é L se
xX—a

— para qualquer intervalo centrado em L do tipo JL—¢ L+¢g| (relativamente as

ordenadas),

76
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— existe pelo menos um intervalo da forma |a — &, a + 5[\ {a}, onde a imagem de qualquer

ponto pertence ao intervalo |L—e&, L+ ¢].

r

Obervacdo.:

e De acordo com a definicdo, sé tem sentido calcular lim f(x) se a fungdo estd definida

xX—a
num vizinhanga de a, isto é, ou imediatamente antes de a (se existe 6 >0 tal que

]a—é,a[c D,) ou imediatamente depois de a (se existe &>0 tal que

la,a+d[c D, )

Por exemplo, ndo faz sentido calcular lim2 In(x) pois —2¢ Dy, :]O,oo[, mas tem

x——

sentido calcular limIn(x) pois qualquer valor a direita de 0 pertence D,,(,).

x—0

e De acordo com a definicdo de limite, para calcular lim f(x) ndo interessa o que se

xX—a

passa em a (pode até acontecer que a¢ D), o que importa é o que se passa

imediatamente antes o depois de a.
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Exemplos:
1) i BE .
lim f (x)=5
e 3 2 -1 : o 1 2 IJ
f()=10 G
2) ¢
lim flx)=10 .
e 1s

f (3) nao existe

3.2 Propriedades dos Limites

Muitas fun¢des do cdlculo podem ser obtidas como somas, diferengas, produtos, quocientes e
poténcias de fungdes simples. Vamos enunciar algumas propriedades, que resultam da prépria
definicdo de limite, e podem ser usadas para simplificar o cdlculo do limite de fun¢des menos

simples.

Teorema (Unicidade de Limite)
Seja f uma funcdo definida numa vizinhanca de a.

O limite de f em a, quando existe, é tinico.

Teorema (Propriedades algébricas dos limites)

Sejam [ e g duas funcées definidas numa vizinhanca de ae IR tais que

lim f(x)=1€ IR e limg(x)=me IR, e seja ¢ uma constante. Entdo

x—a
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a) lim (f +g)x)=lim f(x)+lim g(x)=1+m

x—a x—a x—a
b) lim (fg)x)=lim f(x)-lim g(x)=1Im

¢) lim (cf Nx)=lim c-lim f(x)=cl

xX—a xX—a x—a

d) tim (f) (x)=lim f()f =17, ne N

lim f(x)
e) lim i (x):x__’“—:i,se m#=0
xa | g lim g(x) m

x—a

f) lim |[f(x)=0 < lim f(x)=0, limf(x)=120 se n par)

x—a xX—a

Teorema

Se lim f(x)=0 e g é uma funcdo limitada numa vizinhanca de a (x#a), entdo
Xx—a

limf(x)g (x) =0.

x—a

No teorema anterior a condi¢do “g € uma fun¢fo limitada numa vizinhanca de x (x#a)”

quer dizer que existe uma constante C tal que | g(x)| <C em todo o ponto x que estd numa

vizinhangadeae x#a.

Exemplos:

e lim xzsen(lj =0 porque a funcgio seno é limitada e lim x> =0;
x

x—0 x—0

e lim(-1)"x" =0 porque a funcio f(x)=(~1)" é limitada (CDf ={ 1,1}) e ling x"=0.

x—0

Teorema (Encaixe de limites)
Sejam f, g e h fungoes tais que f (x)S g(x)S h(x) para todo x numa vizinhanga de a

(x#a), se lim f(x)=L=1limh(x) entdo limg(x)=L.
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Exemplo:
.9 1
limx sen(—j =7
x—0 X

-1< sen[lj <1
X

1 ~ . ~
-x’ < x2sen[ <x’ (como x* >0 entdo as desigualdades sdo preservadas)
X

lim (- x*)<lim xzsen(lj <lim x°

x—=0 x—=0 X x—=0

Como lim(—x*)=lim x> =0, o teorema afirma que lim xzsen(lj =0.

x—0 x—0 x—0 X

3.3 Limites Laterais

Seja f a funcdo abaixo representada

Diz-se que 4 é o limite a esquerda de f no ponto 1 e denota-se por lim f(x)=4. Isto

x—1"

significa, que quando x se aproxima de 1 por valores inferiores, a respectiva imagem, f(x),

aproxima-se de 4 . (ver figura)

1] &_'_,_,_/2 3

X
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Formalmente, diz-se que o lim f(x)=L se

x—a-

— para qualquer intervalo centrado em L do tipo|L—¢&, L+¢[ (relativamente s
ordenadas),

— existe pelo menos um intervalo da forma Ja — &, [, onde a imagem de qualquer ponto

pertence ao intervalo |L—&, L+ £[.

Analogamente, diz-se que —2 € o limite a direita de f no ponto 1 e denota-se por

lim f(x)=-2. Isto significa, que quando x se aproxima de 1 por valores superiores, a
x—1*

respectiva imagem, f(x), aproxima-se de —2. (ver figura)

2

¥
] »
[
4 //O
/fg_‘ p—
-1 o W 3
2
X
+
&
=

Formalmente, diz-se que o lim f (x)=L se

xX—a
— para qualquer intervalo centrado em L do tipo |L — €, L + £[ (relativamente as
ordenadas),

— existe pelo menos um intervalo da forma la, a + d[, onde a imagem de qualquer ponto

pertence ao intervalo |L—&, L+ £[.

Utilizando os conceitos de limite a direita e limite a esquerda, podemos dar uma nova

definicao de limite:

Definicao:
Seja f uma funcdo definida numa vizinhanca de x = a, a direita e a esquerda.

Dado um niimero real L, diz-se que lim f(x)=L se é s se existem e sdo iguais os limites
X—a

laterais, isto é,
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lim f(x)=L quando e s6 quando lim f(x)= lim flx)=L

xX—a x—a

Observacao:

e Se os limites laterais num ponto s@o diferentes, entdo nao existe limite nesse ponto.

Por exemplo, a fungdo anterior ndo tem limite no ponto 1, pois

lim f(x)=4#-2= lim flx).

x—1

e No caso em que f ¢ uma funcdo definida num intervalo, por exemplo do tipo [a,b],
diz-se que lim f(x)=L se, e somente se, L= lim £(x)

Por exemplo:

lim f(x)= tim f(x)=5

x—-2 x—=-2"

(notar que neste caso, expressdo lim f(x) ndo faz sentido porque a fungdo nio estd
x—=-2"

definida para valores inferiores a —2)

3.4 Limites Infinitos. Limites no infinito. Expressoes
Indeterminadas

Por vezes quando calculdmos o limite de uma fun¢do f num ponto a acontece que a medida
que nos aproximdmos de a as imagens tomam valores muito grandes (em valor absoluto), tdo
grandes que € impossivel quantificd-los com um ndmero Le IR . Para exprimir essa situacio

utilizdmos o simbolo o que se designa por infinito.
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Exemplo:

1

X

lim
x—0

=7

Consideremos o grdfico da funcdo definida por f (x): 1
X

v

Verifica-se que:

Podemos, entdo, escrever lim

x—0

X

=00

Formalmente, temos que

Xx—a

25 5

lim —=—o0
x—0 X

lim f(x)=c0 quando e s6 quando

VM >0 35>0 tal que Vxela-6,a+8[\{a} = |[flx|>M

De forma andloga define-se lim f(x)=—oco e lim f(x)=+oo.

x—a
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Observacdo:

e Se limf(x):oo entdo f ndo é limitada.

x—a

o Se limf (x);too entdo numa vizinhanca de x=a a funcdo é limitada, no entanto,

x—a

globalmente nada se pode concluir.

Limites no infinito

Por vezes, quando o dominio de uma funcdo € ilimitado, importa saber o que acontece as

imagens quando nos aproximdmos dos extremos do dominio.

Exemplo:

Seja f(x)=e™ cuja representagdo grdfica é:

Quando x toma valores muito grandes, f toma valores cada vez mais préoximos de 0.

Simbolicamente esta situacdo traduz-se por lim f(x)=0.
X—>00

Formalmente, dado Le IR, temos que

lim f(x)= L quando e s6 quando

x—>too

Ve>0 3IM >0 tal que para todo x>M = f(x)e]L—e,L+€[

De modo andlogo, define-se lim f(x)=L

X—>—00
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Por outro lado, quando x toma valores “muito grandes negativos”, f toma valores cada vez

maiores. Exprime-se esta situacdo por lim f (x)=+oo.
X—>—00

Formalmente temos que lim f(x)=+e quando e s quando

X—>—o0

VM >0 3IN>0 tal que paratodo x<-N = f(x)>M.

De modo semelhante define-se lim f(x)=—co, lim f(x)=—co, lim f(x)=+oo.

X—>—0 X—>too X—>+oo

Exemplo:

1
Seja f(x) =— cuja representagdo grdfica é:
X

W 10

25 5

-0
Quando x toma valores muito grandes ou “muito grandes negativos”, f toma valores

cada vez mais proximos de 0.

Simbolicamente esta situagdo traduz-se por lim —=0.
x—teo X

Observacao geral:

Todas as propriedades estudadas para o cdlculo de limites no sub-capitulo 3.2, sdo
vdlidas para limites laterais (a_ e a+), limites no infinito (a :oo) e ainda para limites

infinitos.
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Expressoes indeterminadas
Resulta das propriedades da aritmética dos limites que o limite de um polinémio ou de uma

funcdo racional, quando x tende para a, pode ser calculado substituindo x por a.

Exemplos:
2
. 1im(x2+3)=(limx) +lim 3=22+3=7
x—2 x—2 x—2
. 2
o pm 3 j;f{ll(x +3) o 1*e3 4 4
x—>-12x% 4 x liml(2x3+x) 2(-1P +(-1) -3 3
x——

Contudo, aplicando directamente as propriedades da aritmética dos limites podemos ser

. . 0 o . . L
conduzidos aos simbolos —, —, o —o0, 0X o, que se chamam simbolos de indeterminagdo, e

[ee]

quando tal acontece nada se pode concluir sem um estudo mais aprofundado do limite em

causa.
Exemplos:
1. Indeterminacao =
1
3 x3 (1 + 2) 3
. X +x . X .X ) 1
lim ———=lim = lim — = lim —=0
X—>+o0 2x* +x X—>+oo 5 l X—>+oo 2x* X—>+oo 2x
2x°| 1+ PR
X

Mais geralmente:

Sejam p(x) e q(x) dois polindmios. Se a,x" é o monémio de maior grau de p(x)

e b,x" é o monémio de maior grau de ¢(x) temos que:

+oo s n>m
n
) X . a,x a
hmp()zhm =1 s n=m
X—>+oo q(x) X—>+oo bmxm bm
0 se n<m
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Observacdo:

Note que o que caracteriza uma indeterminagdo é precisamente o facto de perante

o mesmo simbolo (neste caso — ) sermos conduzidos a resultados distintos como
oo

se vé em cima.

2. Indeterminacio oo —c

. T (&-M)(Jh x+1)
fim (=)= lim B

. x—(x+l)
= lim
e N
-1

= lim =0
H+°°i\/;+\/x+1i

3. Indeterminacio %

. ¥ =3xr +4x-2
lim =

?
>l 2 _3x+2

. . . - . 0
Aplicando directamente as regra para o quociente de limites somos conduzidos a 0 0

que mostra que 1 anula o numerador e o denominador. Entdo o numerador e o

denominador sdo divisiveis por x—1. Aplicando a regra de Ruffini, temos que:

3_4.2 _ .2 _ 2 _
lim > 3x° +4x 2=1im(x 1)(x 2x+2)=limx 2x+2=i=_

x—1 .X2 —3x+2 x—1 (x—l)(x—z) x—1 x—2 -1

4. Indeterminacdo 0xoo

41

.1 . .
* lim —(x3 +1)= lim = lim x? =+o0
X——0 X X—>—00 X X—>—o0

¢ limLox= lim 1=
X—>—o0 X X—>—00
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Segue-se uma tabela com a dlgebra dos limites.

lim f(x) | limg(x)

+oo +oo lim(f (x) + g(x)) = Foo o0 = Foo

Foo too lim(f (x)+ g(x)) = +00 —(+0)=? indeterminacio
+oo k lim(f (x)+ g(x)) = +o0 + k= +o0

— oo k lim(f (x) + g(x)) = —e0 +k = —oo

+ o0 + o0 lim(f (x).g(x)) = (+0) . (+00) = +oo

+ o0 oo lim(f (x).g(x) = (+e0) . (=e0)

+oo k>0 lim(f (x).g(x)) = +o0 . k= +oo

+ oo k<0 lim(f (x).g(x)) = —o0 . k= —oo

+ oo 0 lim(f(x).g(x)) = £ .0=?  indeterminacio

k + o0 lim(f (x)/ g(x) =k/ +oo =0

+ oo + oo lim(f(x)/ g(x)) = to /o0 =?  indetermina¢iio
k>0 ot lim(f (x)/ g(x)) =k/ 07 = +o0

+oo 0" Hm(f(x)/ g(x)) = +o0 /0" = +oo

k>0 0~ lim(f(x)/g(x)) =k/ 0 = —oo

+oo 0" lim(f (x)/ g(x)) = +0 / 0

0 0 lim(f(x)/g(x)) =0/0="2

indeterminacao




