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2.4. Funcao exponencial e logaritmo. Funcoes trigonométricas

directas e inversas.

Funcao exponencial:

A uma funcdo f 1 IR — IR definida por f(x) =a”, onde acIR, a>0 e a#1, dd-se o

nome de funcdo exponencial de base a.

Exemplos:
o fx)=2"¢)= (%} ; h(x)= Gj ; i(x)=2" = Gj

e f(x)=¢" — esta fungdo é particularmente importante pelas suas aplicacdes em

diversas areas do conhecimento, nomeadamente na drea da Economia.

Obs.:

“« » 2

e O niimero “e” ¢ irracional (e=2,71828182845...), e é conhecido por constante

de Euler
. 1im(1+fj =¢*
n—>+oo n

Caracteristicas destas funcoes:

Se a>1

e Dominio: Df =IR

e Contradominio: Im( f ) =IR"
® Zeros: ndo tem zeros.

e =1 (& a'=1)

e O grdfico de f passa no ponto (0,1)

e Injectiva

e Estritamente crescente, em particular se x>0 = a* >1
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Se O<ax<l

¢ Dominio: Df =1IR

e Contradominio: Im(f)=IR"

e /eros: ndo tem zeros.
e f(O)=1
e O grdfico de f passa no ponto (0,1) ~—

e Injectiva

o Estritamente decrescente. (Note-se que agora a* >1 quando x <0)

Funcao logaritmo:

A fungdo inversa da fungdo exponencial é a fun¢do
f i IR" = IR que se define por f (x) =1log, (x)

onde ae IR, a>0e a+#1, a qual se dd o nome de fungdo logaritmo de base a.

Obs.:
* log, (x) representa o numero y pelo qual se eleva a de modo a obter x, isto €,
log,(x)=y & a’ =x
Desta equivaléncia resulta também que

a%%a e g, (a)=y

* log, (x) é a funcdo inversa da fungdo a™.
* Notacao:
= log, (x) logaritmo de base a
= log(x) logaritmo de base 10
= In(x) logaritmo de base e, estes logaritmos chamam-se neperianos,

em homenagem ao matemdtico inglés Neper.
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Caracteristicas destas funcoes:

Se a>1

e Dominio: D, ={xe R:x>0}=R"

f(x)=1log, (x)

¢ Contradominio: Im( f ): IR /_,___—-—/

o Zeros: x =1 (& log,(1)=0)
e O grdfico passa no ponto (1,0)

e [Injectiva e sobrejectiva (bijectiva)

e Estritamente crescente, em particular, se x<1 = log, (x)<0

Exemplos:
* f(n=log,(x)
* g(x)=log,(x)
e h(x)=1n(x)

SeO<ax<l

e Dominio: D, ={xe R:x>0}=R"

¢ Contradominio: Im( f ): IR
o Zeros: x =1 (<:> log, (1):()) f(x)—

e O grdfico passa no ponto (1,0)

e [njectiva e sobrejectiva (bijectiva)

e Estritamente crescente, em particular, se x<1 = log, (x) <0

Exemplos:
® f(x=log 0,5 (x)

* gm=log,, ()

log, (x
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Propriedades dos logaritmos:

log, (xy)=log, (x) +log, (Y)

* loggla)=1
* log, (1)=0
* Jog,(x)= In(x) (férmula de mudanca de base)

Em particular, log P (x): ln(x) = ln(x) :—ln(x)

( 1 j In(1)—In(e)

In

Exercicios:

1. O capital acumulado a prazo ao fim de n anos, quando capitalizado de forma continua,

pode ser calculado através da fungio C(n) = Cye™ , em que Cy representa a quantidade

depositada e t a taxa de juro anual (na forma decimal).
Supondo Cy = 10000 euros e t=5%, determine:
a. A quantidade acumulada ao fim de um, de dois e de quatro anos e meio.

b. Aproximadamente ao fim de quanto tempo duplica o capital?

2. O lucro L (em euros) obtido na venda de uma peca depende do nimero x de unidades

produzidas mensalmente. Esta relacio é dada por

X
L(x) = log(IO + 4) .

a. Se a fébrica tiver a capacidade de produzir entre 500 e 800 unidades por més, entre

que valores variard o lucro obtido em cada pega?
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b. Qual devera ser o nimero de unidades produzidas num més para que o lucro unitdrio
seja 3 €?

3. Seja f(x)=In(4—x%).
Indique o dominio e contradominio.
b. Classifique-a quanto a injectividade, monotonia e paridade.
c. Considere a funcdo f definida em [0, 2 [. Caracterize a sua inversa (isto é, indique o

dominio e expressio analitica que define )
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Funcdes Trigonométricas (directas)

Considere-se um tridngulo [AB C ] rectingulo em A.

a hipotenusa

cateto oposto  p

cateto adjacente

Seja @=ABC, a=BC, b=AC, c=AB

Define-se:
b cateto oposto ¢ cateto adjacente
sen =—=——"—"———— oS =—=—""-—"7""—"—
a  hipotenusa a hipotenusa
_ sen(Q) :é cotga = 1 _ cos(r) _c
cos() ¢ tg(a) sen(e) b
Obs.:

Alguns valores de referéncias destas fungdes:

send o | 1 \/54 \/% 1o
cosd 1 \/gé \/Eé % 0 -1
120 0 \/_% 1 V3 - 0
cotg @ - 3 1 ‘/_% 0 -
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Funcio sen:

Seja @ um angulo representado no
circulo trigonométrico (circulo de raio
1).

Sen(a) corresponde ao valor da
ordenada do ponto que resulta da
interseccdo entre a circunferéncia e o
segmento que determina o angulo com o

eixo dos xx’s (medido no sentido

sen O

—/2 = 3m/2

contrario ao dos ponteiros do relégio), de acordo com a figura ao lado.

Assim, dado um angulo « temos as
seguintes relagdes:

(i) sen()=sen(r—a) e

(ii) sen(—a)=—sen(a)

Notar que a fun¢éo seno toma valores
positivos nos 1° e 2° quadrantes e
valores negativos no 3° e 4° quadrantes.

As relacdes anteriores permitem-nos
determinar o seno de qualquer angulo
o conhecendo apenas o valor do seno

no 1° Quadrante.

Exemplo:

Sie 3° quadrante mas
4

senql|= sen (T—)

—-m/2 =3m/2
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Como funcio real de variavel real, temos

f: IR —
X B

A funcdo f dd-se o nome de fungdo seno.

(Obs: x € a medida de um angulo em radianos)

O seu gréfico é

IR

sen(x)

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: IR;

e Contradominio: Im(f)= [— 1,1] ;

* Injectividade: ndo injectiva;

e JZeros: x=kx, keZ,

e Paridade: Vx sen(—x)=-sen(x)

e Periodicidade: Vx sen(x+27x) = sen(x)

e Limitada: Vx —1<sen(x)<1;

e Maximos: em x=%+2k7r, keZ;

e Minimos: em x:3—7z+2kﬂ, ke Z;

(seno é uma funcdo impar);

(27 € o periodo positivo minimo);
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Funcao arcsen:

Consideremos a fungdo
f: IR — [-1]]

X B sen(x)

Esta funcdo ndo ¢€ injectiva

Por exemplo, ha infinitos pontos do dominio que tém por imagem zero

(sen(x)=0 & x=kn, ke Z).Peloque f nio admite inversa.

Contudo, podemos considerar uma restricio do dominio onde a fungdo seno seja
injectiva (chamada restri¢do principal):
/1
== = |-11
e |-Z2] > [l
X —  sen(x)

cujo grifico é:

\J

T
B _,, 2 2 z 32 or

Assim definida, g é uma funcdo injectiva e portanto faz sentido falar na sua inversa, g~'.
~ - .. . T
Entdio g~ tem por dominio [— 1,1], imagem {— E,E} e a cada xe [— 1,1] faz

corresponder o Angulo (ou arco) cujo seno é x, que se representa por arcsen(x).
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272
X —  arcsen(x)

e bl - <22

cujo grafico é

A
y
w2 T
| | >
-1 1 X
-T2 |
Caracteristicas desta funcio:
¢ Dominio: [— 1,1] ;
Tz
e Imagem: |——,—|;
22
® Injectividade: injectiva;
e Zeros: x=0;
e Paridade: Vx  arcsen(—x) = —arcsen(x) (arcsen é uma fungdo impar);

e Monotonia: estritamente crescente;
.. V4 V4
e Limitada: Vx - 5 < arcsen (x) < B ;

e Maximo em x=1;

e Minimo em x=-1;

Obs.:
® O arcsen(x) éovalorreal y tal que sen(y)=x, onde xe [— 1,1], ou seja:
arcsen(x)=y & sen(y)=x

o sen(arcsen(x))=x onde —1<x<1;

o arcsen(sen(x))=x onde —% <x< % .
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Exemplos:

L sen(arcsen

/4 /4
® arcsen| sen| — | |=—
( (ZD 2
27 \/5 T . 2 T
— | |=arcsen| — |=— pois — & | ——,— |,
3 2 3 3 2°2

. sen(arcsen(3)): ? (note que 3¢ ...

4 arcsen(sen

Exercicio 1:

Considere a fun¢do f definida em IR por:
T X
X)=cos—+2arcsen| —
o= s )

Determine o dominio e contradominio de f . Caracterize a inversa.

Resolucdo:
D, ={xe 1R:—1s;s1}={xe IR:-2<x<2)=[-272]
Determinemos o contradominio de f :
—2<x<2 & —13331

& arcsen(—1) < arcsen(;) < arcsen(l)

(notar que a fungdo arcsen écrescente)

& —Eﬁarcsen d Sz
2 2 2

X
& -7 < 2arcsen(2J <r

& cos z -7 <cos z +2arcsen X < cos| z +7
4 4 2 4

V2 T x)_~2
& — —mwLcos| — |+2arcsen — | —+7T
2 4 2 2

[z 2
2 2
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f € uma funcdo injectiva porque € composta de transformagOes injectivas

(exercicio)

Comecemos por determinar a expressao analitica da inversa:

T X X T
cos| — |+2arcsen — |=y <& 2arcsen| — |=y—cos| —
4 2 2 4

B2
& arcsen| — |=————
2) 2 4

e 1= ser{y—ﬁ]
2

4

S ox= 2sen[y —\fj

2

Portanto

Exercicio 2:
Dada a fungdo: f(x)= % + 2arcsen|2x - 1| .

Calcule D, e CD, . Verifique que f néo tem zeros.

Resolucio:

D, ={xe IR:2x—1<1}={xe IR: 1< 2x-1<1}
={xe IR:0S2xS2}
={xeIR:0<x<1}
=[0.1]

Determinemos a imagem de f :
0<x<l & 0<[2x-1<1

= % +2aresen(0) < % + 2arcsen(]2x - 1|) < % +2arcsen(l)
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Logo, Im(f)= {2,4;}

Vejamos agora que f ndo tem zeros:
T
f(x)=0 & E + 2arcsen|2x— 1| =0

= arcsen|2x — 1| = _z

6
T
= sen(arcsen|2x - 1|) = sen(— EJ

& |2x—1|=—%

f ndo tem zeros, pois a fungdo mddulo é sempre ndo negativa (isto €, >20).

Exercicio 3:

Considere a fungdo real de varidvel real definida por:

)= n(Lj

x+1
a) Verifique que D, = ]— oo,—2]u[0,+oo[.
b) Determine a imagem de f

¢) Caracterize a funcio inversade f, .
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Funcio cos:

Seja o um angulo representado no

circulo trigonométrico (circulo de raio

D. cos o
cos(a) corresponde ao valor da abcissa do

ponto que resulta da intersec¢do entre a

circunferéncia e o segmento que determina

o angulo com o eixo dos xx's, conforme

F=(cos &, sen «)

se pode ver na figura ao lado.

Recorrendo ao circulo trigonométrico, € facil verificar as seguintes igualdade para um

| |
| | |
I o L o N

cos(—a) = cos(x) cos(m—a)=—cos(x) cos(mr+a)=—cos(x)

determinado angulo « :

o
:
— \
i
.

Assim, usando as igualdades anteriores, é sempre possivel determinar o valor do co-seno

de um angulo & conhecendo apenas os valores da fungdo co-seno no 1° quadrante.

Exemplo:

4j€ 3° quadrante mas

S U A AU
cos| — |=—cos| T —— |=—cos| —— |=—cos| — [=——
3 3 3 3 2
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Como funcio real de variavel real, temos

f: IR — IR
X B cos(x)

A funcdo f dd-se o nome de funcdo co-seno.

(obs: x¢é a medida de um angulo em radianos)

O seu gréfico é

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: IR;
e Contradominio: Im(f)= [— 1,1];

¢ Injectividade: ndo injectiva;

° Zeros:x:%+k7r, ke Z;

e Paridade: Vx  cos(—x) = cos(x) (co-seno é uma fungdo par);
e Periodicidade: Vx cos(x+27) = cos(x) (27 € o periodo positivo minimo);
e Limitada: Vx —1<cos(x)<1;

e Maximos: em x=2kx, ke Z;

e Minimos: em x=7x+2kx, ke Z.
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Funcio arccos

Consideremos a fungdo
f: IR - [-11]
x B> cos(x)

Esta funcdo ndo € injectiva

A
Y|
L -
/‘_\ ‘ /\ ‘ /\‘ .
T T T T -
-2 = - /2 72 V4 32 2 \(
S A

Por exemplo, hi infinitos pontos do dominio que tém por imagem zero

(cos(x)=0 & x= % +km, ke Z).Peloque f ndo admite inversa.

Contudo, podemos considerar uma restricdio do dominio onde a fungdo co-seno seja
injectiva (chamada restricdo principal):
g: o.z] - [-1]]

X —  cos(x)

cujo grafico é:

Assim definida, g é uma funcdo injectiva e portanto faz sentido falar na sua inversa, g~'.
Entdo g~ tem por dominio [— 1,1], imagem [0,7[] eacada xe [— 1,1] faz corresponder o

angulo (ou arco) cujo co-seno é x, que se representa por arccos(x).
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¢ 1] - Jo,x]

X > arccos(x)

cujo grafico é

Caracteristicas desta funcio:

¢ Dominio: [— 1,1] ;

e Imagem: [0,7[];

® Injectividade: injectiva;

e Zeros: x=1;

e Paridade: nem é par nem é impar;

e Monotonia: estritamente decrescente;

e Limitada: Vxe [-1,1] 0<arccos (x) <7;
e Maximo em x =-1;

e Minimo em x=0;

e (O arccos(x) € ovalorreal y tal que cos(y)=x, onde xe [— l,l], ou seja:
arccos(x)=y < cos(y)=x
. cos(arccos(x)) =x onde —1<x<1;

e arccos(cos(x))=x onde 0<x<rm.
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Exemplos:

® cos| arccos ( _1
[renf3))

V4

® arccos| cos| —
()

T 3 hY/4 .
® arccos| cos| — | |=arccos| ——— |=— pois —eE [0 71']
6 2 6 6

e cos(arccos(=2))="7 (note que —2 ¢ ..

wl»—

ola

Exercicio 1:

Considere a funcdo f definida por:
f(x)= %arccos|2x - 1|

Determine o dominio e contradominio de f . Caracterize a inversa, caso exista.

Resolucdo:

D, ={xe IR:2x—1<1}={xe IR: 1< 2x~1<1}
={xe IR:0S2xS2}
={xeIR:0<x<1}
=[0.1]

Determinemos o contradominio de f:

0<x<1l & 0£2x<2
& —1<2x-1<1
& 0<2x-1<1
& arccos(0) = arccos‘ 2x— 1‘ > arccos(l)

(notar que a fung@o arccos € decrescente)

& 0L arccos‘Zx - 1‘ S%

2
& 0L garccos‘Zx - 1‘ < L
3 6

Logo, Im(f)= {0, ”62}
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A funcdo f ndo admite inversa, pois ndo € injectiva:

_’_ED i mas — | =] — =
4 4 Y 4 4 f(4j (3} f(
Exercicio 2:

Dada a fungdo: f(xhpw.

(a) Calcule D, e CD, .

(b) Caracterize a inversa, caso exista.

(c) {xeIR: f(x)=0}

Resolugdo:
(@)

D, ={xe IR:-1<2x+1<1}={xe IR: 2 <2x <0}
={xe IR:-1<x<0}
=[-1.0]

Determinemos a imagem de f :

-15x<0 & —-1L2x+1<1

< arccos(—1) > arccos(2x +1) = arccos(l)
& 0< arccos(2x + 1) <z

o 0>— arccos(2x + 1) s 7

=3

1_zsl_arccos(2x+1%Sl
2 2

Logo, Im(f)= {1 - % ,1}

(b) f € uma funcio injectiva porque € composta de fungdes injectivas.

- arccos(2x +1) _ N arccos(2x +1) —1
2 2
& arccos(2x+1)=2(1-y)
& 2x+1=cos(2-2y)
o r= —1+cos(2-2y)
2
Portanto T
1 [1—5,1} - [-10]

-1+ cos(2 - 2x)
2
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(c) Estudemos os zeros de f

f temum zero em x =

1— arccos(2x +1) ~0
2
arccos(2x +1) _1
2

arccos(2x + 1) =2
2x+1=cos(2)
o 1+cos(2)

2
—1+cos(2)
— s
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Funcao tangente

Seja @ um angulo representado no circulo
trigonomeétrico. (1,tg )
tg(ar) corresponde ao valor da ordenada do

ponto que resulta de projectar o lado

extremidade do 4ngulo & no eixo paralelo ao K (1,0)

eixo das ordenadas e que passa pelo ponto de

coordenadas (1,0). (ver figura ao lado)

Recorrendo ao circulo trigonométrico € facil verificar as seguintes igualdades para um

determinado angulo « :

JAD
N

tg(—a) = —1g(a) tg(r—a)=tg(- )

Estas igualdades permitem calcular a tangente de um angulo & conhecendo apenas os

seus valores no 1° quadrante.

Exemplo:

2z € 2° quadrante

o)l el
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Como funcio real de variavel real, temos

O seu gréfico é

V4
f: IR\{5+k7z,ke Z} — IR
X = tg(x)

A funcdo f dd-se o nome de funcdo tangente.
(obs: xé a medida de um angulo em radianos)

L =

: l

1 1

| |

| |

: :,

g l:l[ Z ks Ei:L 27 X

£

1
1
I
I
1
I
[
1
[

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: IR\{%H’M’, ke Z} ;

e Contradominio: IR;

¢ Injectividade: ndo injectiva;

o Zeros: x=kxm, ke Z;

e Paridade: Vx rg(—x)=—1g(x)

e Periodicidade: Vx tg(x+7x) =1tg(x)
e Limitada: ndo limitada;

e Maiximos: ndo tem;

e  Minimos: ndo tem.

[

(tangente é uma fungdo impar);

(7 é o periodo positivo minimo);
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Funcao arcotangente

Consideremos a fungdo

I IR\{%+kﬂ,keZ} -~ IR

by = tg(x)

Esta funcdo ndo € injectiva.

W)
JT;,
[
w1
5
x

T
24 2

N

H i
1
1
1 1
! I
1
\ I
| ]
\ 1
| 1
) 1
] [
g f
— T —_ ™
= !
I
]
]
1
]
1
|
1

i
[
1
I
1
1
[
[
1

Por exemplo, had infinitos pontos do dominio que t€m por imagem zero

(1g(x)=0 & x=kx, ke Z).Peloque f nio admite inversa.

Contudo, podemos considerar uma restricio do dominio onde a funcdo fangente seja

injectiva (chamada restri¢do principal):

cujo grafico é:

|

Assim definida, g é uma funcdo injectiva e portanto faz sentido falar na sua inversa, g~'.
o . . T

Entdo g~ tem por dominio /R, imagem LY e a cada xe IR faz corresponder o

angulo (ou arco) cuja tangente € x, que se representa por arctg(x).
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272
x B arctg(x)

gl IR — }f 5[
cujo grafico é

Caracteristicas desta funcio:

e Dominio: IR ;

L. T T
e (Contradominio: |——,—| ;
22
® Injectividade: injectiva;

o Zeros em x=0;

e Paridade: Vx arctg(—x) =—arctg(x) (arctg € uma funcio impar);

e Monotonia: estritamente crescente;
.. V4 T
e Limitada: Vx - 5 <arctg(x) < 5 ;

e Maximos: ndo tem,

e  Minimos: ndo tem;

e O arctg(x) éovalorreal y tal que tg(y)=x, onde xe IR, ou seja:
arctg(x)=y & tg(y)=x
. tg(arctg(x)) =x onde xe IR;

o arcigltg(x))=x onde —%SXS%.
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Exemplos:

° tg(arctg(l j—l
7 7

[ )
S
s
oQ
—~
oQ
7~ N\
o|§
N——
N—
Il
Q
g
Y
oQ
~
oQ
VR
N
+
N
N—
N—
Il
Q
g
S
oQ
—~
oQ
I
N—
N—
Il
I
=]
2.
w
E
R
|
N
N

Exercicio:
. - _ 1
Considere a fungdo definida por f(x) = arctg -2 )
Determine o dominio e contradominio de f. Caracterize a inversa, caso exista.

Resolugdo:

D/.:{erR: ! eIR}:{erRzl—Zx;tO}:IR\{l}
1-2x 2
Im(f)= }_ % 72[[ \{arctg(0)}= }— % , 72[{ \{0} pois 1_1 nunca se anula!

Nota: f € injectiva:

1 1
fO=f o arctg(l_zx) = arctg(l_zyj

1 1

1-2x - 1-2y

porque arctg € uma funcao injectiva (recordar!)
S ... & x=y

Determinemos a expressdo analitica da inversa:

arcte] ——|=y o —1 =1g(y)
& 1-2x Y 1-2x sV

& 1-2x=cotgly) & .. o le—%tg(y)
Portanto
2 T 1
: =,— \\0y = IR\4—
/ } 2 2{ o} {2}
B N 1—cot g(x)

2



