Capitulo II

Funcoes reais de variavel real

2.1 Conceitos Basicos sobre Func¢oes

Sejam D e B dois conjuntos.
Uma fungdo definida em D e tomando valores em B € uma “regra” que a cada elemento de
D faz corresponder um unico elemento de B .
Escreve-se:
f: D - B
x B flx)

Ao conjunto D chama-se o dominio de f,a B conjunto de chegada ¢ a f(x) imagem do

elemento xe A.
Nota:
f#f (x) uma vez que f representa uma funcdo e f (x) representa a imagem do

elemento x pela funcdo f .

Seja f: D — B uma funcao.
Definicoes:
e  Chama-se imagem (ou contradominio) de f ao subconjunto de B formado por todos

os elementos que sdo imagem de algum elemento de D .

Escreve-se
Im(f)= (CDf)= {ye B:y = f(x) para algum xe D}
Exemplo:
f+ IR — IR Im(f)=IR; (note-se que o quadrado de um nimero
x B ox

€ sempre ndo negativo)
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* f diz-se uma fungdo real de varidvel real se D, B R.

e O grdfico de f é o conjunto de pontos

P= (x, f (x)) e representa-se por: /6
Gr(f)={xy)e IR :xeD, ~ y=r(x)}

Pergunta:

Dado um grifico, como poderemos saber se representa o grafico de uma func¢io?

Resposta:

Note-se que na definicdo de uma funcdo foi exigido que a cada elemento do dominio
correspondesse um tnico elemento do conjunto de chegada, ou seja, cada recta vertical do

plano pode intersectar o grafico no maximo uma vez.

ndo representa uma fungdo representa uma fungao

Definicoes:
Uma fungdo f: D, cIR — BCIR diz-se

e (Crescente se

x<y = flx)<rly) V x,y€ D;

e  FEstritamente crescente se

x<y = flx)<f(y) vV x,ye D,
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® Decrescente se x<y = f(x)Z f(y) vV x,ye D,

e  Estritamente decrescente se x<y = f (x) > f (y)

YV x,ye Df

®  Monotona se é (sempre) crescente ou (sempre) decrescente.

e [Estritamente monotona se ¢é (sempre) estritamente crescente ou (sempre)

estritamente decrescente.

Definicoes:
Seja f: D, cIR — BCcIR.

e [ diz-se sobrejectiva se Im(f)= B, isto é, se o conjunto de chegada coincide com a

imagem de f :

VyeB JxeD, :f(x):y
Exemplos:
Funcdo Imagem Sobrejectividade
1) ~. f €& sobrejectiva pois a
f: IR — IR Im(f)=1IR imagem coincide com o
X B ox conjunto de chegada.
2) ~. f ndo é sobrejectiva pois
f: IR — IR Im(f)=IR; a imagem (IR;) ¢ diferente
¥ oox do conjunto de chegada: IR .
3)
f: IRy — IR Im(f)=IR; . f nao é sobrejectiva.
x B X
)
f: IR — IR} Im(f)=IR; - f & sobrejectiva.
x B X

e f diz-se injectiva se a pontos diferentes do dominio corresponderem imagens

distintas i.e.,
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10

x#zy = f#f(y) VxyeD,
(e f&)=f0) = x=y VxyeD,)
Exemplos:
Funcdo xzy = f)#f() Injectividade
I
f: IR - IR Ey = Hxﬂii - f éinjectiva
Fo - f,
X B X
2) f=f) & x*=)y°
e xP-y'=0 Y
f: IR — IR . f ndo é injectiva
2 & (x=y)x+y)=0
X B x
& x=y VvV ox=-y
fx) = ) 2 _ 2 ~ f €& injectiva
3) 0)=f(y) & x'=y
& xP-y'=0 (note-se que o caso
f: IR, — IR
) & (x—y)x+y)=0 | x=-y ndo pode
X B X B B
S X=Y VO X=TY 0 ocorrer)
49 f=f»n e x'=y
f: IR — IR s x=3y’ - f éinjectiva
X B X3 S x=y
Nota:

Graficamente, verifica-se que uma fungdo € injectiva se qualquer recta horizontal

intersecta o grdfico, no mdximo, uma vez.

e f diz-se bijectiva se ¢ injectiva e sobrejectiva.

Exemplos:
Funcdo Bijectividade
D
f: IR - IR

X = X

~. f é bijectiva.
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2)
f: IR - IR - f ndo é bijectiva porque nio
x|y é sobrejectiva nem injectiva.
3)
f: IRy, — IR, - f & |Dbijectiva pois ¢é
2
X B ox sobrejectiva e injectiva.
Definicoes:

Uma fun¢do f: D, cIR — IR diz-se

® par se f(—x):f(x) Vxe D,

Exemplo:
f: IR — IR
x o
Nota:

Qualquer fungdo par é simétrica em relacdo ao eixo dos yy’s

e imparse f(-x)=—f(x) Vxe D,

Exemplo:
f: IR — IR
P
Nota:

Qualquer funcdo impar € simétrica em relagdo a origem.

e periddica se existir T >0 tal que f(x+T)=f(x) VxeD s+ (T diz-se o periodo de
1)
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Exemplos:
1) f(x)=sen(x) é uma fungio periédica de periodo 27 .
sen(x + 27[) = sen(x)
2) g(x)=1g(x) é uma funcdo periédica de periodo 7.
1g(x+7)=1g(x)
3) h(x) =tg (x) também é uma funcgao periddica de periodo 27 .

tg(x+2m)=1tg(x)

Nota:

Se uma funcdo é periodica de periodo T, o grdfico de f repete-se de T em T

unidades.

* limitada se a imagem de f for um conjunto limitado, i.e.,

AL>0:|f(xJ<L VxeD,

Exemplo:
Funcdo Imagem Limitada
: IR — IR Im(f)=IR; =|0,+c0
1) f ) (£)=1R; = [0+ <. f ¢éilimitada
roex conjunto ndo limitado
: IR -» IR Im(f)=]-11
2) U () [ ] - f € limitada
x > sen(x) conjunto limitado
Nota:

Se uma fungdo é limitada, o todo grdfico de f estd entre duas rectas horizontais,

por exemplo, entre y=—L e y=1L.

Definicoes:

Dada uma fun¢do f: D, cIR — IR diz-se que

o flc) éummdximo de f se f(x)< f(c) VxeD,.

e f(c) é um minimo de f se f(c)< f(x) VxeD,.

® f tem um extremo se possui algum mdximo ou minimo.
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