Instituto Politécnico de Braganca
Escola Superior de Tecnologia e Gestao

Analise Matematica I — 2003/2004

Ficha Pratica n°. 5:

Derivadas de fungdes reais de varidvel real; Aplicagdo das derivadas ao estudo de
funcdes e problemas de optimizagao.

1. Determine, utilizando a defini¢éo, a derivada das seguintes funcdes:

1.1 f(x):L para x=a, ae IR\{-5};
x+5

1+x se x>0
12, f(x)=1 42 124 para x=0;
2 se x<0

1.3. f(x):\/x2+x+3 para x=2.

2. Determine as primeiras derivadas das seguintes fungdes, utilizando as regras de

derivacao:
x* =2
21. f(x)=x*-6x>+7 22. f(x)=
x+3
23. f(x)=e'*? 24. f(x)=—"
e +e
25. f(x)= log, Jx 26. f(x)= cos(4x2 + 3x)
2.7. f(x)=(egx)"
d*y
3.  Calcule ara:
dx’ P
31. y= senzx;
3.2. y=arctg (x2 );
33. y= %xze‘” e verifique que satisfaz y"”"-2y+y =e".
4. Determine as seguintes derivadas, utilizando a regra da cadeia:
4.1. %(l) sabendo que s =3r> —24r+1 e r=1"+t> +1;
t

4.2. % sabendo que 7=y’ +logy e y= arcsen(t).
t
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S.

10.

Determine a equacdo da recta tangente e da recta normal as seguintes curvas, nos
respectivos pontos indicados:

51. y=x"+2x"—4x—-3 no ponto (—2,5);
52. 2y=1+x"y para x=1;

2 . ~
53. y=e'" nos pontos de intersec¢do com a recta y =1.

Considere a fungio definida por f(x)= Jx . Arecta tangente ao grafico de f e paralela a

recta de equacio y= % +% tem de equacao:

+1
a)y:2x b)y:x
2
X
C))’:E"'l d) y=-2x+1

Exame de 24/02/2003

Qual das seguintes funcdes admite a recta de equagdo y =x como recta tangente nalgum
ponto?

a) f(x)=sen(x) b) f(x)=cos(x)
0 flx)=e d) f(x)=in(x)

Seja g a funcdo real de varidvel real definida por g(x) =2 —sen’ (x) A tangente ao
grafico de g, no ponto de abcissa zero passa pelo ponto de coordenadas:

a) (0;In2); b) (In2; 1-1n2);

¢) (In2;1n2); d) (I;1+In2);

Exame de 24/01/2003

Diga justificando se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagdes:
cos(r—x),x<1

9.1. Seja f:R—R definida por: f(x)=4e* ' 1<x<2 ,3 ce]O,l[, tal que f'(c)=2;
e(x—1),x>2

9.2. Sendo f afuncdo da alinea anterior, ce]l,2[ , tal que f'(c)=e-1;

Mostre que a equacdo: x” — xsen(x) —cos(x)=0, tem duas e s6 duas solucdes para
xel[-rx].
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11. Determine os seguintes limites utilizando a regra de L."Hopital:

) sen(x)— x e” ) 1
a) lim BT — b) lim — ¢) lim xsen| —
=0 e +e =2 X 400 X X—> +oo X
. - . 1/
d) lim x""Y e) lim (2x2 +x)x f) lim (3x+9)""
x— 1 x— 0" X— 40
. n(x . sen(x . ln
g) lim x7/*™" h) lim X% i) lim ax
x— 0" x— 0° x—0" e%

12. Indique o valor logico das seguintes afirmagdes, justificando a sua resposta:
12.1. Se f ¢é descontinua para x =a entdo f tem pelo menos um assimptota vertical;
122. Se f'=g’entdo f=g;
123. Se f é continua entdo existe f”;

124. Se f é derivdvel entdo f é continua;

13. Seja f uma fungdo de dominio IR, e seja g a fungdo definida por g(x)= f(x+1). A
recta de equacdo y =2x+4 ¢ a tinica assimptota do graficode f .
Qual das seguintes € a nica assimptota do grafico de g ?

a) y=2x—4; b) y=2x-6;
c) y=2x+6; d) y=2x+4;
Exame de 24/01/2003
14. O gréfico da fung@o A, definida por h(x) =2x—-1+ H% :
o=
a) Nio tem assimptotas verticais. b) Tem exactamente duas assimptotas,

uma vertical e uma obliqua.

¢) Tem trés assimptotas, duas verticais d) Tem trés assimptotas, duas verticais

E uma horizontal. e uma obliqua.

15. Na figura encontra-se representada parte do grafico de uma fung¢do h, de dominio
[O,S[u]5,+oo[. As rectas de equacdes x=5 e y=3 sdo as tnicas assimptotas do grafico de
h. 1 &

Qual o valor de: | |5595550 L5 660 oHERETTLI
limM - >
xore 34 e 0 13 X
a)+eo; b0 oL d)5; ’
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16. Considere-se uma funcédo g, de dominio [0,+oo[, continua em todo o seu dominio.
Sabe-se que:

- O gréfico de g tem uma tnica assimptota;
. x) 1
lim8W L.

x40y 2

Quais dos seguintes graficos poderdo representar parte do grafico da funcdo g e, a
tracejado, a sua assimptota?

(A) (B)

1k Pk

(C) (D)

0 \ : : o

oy

H“,

17. Na figura seguinte estd representada parte do grafico de uma fungéo f de dominio R,
continua em todo o seu dominio. A bissectriz dos quadrantes pares e a bissectriz dos
quadrantes impares sdo assimptotas do grifico de f .

A

L]

8]

Indique dos graficos seguintes podera representar parte do grafico da fungdo g, definida

@

X

por g(x)=
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(A) | (B)

(€) (D)

R J

18. Considere uma fungéo g, real de varidvel real, tal que:

-2 0 3
g'(x)xg"(x) - 0 + n.d. + 0 -

Qual das seguintes representacdes graficas podera representar a fungdo g?

a) " b)

c) d)
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19. Seja f, uma fungdo de dominio R. Sabe-se que a primeira e a segunda derivada de f
sdo negativas em R. Quais dos seguintes graficos podera representar parte do grafico de

f?

(A)

(B)

ik

(C)

AN

_},!.lk

~

O/ J.'r

(D)

Vv '

\

20. Seja f uma funcdo polinomial definida por f(x)= x> +ax® +bx+c, que tem um ponto
de inflex@o para x=3, um extremo relativo para x=1 e um zero igual a 1. Quais os valores

das constantes a, b € ¢?

a) a=-9;b=15;c=1
¢) a=9:;b=15;c=-17

21. De uma fungdo fsabe-se que:

* fépar

. lir% f(x)=+4o0;
o lirE1 f)=1;
e £(0)=0.

Entdo, f pode ser definida por:

b) a=-9:b=15;¢c=-7
d) a=9:b=-15;c=1
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b) f(x):sen(x)
i+1 , x>0
1 )
—+1 ,x#0
¢) f(x)=19x’ d f(x)= 0 ,x=0
0 ,x=0 1 ,x<0

22. Considere a funcdo f definida e diferencidvel em R cujo quadro de variacdo é o
seguinte:

X -o0 2 3 + co

o NN

Qual o niimero de solucdes da equagdo f(x)=1?
a) l. b) 3.

¢) No minimo 1 e no maximo 3. d) No maximo 1.

23. Qual dos seguintes graficos podera ser o da primeira derivada da func¢io do exercicio 227
a) b)

")

c) d)
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24. De uma funcio g, diferencidvel em R, sabe-se que € crescente e que g"(x)—g'(x)=1,

para todo x € R. Indique qual dos gréficos seguintes representa a funcao g.
a) b)

Y ),T
i /

c) d)

25. Considere o conjunto A=]-00,0[U]0,+0o[ e sejam f:A>R e f:A >R duas

fungdes diferencidveis. Tendo em conta a tabela seguinte, indique qual dos gréficos
representa a funcdo f ?

1]

a) b)

c) d)

R
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26. Seja F:x — (x—1)(x—a)’ com a >1. Verifique se alguma das representacdes grificas
abaixo indicadas ¢ a representacdo da fungdo F, e em caso afirmativo indique qual.

a) ¥y b) ¥

0 x 0 i
c) y d) )'*
a+2 2a+1
3 3

27. Seja g :R — R uma fungdo tal que: im g(x)=—c, lim g(x)=+x, g(0)=2ca

X—> +o0 X—> =0

funcao |g| ¢ diferencidvel em R . A representagdo gréafica de g pode ser:

a) > b) y

/
%

\ 0 x 0 x
-9 s |
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c) f

-2

28. Considere a fungéo real de varidvel real f cuja representacdo grafica é:

d)

Qual dos seguintes graficos representa f''(x) ?

w

a) ¥
-2 0
c)
y
el
) 0

b)

d)

10
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29. Sabendo que o grafico da fungdo derivada f~ é:

y

Qual dos graficos seguintes podera representar a funcéo f ?

a) Y.

c) y

b)

d)

_3 I 10

30. Seja g uma funcdo cujo grafico tem um ponto de inflexdo de abcissa x =1. Indique qual
dos seguintes graficos pode representar a segunda derivadade g, g''.

a)

b)

11
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c) d)

Exame de 10/09/2003

31. Considere a fungdo f, real de varidvel real definida por:

xe-l/x

Jix)= 1-x

31.1. Faca o estudo da funcdo f, indicando: Dominio, zeros, assimptotas, pontos
criticos, intervalos de monotonia, pontos de inflexdo e concavidades;
31.2. Faca um esboco da funcio f.

32. Considere a fungio definida por f(x)= xe_)% para x=0.
32.1. Determine os pontos criticos e os intervalos de monotonia da funcao f .

32.2. Determine as concavidades e os pontos de inflexdo da fungcao f .

Exame de 24/01/2003

12
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Problemas de optimizacao:

Seja a um nimero positivo e sejam x € y nimeros positivos que verificam a condigdo:

2 2 2 . - -
X"+ Yy~ =a". Prove que de entre todos os nimeros x e y que verificam a condi¢io
dada, a sua soma é mdxima quando x = y.

Pretende-se cortar um arame de 40 cm de comprimento em duas partes, com uma delas
construir um quadrado e com a outra delas construir uma circunferéncia, de modo que a
soma das dreas das superficies limitadas por cada uma das duas figuras seja méaxima.
Como deve ser cortado o arame?

Considere a Elipse de equagdo de equagio: 2x° + y> =2.

35.1. Prove que a drea dos rectangulos inscritos na Elipse, com os lados paralelos aos

eixos de simetria da elipse é dada por A(x)=4xy2—-x", sendo x a abcissa do
vértice do rectdngulo que pertence ao 1° quadrante.

35.2.  De entre a familia de rectingulos mencionados na alinea anterior, determine as
dimensoes dos rectingulos que tém drea maxima

Determine o raio da base e a altura de um cilindro de volume maximo que pode ser
inscrito numa superficie esférica de raio 10 cm.

Uma folha de papel contém 400 cm? de texto impresso. Sabe-se, ainda, que as margens
inferiores e laterais medem 2 cm cada e a margem superior mede 3 cm. Determine as
dimensodes da folha que levam a uma economia de papel.

Pretende cortar-se uma placa laminar rectangular de um tronco de madeira de seccio

circular de raio +/2 m. Quais as dimensdes da placa de forma a que a sua drea seja
maxima?

Qual o ponto pertencente a hipérbole de equacdo xy =1, de abcissa positiva, que estd
mais proximo da origem?
Formule matematicamente o seguinte problema, identificando:

® as variaveis,

e afuncdo a optimizar,

e ¢ explique como obter a localizacdo do ponto C, sem resolver integralmente o

problema.

“De acordo com a figura seguinte,

13
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A

—
2k

— e ——_——
[ i)

T km

pretende-se construir um gasoduto de um local A para um local B que se encontram em
margens opostas de um rio.

O gasoduto ird passar por baixo do rio, ligando o ponto A (numa margem) ao ponto C
(na margem oposta), e seguird pela margem do rio ligando C a B, tal como € ilustrado
na figura.

Se o custo da constru¢cdo do gasoduto € 5 vezes mais caro quando passa por baixo do
rio, determine a localizagdo do ponto C de modo a minimizar os custos de construgdo
do canal.”

Exame de 10/09/2003

Sugestoes para a resolucio de mais exercicios:

58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82,
83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 93, 93 referentes ao capitulo 2, da sebenta da disciplina de
Analise Matematica I.
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