Resolucio de alguns exercicios da ficha n.° 2 — III parte

Exercicio 11:

6

e v
b) cos|— |=cos| T+— |=—cos| — |=——
4 4 4 2

c)

V1 V4 1 ~ "
a) sen(— g) = —sen(—j = ) (note que a funcdo seno € impar)

4z ar , - .
tg —? =-—tg T porque tg é uma fung¢do impar
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Sel’l(j Sei’l(ﬂ' - ﬂ.j sen(j 72
4 2
h)
Sec(219ﬂ.j _ Sec(54ﬂ-+ _ﬂ.j = sec(%) porque o pel”iOdO da sec é 27[
T
COS| — CoS| T —— COS| —
HEIEH
7

amen(_gjzx - sen(x)=_g . xe[—

0[N
NN
| I |

V4 T
& sen(x)=-sen| = | A xe|-Z,=
4 22
V4 T
& sen(x)=sen| -=| A xe|-=,=
4 22
V4
& x=-—
4
V2| =z
Logo arcsen| —— |=——
2 4



k)

Logo arctg(L =
5 =

m) cosec arccos(_ l) - 1 1
4)) ( ( 1D_sen(x)_y
sen arccos| ——

onde

arccos(—%j =x & cos(x)= —% A XE [0, 7[]

= xe€ 2° quadrante

Pela formula fundamental da trigonometria sabemos que:

cos?(x)+ sen*(x) =1 & sen®(x)= _(_lf

Como xe2° quadrante ¢ a fungdo seno no 2° quadrante é positivo, temos que

J1s

sen(x) = e

Logo cosec arccos(— l) = 1 _ 14 415
4 ( ( ID sen(x) 15 15 15
Sen| arccos 2
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0) sen[2 arccos[@D = sen(2x) = 2sen(x)cos(x)

onde



V10

arccos[%} =x & cos(x)= — A XE [0, 71']

= xe€ 1° quadrante

Pela formula fundamental da trigonometria sabemos que:

cos’(x)+sen’(x)=1 o sen’(x)= —(@j

5
& sen(x):iﬁ
5
Como xe 1° quadrante e a fungdo seno no 1° quadrante é positivo, temos que
J15
Sel’l(X):T
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Logo sen[2 arccos[@D = sen(2x) = 2sen(x)cos(x) = 2 s X s =

’ amg(_zm{gjj:amg(_fz):x

onde
arctg(—\/g)zx & tg(x)z— 3 A xe}—z,g{
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onde



arccos(%} =x & cos(x):% A XE [0, 7[]
= xe 1° quadrante

Usando a formula fundamental da trigonometria e o facto de xe€ 1° quadrante
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podemos concluir que sen(x)= 22 e portanto #g(x)= sen(x) =3 - 242
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Exercicio 15

a)
1 T
sen| 2x+— |=—— & sen| 2x+— |=—sen| —
6 6
T T
& sen| 2x+— | =sen| ——
(25 )5 -%)
T T
P 2x+_:_g+2kﬂ' V; 2x+—:(7[+_}+2kﬂ', ke Z
& x=——+kn v x=—+kn, ke Z
hY/1
& X ?+kﬂ' vV x=—+kx, keZ
b)

tg(4x) = cotg(x)
Para resolver esta equagdo ¢ necessario comegar por escrever cotg(x)=r1g(...) e

seguidamente aplicar a formula. (rever relagdes entre tangente e co-tangente — paginas

72 ¢ 73)

Podemos escrever cotg(x) = tg(% — xj

Logo,



12(4x) = corglx) o tg(4x)=tg(§_xj

=S 4x:£—x+k7[, ke Z

= x:£+k—ﬂ-, ke Z
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arccos(4x) =

Iy

= 4x=cos(—} = ng, note que a fungdo arccos(4x) sO

. 11
estd definida para valores de xe {—Z,Z} ¢ o valor encontrado para x pertence ao

dominio, logo € solugdo da equagdo.

sen(2x)+sen(x)=0 << sen(2x)=—sen(x)
& sen(2x)=sen(—x)
S

outra resolucéo:

sen(2x)+ sen(x) =0 & 2sen(x)cos(x)+ sen(x) =0
& sen(x)2cos(x)+1)=0
& sen(x)=0 vcos(x)= —%
&

g (arccos(x)) = & tg(arccos(x)) = tg(zj
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Exercicio 17

a)
sen(Zx) < Sen(x) , em [0,27[[
sen(2x) < sen(x) <  sen(2x)—sen(x) <0
Célculo auxiliar:
sen(2x) - sen(x) =0 & sen(Zx) = Sen(x)
& 2x=x+2kn v 2x=rm-x+2kr, ke Z
& x=2kr v x= 2k3+17[, ke Z
Destes valores os que pertencem a [0,27[[ sdo:
x=0; x:Z, X=7T e x:—ﬂ
3 3
Vamos agora estudar o sinal da fungio sen(2x)—sen(x) no intervalo [O,27z[
X 0 — V4 5z 27
3 3
_ Nao pertence ao
sen(Zx) sen(x) 0 . 0 B 0 . 0 i p
dominio
Logo sen(2x)<sen(x) < xe }%,7{ U }5?7[,2 {
c)

A fungao arccos(xTHj s0 esta definida se —1< xTH <1l & -3<x<1.

Portanto s6 faz sentido avaliar arccos(xTHj < ZT” se xe [— 3,1]
x+1) 27x& x+1) 2x

arccos| — |<— & arccos| — |——— <0

2 3 2 3

Calculo auxiliar:

x+1) 2x x+1 2z
arccos] — |——=0 & arccos| — |=—
2 3 2




Vamos agora estudar o sinal da funcdo arccos(

Xt lj 2z no intervalo [— 3,1]

-3 -2 1
(x+1j 2z 57 P4
arccos| — |—— - — 0 + =
2 3 3 3
x+ 2
Logo arccos(—j <— & xe€ [— 3,—2[
2 3
Exercicio 23
_ 2
h(x)=2x— 3arccos{ 5 J
a)
h(-x)=27-3 arccos(Mj =27-3 arccos(1 2x j = h(x)
Logo /& ¢ uma fung¢do par.
b)

Comecemos primeiro por calcular o dominio de 4.

1-x

Dh:{xelR:—ls

Determinemos agora o contradominio:

i Sl}:{xe R:—2<1-x*<2}=fre R:-3<-x* <1}

={xe IR:-1<x? S3}= {xe IR : x° S3}=[—x/§,x/§]

~f3<x<3 o 0<x'<3 o —3<x2<0 o -2<1-x2<I

2
= —lsl_x Sl
2 2

& arccos(—1)> arccos(

J<x

T
& —<arccos
3
1—x?
<z

S —al2n—- 3arccos(

Logo Im(k)=CD, =[-z,x].

I-x > arccos(l]
2 2




d)

O subconjunto do D, ndo negativo ¢ D,, = lO,\/g J Neste intervalo, a imagem de & ¢
[— 71',7[] pois ja vimos na alinea a) que a fun¢@o ¢ par.
Determinemos a expressdo analitica da inversa de 4 em D,. note-se que neste dominio

h éuma funcdo injectiva (verifique!!!)

— x? _2 _
ix)=y o 27[—3arccos{1 2x j:y PN arccos(l 2x jzzﬂ'?’ Y

o X :I—ZCos(zﬂ-_yj
3
& x==% 1—2cos(27[_yJ
3
Logo ainversade 4 em D,. é:

Wt ra] - [0,\/§J

X = \/1—2cos(27[3_xj

Note-se que 4" (x)e lO,\/g J logo a inversa tem que ser definida a custa da raiz positiva.

A:{xe D, :h(x)sg}

32
h()c)SZ = h(x)—zso = 3—7[—3arccos I=x <0
2 2 2 2

_ 2
= Z—arccos I-x <0
2 2
Calculo auxiliar:

V.4 1-x2 1-x2 T
— —arccos =0 & arccos =—
2 2 2 2




2
Vamos agora estudar o sinal de %—arccos(l 2x J em D, = l— \/3,\/5]

X ~3 -1 1 NE)

42
z—arccos L= 3z - 0 + 0 3
2 2 2 2

Logo h(x)S% & xe[—\/g,—l]U[l,\/g]

Exercicio 24

f(x)=7m-2arctg(2x+1)

a)
D, ={xe IR:2x+1e IR}=1IR
T T
2x+1€e IR = —5<arctg(2x+l)<5 = —7Z'<—2arctg(2x+l)<7[
= 0<7z—2arctg(2x+1)<2x
Logo Im(f)= ]0,27[[
b)
-15x20 & -2<2x<0 & -1<2x+1<1
= arctg(— 1) < arctg(Zx + 1) < arctg(l)
= —%Sarctg(2x+l)s%
V4 V4
& ——<2arctg2x—-1)<—
5 arctg(2x 1) 2
V4 3z
& —< <—
"< )<
Isto prova que Vxe[—l, 0] tem-se f(x)Z% = f(x)=0
c)

f éuma fungdo injectiva pois € composta de fung¢des injectivas e portanto podemos

definir a sua inversa.




fx)=y o rz-2arcg2x+)=y o arctg(2x+1):§_



