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Analise Matematica I — Frequéncia

Duracao da prova: 2h 30 min Data: 22/01/2004
Tolerancia: 15 min Cursos: EQ, IG, GEI
Resolucio
Grupo 1

1) Considere a funcio definida por g(x)= 7 — arccos()c2 + %) .

a) (1 val) Determine o dominio e o contradominio da funcdo g .
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b) (0,5 val) Calcule, caso existam, os zeros de g .
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Logo, g ndo tem zeros.

¢) (0,5 val) Mostre que a funcdo g ¢é par.

g(—x)=7- arccos((—x)z +lj

2

)
=Jr —arccos| x” +—
2
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—g(x

Como g(x)=g(—x), Vxe D, resulta que a fungdo g ¢ par.
d) (0,5 val) Comente a afirmacdo: “A funcdo g ndo admite inversa.”
A afirmacao ¢ falsa.
Pela alinea ¢ sabe-se que a func¢do g € par, logo ndo € injectiva. Como néo € injectiva também

ndo pode ser invertivel.

e) (1,5 val) Considere a fungdo g restrita ao subconjunto ndo negativo de D, e

caracterize a sua inversa.
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[#+3)
g(x)=y & m—arccos| x +E =y
[#+3)
& arccos| x +E =T—y
, 1
S x +E=cos(7r—y)

X :cos(ﬂ—y)—%

@xz,/cos(ﬂ—y)—%, porque x>0
(:)x:‘/—cos(y)—%, porque cos(7—y)=—cos(y)

O contradominio da inversa de g é o dominio de g, que pelo enunciado é o subconjunto néo

negativo do Dg , ou seja, {0;7 . Para este dominio de g, o contradominio mantém-se o

4 . . .| 27
mesmo, uma vez que g € par. Logo, o dominio da inversa de g é T;” .

g {2?7;4 {O;%}

Caracterizacao:

2) (3 val) Indique o valor légico das seguintes afirmagdes justificando devidamente a sua
opc¢ao.
a) Para que uma fun¢do seja continua num ponto basta que os limites laterais nesse
ponto existam.
Afirmacdo falsa.

Seja f=4 =0
cla X)= .
! 0 ,x#0

Os limites laterais em x = 0 existem e sdo iguais a zero, no entanto a fungdo ndo é continua
porque ndo se tem lim f (x) = £ (0).
x—0 -

0 1
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b) Uma func¢io continua ndo pode ter assimptotas verticais.

Afirmacdo falsa.
. ~ 1 < . ..
Considere-se a fungdo f (x)=—. Esta fungio € continua (em todo o seu dominio, R\{0} ) e
X
no entanto tem uma assimptota vertical, x=0.

xe* se x20

¢) Considere a funcio f(x)= Como (xe*)'=(+x)e" entdo

se x<0°
£10)=(1+0)e".

Afirmacao falsa.

Para se obter f7(0) € necessério recorrer a defini¢do de derivada num ponto, uma vez que f

muda de ramo em x =0, ou seja, tem de se verificar se as derivadas laterais sdo iguais ou

nao.

1
d) O valor de linol(cos x)* é1.

Afirmacdo verdadeira.

0 —sen(x)
- In(cos (7) < . _sen(x)
) 1 (1 ) . ln(cos()r))l lim n(cos(x)) 0) Iim cos(x) _x—)()c()g(_x) 0
lim(cos x)* = lime Xz X = I = =g =1
x—0 x—0 RH.
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Grupo I

3) Considere as fungdes reais de varidvel real definidas por:

2

fW=2 e gl)=m0)

a) (1 val) Determine o dominio da funcdo f o g pela defini¢do e calcule (fo g)(62 )

D, =1xeR:xe D, Ag(x)e D
o { ! f} Df:{xeR:x2+1¢0}=R
H—/
={re R:xe R* Aln(x)e R} C.A.
D, ={xeR:x>0}=R"
=R*

(£o0)()=1{8())= £ (m(e")) = £ (2) =

b) (1 val) Estude a monotonia e os extremos de f .

2x(x2+1)—x2(2x) 20 +2x-2x0  2x

v( ): 2 2 - 2
T (x2+1) (x2+1) (x2+1)

F(0)=0 & 2x=0 A (¥ +1) 20 & x=0

Cond. Universal

0
Sinal de f'(x) - 0 +
Monotonia de f(x) N Min. /

Resposta:

> fé decrescente em |—oo;0[
> fécrescente em |0;+oo|

> ftem um minimo em x=0, que é f(0)=0.
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¢) (0,75 val) Escreva a equagdo da recta tangente ao graficode f em x=1

A equacdo darecta é: y=mx+b

o2 _1
m:f(l)_(1+1)2_2

1 1 1 1
=f)=— l;—|erecta - —=—1+b <= b=0
y=f 5 (J 573

A equacgdo da recta tangente af em x=1¢6: y= %x

d) (0,75 val) Mostre que a funcdo f satisfaz as condigdes do Teorema dos Valores

Intermédios (ou Teorema de Bolzano) no intervalo [0,1] e conclua que ele garante a

existéncia de um elemento c € [0,1] tal que f (c) :i .

» f € continua, porque é o quociente entre dois polinémios (fungdes continuas) em que o

denominador nunca se anula.

> [0,1] é um intervalo fechado.
>  f (0) =0
> f(1)=1
2
Entdo, pelo Teorema de Bolzano, f assume todos os valores entre 0 e % , 1.e.,
1
Vye [OE} xe [0:1]: f(x)=y

Como %e {0;%} , entdo f assume o valor i, ie., Jce[0:1]: f(c) :i.
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4) (2,5 val) Determine dois nimeros positivos, a e b, cujo produto seja quatro e que

minimizam a soma dos seus quadrados, a’ +b”.

Pretende-se minimizar a funcio: f=a’+b’,emque a>0¢e b>0.
Como a-b=4 & b=i , entdo f(a)=a2+g.
a a

Pontos criticos:

32 2a*-32
fl@=2a-—=——5—
a a
, 2a*-32
f(a):O =14 TZO

& 2a*-32=0 A @’ %0

o at=16 A a#0

& a=2 porque a >0
a 0 2 “+oo
Sinal de f'(a) - 0 +
Monotonia de f(a) N Min. Ve
Resposta:

A soma € minima quando a=2 e b:%:Z.

Resolugdo: 7/10



ESTiG — IPB Anadlise Matemdtica I (22/01/2004)

Grupo II1

1 _ 20D

e tal que
x+2 q

5) (1,5 val) Determine uma funcio F cuja derivada seja f(x)=

lim F(x)=5.

x—-1

:I f(x)dx ='[ ﬁ—ez(””dx :I dx—j >y = 1r1|x+ 2| —%j 22 gy =

x+2

x——1 x—-1

lim F (x)= 5(:)11m(1n|x+2| 2‘<*+‘>+ch5
1 0
@In(l)—ae +c=5

@0—l+c:5

11
Sc=—
2
Logo, a fungdo procurada é: F (x)=1In|x+2|— ; 20D 121

6) Calcule as seguintes primitivas:

\/r

dx fazendo uma substituicdo adequada

a) (1,5 val) j

Uma substituicdo a fazer pode ser: ¢ = Jx.

r=Jx — di=t L e 2dr = ay

2x Jx

Substituindo, vem:

3/2

+c

[ “1:/1\/; dx=[ IT1 241 =2] (141)" ar =215

3/2

:§(1+t) l+t+c=§(l+\/;)\/l+\/; +c
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1-x M ﬁ,——z
-1/2
z—xz(l—xz)m_.[ _(1—x2)/22x dx f(x):J x(l—xz) dx
-1/2
:—xz(l—x2)1/2+2j x(l—xz)”2 dx Z—% ﬁ(hﬁj dx
z—xz(l—xz)m+2(—l(1—x2)3/2j+c B 1(1—x2)1/2

4 2
0 (2val)J.x +6x +x+8dx

X +4x

Como o grau do numerador é maior que o do denominador, tem que se dividir os polinémios,

X +0x° +6x7 +x+8 X +4x

—x* —4x* X - x4+6x2+x+8=x(x3+4x)+2x2+x+8

2x* +x+8

Logo,

X' +6x* +x+8 2x*+x+8
=x+

e portanto,
X +4x X +4x

J- X +6xT+x+8

2 2 2
3 dx:J' xdx+J 2x +x+8dx:x_+J' 2x"+x+8
x +4x 2

dx (*
X +4x X +4x )

Ora,
2 +x+8 _2x°+x+8 A Bx+C _(A+B)x’+Cx+4A

O +dx x(x2+4) x+x2+4 B x(x2+4)
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Para esta igualdade ser verificada tem que se ter:
A+B=2 B=0
C=1 &:C=1
4A=8 A=2

Assim,
2xX° +x+8 2 1
J X +4x dx-J.;dx+J x2+4dx
1 1
:21n|x|+zj e dx
—+1
4
1 1
:21n|x|+zj x)z dx
=1 +1
2
1
_ 1 2
—21n|x|+5j dx

= 21n|x| +%arctg (gj

Substituindo em (¥), vem que:

j X +6xT+x+8

2
5 dx:x—+21n|x|+larctg(£)+c
X +4x 2 2 2
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