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Cursos: EQ, IG, GEI Data: 02/02/2004

Resolucio do exame

Grupo 1

1) Considere a fungdo definida por g(x)= arcsen|2x + 1| .
a) (0,5 val) Determine o dominio da fungéo g .

D, ={ve IR:-1<px+1<1}={xe [R:2x+1|< 1}
={xeIR:-1<2x+1<1}
={xe IR:—2<2x<0}
={xeIR:-1<x<0}

b) (0,75 val) Resolva a equagéo g(x) =
g(x) = % & arcsen|2x + 1| = & |2x + 1| = sen(%)

PR |2x+1|=%

& 2x+1:—l v 2x+1:l
2 2

3 1
Logo {——,—— ésolugdo de glx)=
g { 7 4} gdo de g(x)

o8

¢) (0,5val) Use a alinea anterior para justificar que a fungdo g ndo admite inversa.

. , . o T . ~ -
Vimos na alinea anterior que a equagéo g(x) = g admite duas solugdes distintas, pelo que a

fungdo g ndo € injectiva e consequentemente ndo admite inversa.
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1
d) (1,25 val) Considere a fungdo g restrita ao subconjunto A={xe D, :2x+125} e

caracterize a sua inversa.

Designemos por f a fungfo que se obtém fazendo a restricdo de g ao subconjunto 4.

Entao,
f: 4 - CD,
X B arcsen|2x + 1|
onde:
1 1 1 1
A={xe D, 2x+1>2—={xe[-1,0]:2x+1>=}t={xe[-1,0]:x>2-=}=|-=0
& 2 2 4 4

eCD, =| T 7| poisxed = L<oxii<l
71672

[\

- L 2x+1<1

2
= arcsen(%} < arcsen|2x + 1| < arcsen(l)
= x < arcsen|2x + 1| < r

6 2

Objectivo: caracterizar f .
Comecemos por determinar a expressdo analitica da fungio inversa

arcsen|2x+1| =y & |2x+1| = sen(y)

& 2x+1=sen(y) porque 2x+12%
& 2x=-1+sen(y)
N x:—1+sen(y)
2
Conclusio:
2 T 1
D __30
r§3 - 1
—1+sen(x
X =
2

2) (4 val) Investigue a veracidade das seguintes afirmacdes e justifique devidamente a sua opgao.

a) Para quaisquer x e y nao negativos, \x? +y2 =x+y.
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b)

d)

€)

Falso, por exemplo escolhendo x =3 e¢ y =4 temos

\/x2+y2 :\/32+42 Z\/E:S¢7=3+4=x+y

1
A fungio f(x)= I+ xsen(;j se x#0 , ¢ continua em IR .
1 se x=0

1
Verdadeira. Para x #0, f (x) =1+ xsen(—j ¢ continua porque é produto e composta de
x

. . 1 . 1
fungdes continuas. Em x =0, Im(} fx)= hng(l + xsen(—D =1+ hng xsen(—j =1 pois
xX—> xX—> X x> X

. 1 . 1), e .
limxsen| — |=0 uma vez que limx =0 e sen| — | é uma fun¢do limitada (varia entre
x—=0 X x—=0 X

—1 e 1). Mas entdo temos que lin(}f(x)z 1= 7(0), isto ¢, f ¢ continua em x =0. Logo
X!

f écontinuaem IR.

Se f éuma fungéo tal que f (x)# 0 entdo f ndo tem pontos extremos.
Falsa. Basta pensarmos na fungdo f(x)= |x| que tem um extremo em x =0 e no entanto a

. -1 se x<0
sua deriva é sempre ndo nula, f"'(x)= :
1 se x>0

1
O valor de ling(x +1)* =e.

) s
L) Jim 1) (0 lim XL

. .1 - o oy 1
Verdadeira pois lim (x +1)* = e * = e ! =e =e.
x—0 Re gra de Cauchy

Para qualquer fungéo I fH(x)dx = (I £ (x)dx )z .

Falsa. Por exemplo, escolhendo f(x)=1 temos que Ifz (x)dx = J.ldx =x+C e

( [ o) f- (j 1dsf = (x+C)
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Grupo 11

3) Considere a fungdo real de varidvel real definida por:

a) (0,5 val) Mostre que o grafico de f tem uma assimptota horizontal quando x — oo .

x o x

. e -1 (“’] .e . 1

lim f(x) = lim 5 = lim —— = lim — =0.Logoarecta
X—>+too Xt o x Re gra de Cauchy — x—+oo 2e x X—>+oo 2ex

de equagdo y =0 ¢ uma assimptota horizontal quando x — +oo .

b) (1 val) Determine a equagéo da recta tangente ao grafico de f em x=0.

Aequagdodarectaé y=mx+b.

e‘e™ —Zezx(ex —1) —e™ +2e™ er(_ e’ +2) _2-¢e

f'(x)= 2 = 2 = 2 - 2x
(eZX) (eZX) (eZX) e
=)= =21
e 1
(0, 7(0))=(0,0)e arecta .. 0=1x0+b < b=0

Logo a equagdo da recta tangente ao graficode f em x=0¢ y=x.

e —4

) (075 val) Mostre que f"'(x)= —.
e

2-¢"

er

Vimos na alinea anterior que f" (x) =

" _—e"ezx—Zezx(Z—ex)_—4ezx+e3x_ez"(—4+e’“)_ex—4
L L N

d) (0,75 val) Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e a existéncia
de pontos de inflexao.

e"—4

" _ _ X _ 2x _
f'x)=0 & =0 © =4 A 20 o x=lhnd.

universal
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4)

3)

X — o0 In4 + o0
Sinal de f™' — 0 +
Concavidade de f A U

f tem concavidade voltada para baixo se x € ]— oo, In 4[
f tem concavidade voltada para cima se x € ]ln 4,+0<>[

x =1n4 éum ponto de inflex3o.

x2+5x+6 < . .
¥ 1. Mostre que esta fungio satisfaz as condigdes do

(1 val) Considere a fungio f(x)=e
Teorema de Rolle no intervalo [— 3,—2] e conclua que ele garante a existéncia de um elemento
ce ]— 3,—2[ tal que f'(c)=0.
A fungdo f satisfaz as seguintes condigdes:
e continua (composta de uma fun¢do exponencial com uma func¢do polinomial adicionada
de uma constante) no intervalo fechado [— 3,—2];

e derivavel no intervalo aberto |-3,-2[, f'(x)=(2x+ 5)ex2+5«”6 e

o f(=3)=r@)=0.

Entdo pelo teorema de Rolle fica assegurado a existéncia de um elemento c € ]— 3,—2[ tal que

f'(c)=0.

(2,5 val) Qual a area maxima dos rectdngulos com dois vértices no eixo das abcissas € 0s outros

. , . ~ 2 ..
dois vértices na curva de equagdo y =4 —x" e ordenada positiva?

Identificacdo das variaveis:

¢ x metade do comprimento do rectangulo;

ey altura do rectangulo.

Restricoes das variaveis:

e O0<x<2 (oszerosde y sdo —2 ¢ 2)

—
L J

e 0<y<4 (4 ¢o valor maximo da parabola)

° y:4—x2
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Fungdo a maximizar:

Fungdo 4rea do rectangulo: 2xy = 2x(4 - x’ )
Defina-se A(x) = 2x(4 -x’ ) =8x—2x".

Pontos criticos de 4:

25, 2

& x= vV ox=——
3 3

ndo faz sentido
para o problema

A(Xx)=0 & 8-6x'=0 & x*=

[SSHINN

Sinal de 4’ + 0 —

Monotoniade 4 | ¢4 o ~ S.S.

s.s. — sem sentido para o problema.

24/3 . .
Em x = a fungdo area atinge o seu valor maximo.

Resposta:

0A 4rea maxima é A(%} = 2%(4 — gj = 329\/3 unidades de area.

e que verifica lim f (x)=0.

x—>+oo

6) (1,5 val) Determine a fungdo f cuja derivada é f "(x)= o
+Xx

X 1 2x 1
f(X):I1+x4 dxzajmdxzaarctg(xz)%—C

lim f(x)=0 & lim(larctg(x2)+C):0 = llimarctg(xz)%—C:O = C:—%

X—>too X—>too D x>0

z
2

Logo f(x)= %arctg(x2 )—% :

6/8



ESTiG — IPB Andlise Matematica I (02/02/2004)

7) (5,5 val) Calcule as seguintes primitivas:

a)

b)

3 3

_94)2 )2
J‘x\/l —2xdx =— x(1=2x) - j— (1=2x) dx

3

f(x) = I\/1—2xdx

oy 5
:—M—lj—za—zxydx :—lj—Z«/l—Zxdx
3 6 2
3 5 3
__x(1—2x)2_(1—2x)2+c _ (1=2x)°
3 15 3

dx

x'—x*=3x-10 x'—x*=3x-10
J‘ 2 dx = j 3 2
X (x - 5) X —=5x
Como o grau do numerador é maior que o grau do denominador, tem que se comegar por

dividir os polinémios:

x —xt —3x -10| X -5xf
1

- x5
4x*  —3x -10
Logo,
x’—x>=3x-10 4x> -3x-10 4x* —3x-10
= l+— = l+—F—
x® —5x7 x’ —5x7 xz(x—S)
e portanto
x’—x*-3x-10 4x* -3x-10 4x* —3x-10
dx = |ldx+|—F——F—dx = x+|—F—F—dx (*
-[ xz(x—S) gy -[ g J- xz(x—S) gy * -[ xz(x—S) )
Ora,
4x* -3x-10 4, B, C _ (A+C)x* +(-54+B)-5B
x*(x-5) x x° x-5 x*(x-5)
para esta igualdade se verificar temos que ter
A+C=4 A=1
-54+B=-3 & <B=2
-5B=-10 Cc=3
Assim,
4x* =3x-10 1 2 3 2
Imdx = I;dx+-[x—2dx+'[x_5dx = 1n|x|—;+3ln|x—5|
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Substituindo em (*) vem que:

x’—x*=3x-10 4x* -3x-10 2
J‘ xz(x_S) dx =x jmdx=x+ln|x|—;+31n|x—5|+C

)

I sen’ (x)cos” (x)dx I sen(x)sen” (x)cos’ (x)dx

j sen(x)(1— cos? (x)) cos? (x)dx

Isen(x) cos” (x)dx + Isen(x) cos® (x)dx

= - I— sen(x)cos” (x)dx — I— sen(x)cos® (x)dx

_cos’(x) cos’(x) N
3 5

C

Fim...
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