Resoluciao do exame de Analise Matematica I (7/2/2003)

Exercicio 1

* (Versdo IG/GEI)

*  (Versdo CA/GE)

Cursos: CA, GE, GEL IG

2 Chamada

_inversadef:
f(x)=y < arcsen(x—1)—4=y
= arcsen(x—1)=y+4
o sen(arcsen(x - 1)) = Sen(y + 4)
= x—1=sen(y+4)

e x =1+sen(y+4)

Logo f'(x)=1+sen(x+4).

_dominiodef: D, ={xOIR:-1<sx-1<1
-1<sx-1<lex-12-1 0O x-1<1
= x20 O x<2

- x0[0,2]

Resposta (iv).

_inversadef:
)=y o In(x-1)-4=y
= In(x-1)=y+4

- eln(x—l) =ey+4

—_ 4
e x—1=¢"

e x=e +1

Logo f'(x)=e™* +1.

_ dominio de f:
D, ={x0IR:x-1>(
={xDIR:x>]}
- tved

Resposta (iv).
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Exercicio 2

*  (Versdo IG/GEI)

. 2 A
[im cos”(x) ndo existe, basta observar que:
X — +00

paratodo kUUZ  [im cos® (2kT[) =1 e lim cos® (]"%) =0

k—v+00 k—>+00

Resposta (iv).

e* i e*

*  (Versao CA/GE) lim = [im— = [im xe* =+ (pelaregra
x_>+ooln(x) x_>+ooy X — +o0o
de L’Hopital).
Resposta (ii).

Exercicio 3
Para xD[l,3]:
- o gréfico tem concavidade voltada para baixo,
logo no intervalo [1,3] f"(x) tem sinal
negativo.

- afungdo ¢ decrescente, logo no intervalo [1,3]

f"'(x) tem sinal negativo.

- entdo f''(x)Xf'(x)>0

Resposta (i).

Observe-se que (ii) e (iv) sdo falsas:

- para xU ]— 4,- 2[ o grafico tem concavidade voltada para cima, logo no intervalo
]— 4, - 2[ f"'(x) tem sinal positivo, e entdo a equacdo /"' (x)=— % ¢ impossivel.

- f'(4)=0 ¢ falsa pois o ponto de abcissa x =4 ¢ um ponto anguloso — o grafico

faz um “bico” em x =4, logo ndo existe f'(4).
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Exercicio 4

_ Pelo grafico temos que 4’ é negativa para U § B
x <=25,logo h ¢ decrescente para x <—2,5, logo
(iii) e (iv) ficam excluidas; 0l
_ Pelo gréfico temos que 4’ € positiva para e - A : e s
x>6,logo & € crescente para x > 6, logo (i) fica ! %
excluida;
Resposta (ii). o

Exercicio 5
Seja f(x)=e> . A recta tangente é dada por y — y, =m(x - x,), onde

x0=1

v =f(xg)=e =e

_m=f'(1): f'(x)=2¢"" logo f'(1)=2e
Logo a recta tem equacgao
y—e=2e(x—1) « y=2ex—2e+e
= y=e(2x—1)

Resposta (iii).

Exercicio 6

Sabemos que: - f uma fun¢do continua

- tem dominio /R
- f)=-5 e f(9)>0.
Assim, g(x)= f(x)+3 também ¢ continua (soma da fun¢do continua f com uma
constante). Vejamos que g tem pelo menos um zero em [1,9] :
_g(l)=f1)+3=-5+3=-2,logo g(1)<0
_8(9)=f(9)+3, logo g(9)>0
Entdo, g estd nas condi¢des do Teorema de Bolzano, logo g(x) = f(x) +3 tem pelo
menos um zero em [1 , 9] .
Resposta (ii).
Observe-se que g definido como em (i), (iii) € (iv) nada nos garante que g(1)<0 e

g(9) >0, simultaneamente.
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Exercicio 7
Como f ¢ derivavel (em /R) entdo pela regra da derivada da fungdo composta (ou
regra da cadeia), temos que f'(x) = (l—x)'f’(l—x) =-f"(1-x), logo
f10)==f'(1-0)==1'(1).
Resposta (iii).

Exercicio 8

*  (Versdo IG/GEI)

2 2
jx sen(x )dx=jx 1 sen(x”)

cos®(x*) cos*(x*) cos(x*)

dx = J.)csecz(x2 It (x? )dx

1
fazendo u = tg( x> ) temos du = 2xsec’(x* )dx , ou seja,Edu = xsec?(x? )dx,

2
entdo o integral Ix%dx = Itg( x? )x sec? ( x? )dx ¢ equivalente a jzdu .
cos™(x”) —_— 2
u %du
Resposta (i).
o (Versdo CA/GE)
'[xexdx fazendo t =e”* temos dtf =e“dx.

Como t=¢* « In(t)=inle*) = In(t)=x,

entdo o integral jxexdx é equivalente a I x e'dx = jln( t)dt .
- T
In(t) 4t

Resposta (iii).

Exercicio 9

9.1 D, Z{x OIR:e" £ 0} — condi¢ao universal

=IR

9.2)

_2x(et )= (x*+1)e” _e(2x—-x*-1) _—x*+2x-1

(ex)Z (eX)Z e

f(x)
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f,,(x)_(—2x+2)ex—(—x2 +2x—1)e* _e"(=2x+2+x? =2x+1) _

(e*)? (e*)’
_x*—4x+3
ex
9.3)
2
— + —
f'(x)=0 = x—x2x1=0 o —x?4+2x-1=00e" 20 =
e
+J4-4
o x?=2x+1=0 = x=i = x=1
e Ponto critico: x =1 .
x — 00 1 + o0
Sinal 0
de /> B -
f N 1 N

o Extremos relativos: Nao tem.

¢ Intervalos de monotonia:

_ estritamente decrescente: em ] - 00;1[ e ]1;+ 0 [;

9.4)
2
—4x+
£1(x)=0 = th%o o x2—4x+3=00e" 20 =
4+16-4x3
o = ®x=1|:|x=3
2
X — 0 1 3 + 00
de f!! —_
f O N O

¢ Pontos de inflexdo: x=1¢e¢ x=3

¢ Intervalos de concavidade:

_ concavidade voltada para baixo: em ]1;3[;

_ concavidade voltada para cima: em ]— 00;1[ e ]3;+00[.
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Exercicio 10

10.1)
(2\/ ) + ln(\/e ) porque log, (xy) =log,x+log,y
| 1
+ ln((e )A) porque x =x2
=in(2)+ ln(ezj porque (xp )q =x"
= ln(2) + (—ij ln(e) porque log, (xp ) = p.log, x
= ln(2) —% porque log, a=1 (lne =log,e= 1)
10.2)

Se allD,, a fungdo g ¢ continua no ponto x =a se:

* se existe lzm g(x) (ou seja se existem e sdo iguais os limites /im_g(x)e lim g(x))

X—a x—»a

- limg(x)=g(a).

X—-d

No ponto x =0:

e (Versdo 1G/GEI)
lzm g(x)=lim [m—l)=(ﬁmm)—l = (lim_%(x))—l=l—l=0

x-0" X regradel'hdpital x-0

llm g(x)= llm x2=0

x=-0% x=-0%

Logo em x =0 g ¢ continua.

*  (Versdo CA/GE)

1
lim g(x)= lim e* =e™™ =0

x-0 x=0"

sz g(x)—llmx =02 =0

x-0*
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g(0)=0%=0

Logo em x =0 g ¢ continua.

No ponto x=2:

lim g(x)—lzmx =4

x-2 x-2"

xo2F x2%2

llm g(x)= sz ln(Z\/ )— lim [ln2—5j=ln2— lim X =n2-1

Como [n2-1#4,nao existe lim g(x),logoem x =2 gndo ¢ continua.
x=2

10.3) Como a fungdo ndo ¢ continua em x =2 (como se viu na alinea anterior), entdo nao
existe g'(2).

QOutra resolucio:

Por defini¢do g'(a) = lim M. Mas,

X—a x—a
g(x)-g(2) x? =22 [%] 2x
g'—(2)= lim =———=—"~-= [im — - lim — =4
x-2" x=2 x-2" x=2 regradel' hépital ¥ ~2~
X 2
(2)= tim 802782 _ (1”2 ) 2" _Im2-5__
g's m — im = — =
x-2% x=2 x-2* x=2 0

logo, como g'_(2)# g', (2) ndo existe g'(2).

Exercicio 11

1
1
Sejam: , y
|
x — a largura da base da caixa (a base ¢ quadrada) em metros Rt
: X
y — a altura da caixa em metros.
X

Queremos minimizar o material gasto na construcao desta caixa sem tampa, que € aaqo por

M =x*+4xy .
100
Sabemos que o volume da caixa, V,¢é ¥V =100 « x>y =100 « y= —
X
Entdo a fungio que queremos minimizar é f(x)= x> + 4x(1i20) =x’ + 400 .
X X
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Assim, as dimensdes que minimizam o material gasto na constru¢do da caixa serdo x,m de

100 : .. .
lado (na base), e y, = — m de altura, onde x, ¢ o ponto de abcissa positiva onde / atinge o

X0
minimo.
Exercicio 12
3/2

12.1) I(*/; +e_5x)2’x - jxmdx _%J(' S)e” dx = )3C/2 _%e_sx ves §X3/2 _%e_sx +C
com COIR
12.2) j (x2 + 6) cos(Zx)dx Este integral calcula-se por partes: ju'.v =uv-— j uy'

Calculo auxiliar: u'= cos(2 x) —uy= sen(2x)

v=x’+6=1'=2x
Logo,
2

J-(x2 + 6)cos(2x)dx = (x2 + 6) sen§2x) - I2x. sen§2x) dx = * 2+ 6sen(2x) - Ix.sen(2x)dx =

Procede-se a nova integracao por partes para calcular Ix.sen(Zx)dx .

_cos(2x)

Calculo auxiliar: u'= sen(Zx) >u= 5

yv=x=>v'=1

Continuando, temos:
2 2
=X 2+ 6 sen(Zx) - [— cos(?_x) X I - Cos(2x) dx} = (x 2+ 6) sen(Zx) + M - %J.cos(Zx)dx =

2 2 2

sen(2x)
4

:x2+6 +C

1 sen(Zx) x> +6
2

sen(2x) + gcos(2x) - 5 +C = 5 sen(2x) + %cos(2x) -

, com COIR

S —x? +3x+ +
12.3) J.x 2x 3x+2 dx = I(x + 25x—2jdx (procedendo a divisdao dos polinémios)
x°=x-2 x°=x-2
+
Tudo se resume, pois ao célculo do integral.[zsx—22dx :
X" —x-

Em primeiro lugar factoriza-se ao maximo o denominador. Para tal, calculam-se as
raizes do denominador:
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-(-)xy(-1)P -400f-2) _1x4i+8 _1x3
2

xP=x=2=0 e x= = x=20x=-1
2 2
Sx+2 _ 5x+2 _ A B _Alx+1)+B{x=2) _Ax+A4+Bx-2B
xP=x=2 (x—2)(x+1) x—2 x+1 (x—2)(x+1) (x—2)(x+1)

Para que as fracgdes sejam iguais, os numeradores de ambas deverdo ser iguais. Ou
seja, os coeficientes dos termos de igual ordem nos polinémios deverado ser iguais:

5x+2=(4+B)x+A4-2B

5=A+B B=5-4 B=1

2=4-2B " |2=4-2(5-4) |4=4
Portanto,

5x+2 Sx+2 4 _
) R e O] R e v

2
=%+4.ln|x—2|+ln|x+1|+C, com COIR.

12.4)
* (Versdo CA/GE) j 13 dx ; Substituigdo a efectuar: ¢ = ln(x) =dt = la’x
x.In (x) x
Temos entdo,
1 I 7 1 1
[— d j dt=[t7dt= +C=—+C=-—+C=-—+C,
x.In*(x) —3+1 -2 21’ 21n?(x)
com COIR.

o (Versio IG/GEI) j V1= x2dx

A similaridade entre a fungdo integranda e uma das formas da formula fundamental da
trigonometria sugere que se use uma substitui¢do trigonométrica: x = sen(t) ou

x =cos(?).

Substituicao a efectuar:
por exemplo: x = sen(t) = dx = cos(t)dt . O integral toma entdo a forma:

j 1 - sen®(t).cos(t)dt = Icosz(t)dt = J‘%cﬁ = %“cos 21 )dt +Idt] ! %(%) +%+ C

,com COIR.
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. 1 t 1 t 1 t
Prosseguindo: —sen(2t) +—+C= —[2sen(t)cos(t)] +—+C= —sen(t)cos(t) +—+C
4 2 4 2 2 2
Voltando agora a variavel original e como:

-X= sen(t) < arcsen( )—t

—Senz(t)+c0s2( =] - cos \/1 sen’ \/1 x?

temos entao, :%xVI—xz +%M(X)+C, com COIR.
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